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Hermann Minkowski. 

Credächtnisrede, gehalten in der öffentlichen Sitzung der K. Gesellschaft der 

Wissenschaften zu Göttingen am 1. Mai 1909 

von 

DaTid Hubert. 

(Nachrichten der E. Gesellschaft der Wissenschaften za Göttingen. 1909.) 

Einen schweren unermeßlichen Verlust haben zu Beginn des Jahres 1909 
unsere Gesellschaft^ unsere Universität, die Wissenschaft und wir alle per- 
sönlich erlitten: durch ein hartes Geschick wurde uns jäh entrissen unser 
Kollege und Freund Hermann Minkowski im Vollbesitz seiner Lebenskraft, 
aus der Mitte freudigsten Wirkens, von der Höhe seines wissenschaftlichen 
Schaffens. 

Seinem Andenken widmen wir diese Stunde. 

Hermann Minkowski wurde am 22. Juni 1864 zu Alexoten in Rußland 
geboren, kam als Knabe nach Deutschland und trat Oktober 1872 im 
Alter von Sy^ Jahren in die Septima des Altstädtischen Gymnasiums zu 
Königsberg i. Pr. ein. Da er von sehr rascher Auffassung war und ein 
Tortreffliches Gedächtnis hatte, wurde er auf mehreren Klassen in kürzerer 
als der vorgeschriebenen Zeit versetzt und verließ das Gymnasium schon 
März 1880 — noch als Fünfzehnjähriger — mit dem Zeugnis der Reife, 

Ostern 1880 begann Minkowski seine Universitätsstudien. Insgesamt 
hat er 5 Semester in Königsberg, vornehmlich bei Weber und Voigt, und 
3 Semester in Berlin studiert, wo er die Vorlesungen von Kummer, 
Kronecker, Weierstraß, Helmholtz und Kirchhoff hörte. 

Seine Befähigung zur Mathematik zeigte sich früh; fiel ihm doch im 
ersten Semester bereits für die Lösung einer mathematischen Aufgabe eine 
Geldprämie zu, auf die er freilich zugunsten eines armen Mitschülers 
verzichtete, so daß sein frühzeitiger Erfolg zu Hause gar nicht bekannt 
wurde — eine kleine Begebenheit, die zugleich die Bescheidenheit und 
Herzensgüte kennzeichnet, wie er sie sein ganzes Leben hindurch allen 
Menschen gegenüber, die ihm näher kamen, betätigt hat. 

Sehr bald begann Minkowski tiefgehende und gründliche mathematische 
Studien. Ostern 1881 hatte die Pariser Akademie das Problem der Zer- 
legung der ganzen Zahlen in eine Summe von fünf Quadraten als Preis- 
thema gestellt. Dieses Thema griff der siebzehnjährige Student mit aller 
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Energie an und löste die gestellte Aufgabe aufs glänzendste, indem er 
weit über das Preisthema hinaus die allgemeine Theorie der quadratischen 
Formen, insbesondere ihre Einteilung in Ordnungen und Geschlechter — 
zunächst sogar fiir beliebigen Trägheitsindex — entwickelte*). Es ist 
erstaunlich, welch sichere Herrschaft Minkowski schon damals über die 
algebraischen Methoden, insbesondere die Elementarteilertheorie, sowie über 
die transzendenten Hilfsmittel wie die Dirichletschen Reihen und die 
Gaußschen Summen besaß, — Kenntnisse, die noch heute lange nicht all- 
gemeines Eigentum der Mathematiker geworden sind, die aber freilich zur 
erfolgreichen Inangrifihahme des Pariser Preisthemas eine notwendige 
Voraussetzung bildeten. Hören wir, wie Minkowski selbst in dem Begleit- 
schreiben zu seiner der Pariser Akademie eingereichten Arbeit sich aus- 
spricht**): „Durch die von der Academie des Sciences gestellte Aufgabe an- 
geregt'^, so schreibt der jugendliche Student, „unternahm ich eine genauere 
Untersuchung der allgemeinen quadratischen Formen mit ganzzahligen 
Koeffizienten. Ich ging dabei von dem natürlichen Gedanken aus, daß die 
Zerlegung einer Zahl in eine Summe von fünf Quadraten in ähnlicher Weise 
von den quadratischen Formen mit vier Variablen abhängen würde, wie be- 
kanntlich die Zerlegung einer Zahl in eine Summe von drei Quadraten von 
den quadratischen Formen mit zwei Variablen abhängt. Diese Untersuchung 
hat mir in der Tat die gewünschten Resultate über die Zerlegung einer Zahl 
in eine Summe von fünf Quadraten geliefert. Indessen erscheinen diese 
Resultate bei der großen Allgemeinheit der von mir gefundenen Sätze 
nicht überall als das eigentliche Hauptziel der vorliegenden Arbeit; sie 
stellen vielmehr nur ein Beispiel für die gewonnenen umfangreichen 
Theorien dar. Wenn daher viele der nachfolgenden Betrachtimgen nicht 
immer unmittelbar auf das Thema der Preis&age hinweisen, so wage ich 
dennoch zu hoffen, daß die Akademie nicht der Ansicht sein werde, ich 
würde mehr gegeben haben, wenn ich weniger gegeben hätte.^ Mit dem 
Motto: „Rien n'est beau que le vrai, le vrai seul est aimable'^ reichte der 
noch nicht Achtzehnjährige am 30. Mai 1882 die Arbeit der Pariser Akademie 
ein. Obwohl dieselbe, entgegen den Bestimmungen der Akademie, in deut- 
scher Sprache abgefaßt war, so erkannte die Akademie dennoch unter 
ausdrücklicher Betonung des exzeptionellen Falles auf Zuerteilung des 
vollen Preises, da — wie es im Kommissionsbericht heißt — eine Arbeit 
von solcher Bedeutung nicht wegen einer Irregularität der Form von der 

*) ,,M<^moire but la throne des formea quadratiques k coefficients entiera/^ 
M^moires pr^sent^s par divers sayants ä VAcad^mie des Sciences de Tlnstitut national 
de France, T. XXIX. No. 2 (1884). Unter dem Titel „Grundlagen für eine Theorie der 
quadratischen Formen mit ganzzahligen Koeffizienten", diese Ges. Abhandlungen, 
Bd. I, S. 3—144. **) Vgl. diese Ges. Abhandlungen, Bd. I, S. 4. 
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Bewerbnng aaBznschließen sei^ and erteilte ihm im April 1883 den Grand 
Prix des Sciences Math^matiques. 

Als die Znerkennung des Akademiepreises an Minkowski in Paris 
bekannt wurde^ richtete die dortige chauvinistische Presse gegen ihn die 
nnbegründetsten Angriffe und Verdächtigungen. Die französischen Aka- 
demiker C. Jordan und J. Bertrand stellten sich sofort rückhaltlos auf die 
Seite Minkowskis. ^^Travaillez^ je tous prie, ä devenir un g^ometre emi- 
nent.'^ In dieser Mahnung des großen französischen Mathematikers C. Jordan 
an den jungen deutschen Studenten gipfelte die bei diesem Anlaß zwischen 
C. Jordan und Minkowski geführte Korrespondenz^ — eine Mahnung^ die 
Minkowski treulich beherzigt hat; begann doch nun für ihn eine arbeits- 
frohe und publikationsreiche Zeit. 

6auB hat in seinen Disquisitiones arithmeticae die Theorie der binären 
quadratischen Formen mit ganzzahligen Koeffizienten und damit zugleich 
den wesentlichen Inhalt der heutigen Theorie der quadratischen Zahl- 
körper geschaffen. Nach zwei verschiedenen Richtungen hin war die Ver- 
allgemeinerung der Gaußschen Theorie möglich: einmal als Theorie der 
quadratischen Formen mit beliebig vielen Variablen und dann als Theorie 
der zerlegbaren Formen höherer Ordnung, d. h. als Theorie der Zahlkörper 
von beliebigem Grade. Durch das Pariser Preisthema war Minkowski 
zunächst auf die erstere Verallgemeinerung der Gaußschen Theorie hin- 
gewiesen: in der Tat sehen wir Minkowski in den folgenden Jahren aus- 
schließlich seine ganze Arbeitskraft dem Studium der Theorie der qua- 
dratischen Formen und der aufs engste damit zusammenhängenden Fragen 
widmen. Die Gaußsche Theorie der quadratischen Formen hatte eine 
wesentUche Ergänzung durch Dirichlet erfahren, indem es diesem gelungen 
war, auf Grund einer ihm eigentümlichen transzendenten Methode für die 
Anzahl der Klassen binärer quadratischer Formen mit gegebener Deter- 
minante geschlossene Ausdrücke aufzustellen. Es lag nahe, diese Methode 
nach jenen beiden oben gekennzeichneten Richtungen hin zu verall- 
gemeinem. Nach letzterer Richtung hin, nämlich für die Theorie der 
algebraischen Zahlkörper, war jene Verallgemeinerung der Dirichletschen 
Methode bereits von Kummer und in allgemeinster Weise von Dedekind 
vorgenommen worden; in ersterer Richtung aber, nämlich für das Problem 
der quadratischen Formen von beliebig vielen Variablen, lagen nur einige 
Vorarbeiten von St. Smith, jenem schon bejahrten englischen Zahlen- 
theoretiker, vor, welcher auch bei der Bewerbung um den Pariser Preis 
Minkowskis Konkurrent gewesen war. Minkowski führte nun die Be- 
stimmung der Anzahl der in einem Geschlecht enthaltenen Klassen qua- 
dratischer Formen von beliebig vielen Variablen — denn darauf spitzt sich 
das in Frage kommende Problem zu — nach der von Dirichlet för binäre 
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quadratische Formen angewandten transzendenten Methode durch. Die 
hierbei gefundenen Resultate bilden den wesentlichen Inhalt der Inaugural- 
Dissertation*); auf Grund deren Minkowski am 30. Juli 1885 Ton der phi- 
losophischen Fakultät in Königsberg zum Doktor promoviert wurde. 

Wie glücklich die Ideen des jugendlichen Minkowski auch auf anderem 
als rein zahlentheoretischem Gebiete waren^ ersehen wir aus der bei dieser 
Gelegenheit von ihm aufgestellten These, die so lautete: „Es ist nicht 
wahrscheinlich; daß eine jede positive Form sich als eine Summe von 
Formenquadraten darstellen läßt/ Es fiel mir als Opponent die Aufgabe 
ZU; bei der öffentlichen Promotion diese These anzugreifen. Die Dispu- 
tation schloß mit meiner Erklärung; ich sei durch seine Ausführungen 
überzeugt; daß es wohl schon im teruären Gebiete solch merkwürdige 
Formen geben möchte, die so eigensinnig seiei); positiv zu bleiben, ohne 
sich doch eine Darstellung als Summe von Formenquadraten gefallen zu 
lassen. Die Minkowskische These war für mich später die Veranlassung, 
die Untersuchung der Frage aufzunehmen und für die in der These aus- 
gesprochene Vermutung den strengeii Nachweis zu erbringen. Es stellte 
sich außerdem späterhin herauS; daß das Problem der Darstellung definiter 
Formen durch Formenquadrate auch bei der Frage nach der Möglichkeit 
geometrischer Konstruktionen mittels gewisser elementarer Hilfsmittel eine 
interessante Rolle spielt und andererseits mit gewissen tieferen Problemen 
über die Darstellbarkeit algebraischer Zahlen als Summen von Quadraten 
zusammenhängt. Auch von anderer Seite ist seitdem das Problem auf- 
genommen worden und hat zu interessanten speziellen Ergebnissen geführt. 

Angeregt durch eine von Kronecker gestellte Forderung, die eine 
schärfere Fassung des arithmetischen Begriffs der Äquivalenz von Formen 
betraf, gelangte Minkowski zu der interessanten Frage nach dem Verhalten 
linearer ganzzahliger Substitutionen von beliebiger Variablenzahl im Sinne 
der Kongruenz nach einem beliebigen Modul**). Minkowski gewann dabei 
den anwendungsreichen Satz, daß eine homogene lineare ganzzalüige Sub- 
stitution mit n Variablen von einer endlichen Ordnung, die nach einem 
ganzzahligen Modul ^ 3 der identischen Substitution kongruent ausfällt; 
selbst notwendig die identische Substitution ist. Mit Hilfe dieses Satzes 

*) Untersuchungen über quadratische Formen. I. Bestimmung der Anzahl ver- 
schiedener Formen, welche ein gegebenes Genus enthält. Acta Mathematica, Bd. 7 
(1885), S. 201—268. Diese Ges. Abhandlungen, Bd. I, S. 167—202. 

**\ lieber den arithmetischen Begriff der Aequivalenz und über die endlichen 
Gruppen linearer ganzzahliger Substitutionen. Grelles Journal, Bd. 100 (1887), S. 449 
—468. Diese Ges. Abhandlungen, Bd. I, S. 203—211. Zur Theorie der positiven quadra- 
tischen Formen. Grelles Journal, Bd. 101 (1887), S. 196—202. Diese Ges. Abhandlungen, 
Bd. I, S. 212—218. 
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gelingt es Minkowski imter anderem zu zeigen, daß die Ordnung jeder 
endlichen Gruppe von homogenen linearen ganzzahligen Substitutionen 
mit n Variablen stets ein Divisor der Zahl 

2"(2» - 1) (2«- 2) ... (2" - 2'-0 

ist, und desgleichen stellt er eine nur von n abhängige Zahl auf, in welcher 
notwendig allemal die Anzahl der ganzzahligen Substitutionen aufgehen 
muß, die eine definite quadratische Form mit n Variablen in sich selbst 
überführen. Die beiden Abhandlungen, welche diese Resultate entwickeln, 
reichte er der philosophischen Fakultät in Bonn als Habilitationsschrift 
ein; April 1887 erteilte ihm diese die venia legendi für Mathematik. 

Noch eine Arbeit Minkowskis sei hier genannt, die ich der Jugend- 
epoche seines mathematischen Schaffens zuzähle, da sie ebenfalls aus- 
schließlich das Gebiet der quadratischen Formen betrifft; es ist diejenige*), 
in welcher Minkowski die Bedingungen dafür aufstellt, daß eine qua- 
dratische Form mit rationalen Zahlenkoeffizienten sich vermöge einer 
linearen Substitution mit rationalen Zahlenkoeffizienten in eine andere 
ebensolche quadratische Form oder in ein rationales Vielfaches einer 
solchen Form transformieren läßt. Als äußerer Anlaß dazu diente ihm 
eine von Hurwitz und mir gemeinsam verfaßte Arbeit über temäre dio- 
phantische Gleichungen vom Geschlechte Null. Die Untersuchung von 
Hurwitz und mir hatte ergeben, daß jede temäre diophantische Gleichung 
vom Geschlechte Null durch eine rationale eindeutig umkehrbare Trans- 
formation in eine quadratische Gleichung übergeführt werden kann; die 
weiter entstehenden Fragen, insbesondere die Frage nach den Kriterien 
dafür, daß eine quadratische diophantische Gleichung bei beliebiger Vari- 
ablenzahl durch rationale Zahlen lösbar ist, finden durch Minkowski ihre 
vollständige Erledigung; doch gestaltet sich noch darüber hinaus die Be- 
arbeitung des Problems durch Minkowski zu einer vollständigen Invarianten- 
theorie der quadratischen Formen im zahlentheoretischen Sinne. 

Nunmehr beginnt für Minkowskis mathematische Produktion die 
reichste und bedeutendste Epoche; seine bisher auf das spezielle Gebiet 
der quadratischen Formen gerichteten Untersuchungen erhalten mehr und 
mehr den großen Zug ins Allgemeine und gipfeln schließlich in der 
Schaffung und dem Ausbau der Lehre, für die er selbst den treffenden 
Namen „Geometrie der Zahlen^' geprägt hat und die er in dem großartig an- 
gelegten Werke gleichen Titels dargestellt hat. 

Das Problem, aus den unendlich vielen Formen einer Klasse durch 



*) Ueber die Bedingangen, unter welchen zwei quadratische Formen mit rationalen 
Coefficienten in einander rational transformiert werden können. Grelles Journal, 
Bd. 106 (1890), S. 5—26. Diese Ges. Abhandlungen, Bd. I, S. 219—289. 
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bestimmte Ungleichheitsbedingimgen eine einzige auszusondern, d. h. das 
Problem der Reduktion der quadratischen Formen, hatte Minkowski schon 
wiederholt beschäftigt. Vor allem ergriffen ihn die berühmten Briefe, die 
1850 Ch. Hermite über diesen Gegenstand an Jacobi gerichtet hatte, und 
insbesondere der dort von Hermite aufgestellte Satz, daß die kleinste von 
Null verschiedene Grröße, die durch eine positive quadratische Form von 
n Variablen mit der Determinante 1 mittels ganzer Zahlen darstellbar ist, 
niemals einen gewissen, nur von der Zahl n abhängigen Betrag übersteigt. 
Durch die Beschäftigung mit diesem Satze wurde Minkowski zu Betrach- 
tungen veranlaßt, auf die wir ein wenig näher eingehen müssen. 

Wir denken uns nach Minkowski dasjenige würfelförmig angeordnete, 
den ganzen Raum erfüllende Punktsystem, welches entsteht, wenn man 
den rechtwinkligen Koordinaten x, y, z alle ganzzahligen Werte erteilt. 
Minkowski nannte ein solches Punktsystem ein Zahlengitter. Bedeutet 
nun F{Xy y, z) eine homogene positive quadratische Form von x, y, z mit 
der Determinante 1, so stellt die Gleichung F(x, y, ^e?) = c für irgendeinen 
positiven Wert der Eonstanten c ein bestimmtes EUipsoid mit dem Null- 
punkt als Mittelpimkt dar. Wir denken uns nim um jeden Punkt des 
Zahlengitters als Mittelpunkt ein diesem EUipsoid kongruentes und ähnlich 
gelegenes EUipsoid konstruiert: ist dann der Wert der Konstanten c ge- 
nügend klein, so werden diese EUipsoide offenbar sämtlich vöUig von- 
einander getrennt liegen. Der größte Wert von c, bei welchem dies noch 
der FaU ist und die EUipsoide demnach einander nur in einzelnen Punkten 
berühren, sei \ M. Da bei dieser RaumerfüUung auf je einen Würfel mit 
der Kantenlänge 1 je eines der EUipsoide kommt, so folgt leicht, daß der 
Inhalt des EUipsoides F{x, y,z) ^ \M notwendig kleiner als der Inhalt 
jenes Würfels ausfäUt, d. h. es ist gewiß 

Andererseits ist leicht zu erkennen, daß das EUipsoid F{x, y, z) = M gewiß 
außer dem NuUpunkt keinen Punkt des Zahlengitters in seinem Innern 
enthält; liegen doch auf seiner Oberfläche gerade noch diejenigen Gitter- 
punkte, die die Mittelpunkte der das EUipsoid F{x, y, jer) = j jM" berührenden 
EUipsoide sind, d. h. M ist der kleinste von NuU verschiedene, durch ganze 
Zahlen darsteUbare Wert der quadratischen Form, und jene Ungleichung 
liefert für dieses Minimum die obere Schranke 

s 



M<y?.. 



Dieser Beweis eines tiefliegenden zahlentheoretischen Satzes ohne 
rechnerische HU&mittel wesentUch auf Grund einer geometrisch anschau- 
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liehen Betrachtung ist eine Perle Minkowskischer Erfindungskunst. Bei 
der Verallgemeinerung auf Formen mit n Variablen fQhrt der Minkowski- 
sche Beweis auf eine natürlichere und weit kleinere obere Schranke fQr 
jenes Minimum My als sie bis dahin Hermite gefunden hatte. Noch wichtiger 
aber als dies war es, daß der wesentliche Gedanke des Minkowskischen 
SchlußTerfahrens nur die Eigenschaft des Ellipsoides, daß dasselbe eine 
konvexe Figur ist und einen Mittelpunkt besitzt, benutzte und daher auf 
beliebige konvexe Figuren mit Mittelpunkt übertragen werden konnte. 
Dieser Umstand führte Minkowski zum ersten Male zu der Erkenntnis, 
daß überhaupt der Begriif des hmvexm Körpers ein fandamentaler Begri£F 
in unserer Wissenschaft ist und zu deren fruchtbarsten Forschimgsmitteln 
gehört 

Ein konvexer (nirgends konkaver) Körper ist nach Minkowski als 
ein solcher Körper definiert, der die Eigenschaft hat, daß, wenn man zwei 
seiner Punkte ins Auge faßt, auch die ganze geradlinige Strecke zwischen 
denselben zu dem Körper gehört. 

Die Bedeutung des Begriffs des konvexen Körpers für die Grund- 
lagen der Geometrie beruht in dem engen Zusammenhange, der, wie Min- 
kowski erkannte, zwischen diesem Begriff und dem fundamentalen Satze 
Euklids besteht, wonach im Dreiecke die Summe zweier Seiten stets größer 
als die dritte Seite ist. Dieser Satz Euklids, welcher ja lediglich von 
elementaren, aus den Axiomen immittelbar entnommenen Begriffen handelt, 
folgt bei Euklid aus dem Axiom von der Kongruenz zweier Dreiecke. 
Lassen wir nun alle Axiome der gewöhnlichen Euklidischen Geometrie 
bestehen mit Ausnahme des Axioms von der Dreieckskongruenz, indem 
wir vielmehr dieses durch das andere, weniger aussagende Axiom, daß in 
jedem Dreieck die Summe zweier Seiten größer als die dritte sein soll, 
ersetzen, so gelangen wir zu einer Geometrie, welche keine andere ist als 
diejenige, die Minkowski aufgestellt und zur Grundlage seiner geometrischen 
Untersuchungen gemacht hat. Diese MinJcowskisclie Geometrie ist dann 
im wesentlichen durch folgende Festsetzungen charakterisiert: 

1. Zwei Strecken heißen dann einander gleich, wenn man sie durch 
Parallelverschiebung des Raumes ineinander überführen kann. 

2. Die Punkte, die von einem festen Punkte gleichen Abstand 
haben, werden durch eine gewisse konvexe geschlossene Fläche des ge- 
wöhnlichen Euklidischen Raumes mit als Mittelpunkt repräsentiert, so 
daß an Stelle der konzentrischen Kugeln der gewöhnlichen Euklidischen 
Geometrie ein System ineinander geschachtelter, durch Ahnlichkeits- 
transformation erzeugter konvexer Flächen tritt. 

Insofern in der Minkowskischen Geometrie das ParaUelenaxiom gilt, 
dagegen an Stelle des Axioms von der Dreieckskongruenz der gewöhn- 
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liehen Euklidischen Oeometrie jenes weniger aussagende Axiom tritt, daß 
im Dreieck die Summe zweier Seiten die dritte übertrifft, ist die Min- 
kowskische Geometrie eine der gewöhnlichen Euklidischen Geometrie 
nächststehende Geometrie, ebenso wie die Bolyai-Lobatschefskysche Geo- 
metrie, zu der sie ein Gegenstück bildet. Wie die Bolyai-Lobatschefs- 
kysche Geometrie in verschiedenen mathematischen Disziplinen, besonders 
in der Theorie der analytischen Funktionen mit linearen Transformationen 
in sich, die fruchtbarste Anwendung findet, so zeigt sich die Minkowskische 
Geometrie besonders für die Zahlentheorie von hervorragender Bedeutung. 
Übertragen wir die eben angestellten geometrischen Überlegungen 
ins Analytische. In gewöhnlichen rechtwinkligen Koordinaten a:^, .. .,a:^ 
des n-dimensionalen Raumes kann die Oberfläche eines konvexen Körpers 

in der Gestalt 

f(x^, . . ',x^) = 1 

dargestellt werden, so daß /* eine positive homogene (nicht notwendig 
rationale) Funktion ersten Grades bedeutet, deren wesentlichste Eigenschaft 
die ist, die durch die Funktionalungleichung 

zum Ausdruck gebracht wird. Die Minkowskische Entfemimg zwischen zwei 
Punkten x^^ - - -j^n ^^^ Vu - - -j Vn ^^^^ dann allgemein durch den Ausdruck 

definiert. Die ursprünglich zugrunde gelegte Fläche f 

heißt Eichfläche; sie ist das Minkowskische Analogon der Kugel im ge- 
wöhnlichen Euklidischen Räume. 

Das AuBgangsbeispiel des EUipsoides erhält man, wenn man hier für f 
die Funktion YF nimmt, wo F die oben (S. X) erwähnte quadratische 
Form bedeutet. 

Nun werde als Eichkörper ein konvexer Körper mit Mittelpunkt, 
d. h. ein solcher konvexer Körper genommen, der einen Punkt im Innern 
aufweist, in welchem alle hindurchgehenden Sehnen des Körpers halbiert 
werden. Dann gilt für die so definierte Minkowskische Entfernung der 
Satz, daß für die kleinste Entfernung zwischen zwei Gitterpunkten, d. h. 
iilr M, eine obere Schranke existiert, die allein vom Volumen des Eich- 
körpers abhängt; und zwar schließt man leicht, daß ein konvexer Körper 
mit einem Mittelpunkte in einem Punkte des Zahlengitters und vom 
Volumen 2** immer noch mindestens zwei weitere Punkte des Zahlengitters, 
sei es im Innern, sei es auf der Begrenzung, enthalten muß. 

Dieser Satz ist einer der anwendungsreichsten der Arithmetik; aus 
ihm leitet Minkowski seinen bekannten Determinantensatz ab, demzufolge 
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man in irgend n ganzen homogenen linearen Formen von n Variablen mit 
beliebigen reellen Koeffizienten und der Determinante 1 immer den Variablen 
solche ganzzahligen Werte ^ die nicht sämtlich Null sind^ erteilen kann, 
daß dabei alle Formen absolute Beträge < 1 erlangen; femer die das 
Wesen der algebraischen Zahl tief berührende Tatsache, daß die Diskri- 
minante eines algebraischen Zahlkörpers stets von + 1 verschieden ist, 
d. h. daß es für einen algebraischen Zahlkörper stets wenigstens eine durch 
das Quadrat eines Primideals teilbare Primzahl, eine sogenannte Ver- 
zweigungszahl, gibt, analog wie in der Theorie der algebraischen Funktionen 
bekanntlich gezeigt wird, daß eine algebraische Funktion stets Verzweigungs- 
p\mkte besitzen muß. 

Aber der obige Satz vom Volumen des Eichkörpers, den ich einen 
der anwendungsreichsten der Arithmetik nannte, bildet doch nur das An- 
fangsglied einer Reihe weiterer auf geometrischer Anschauung fußender 
Schlußweisen von weittragender Bedeutung. So gelangt Minkowski durch 
eine sehr sinnreiche geometrische Überlegung, bei der der zugrunde ge- 
legte konvexe Körper sukzessive nach bestimmten Vorschriften dilatiert 
wird, zu einer Erweitei-ung des ursprünglichen Satzes, die so lautet: Ist 
das Volumen des Eichkörpers gleich 2", so ist nicht nur, wie oben be- 
hauptet, die kleinste Minkowskische Entfernung <1, sondern sogar das 
Produkt der n kleinsten Entfernungen, in n unabhängigen Richtungen 
genommen, fällt stets ^ 1 aus. Die Endlichkeit der Klassenanzahl der 
positiven quadratischen Formen von n Variablen mit gegebener Deter- 
minante ist unter anderm eine leichte Folge dieses allgemeinen Satzes. 

Wie oben ausgeführt wurde, hat Minkowski für das Minimum einer 
quadratischen Form F von n Variablen mit der Determinante 1 mittels 
seiner geometrischen Methode eine obere, nur von n abhängige Schranke 
aufgestellt. Das genaue Minimum, d. h. der kleinste von Null verschiedene 
Wert, den F für ganzzahlige Variablen erlangt, ist notwendig noch eine 
Funktion der Koeffizienten der Form F] lassen wir diese beliebig variieren, 
so jedoch, daß die Determinante beständig 1 bleibt, so können wir nach 
dem Maximum l'^ der Minima aller dieser Formen fragen; dasselbe wird 
eine nur von n abhängige Zahl sein, welche jene obere Schranke ebenfalls 
nicht übersteigen kann. Durch völlig andere Hilfsmittel, aber ebenfalls 
ausgehend von einer geometrischen Betrachtung, bei der nunmehr der 
Begriff des Strahlenkörpers an Stelle des konvexen Körpers die wesent- 
lichste Rolle spielt — Strahlenkörper ist ein Körper mit einem gewissen 
Punkte im Innern, der alle Strecken zwischen diesem Punkte und einem 
beliebigen Punkte des Körpers ganz enthält, so daß ein Strahlenkörper 
von einem gewissen Punkte aus diejenige Eigenschaft aufweist, welche bei 
einem konvexen Körper für jeden seiner Punkte erfüllt ist — gelangt 
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Minkowski für jenes Maximum Jc^ des Minimums der quadratischen Form F 
auch zu einer unteren Schranke. Ein überraschendes und für die Ge- 
nauigkeit der Minkowskischen Methode zeugendes Resultat ist es, daß 
diese untere Schranke und die früher gefundene obere Schranke asympto- 
tisch für n » <x> ineinander fließen, so daß Minkowski die Limesgleichung 

,. = 00 log n 
aussprechen konnte. 

Ch. Hermite, damals der Senior der französischen Mathematiker^ hatte 
von Anbeginn die zahlentheoretischen Arbeiten Minkowskis mit höchstem 
Interesse und lebhaftester Freude Terfolgt. Es ist rührend, wie rückhaltlos 
er die Vorzüge der Minkowskischen Methode gegenüber seinen eigenen 
Entwicklungen anerkennt, als Minkowski ihm die eben besprochenen 
Resultate mitteilt. ^^Au premier coup d'oeil j'ai reconnu'^, so schreibt 
Ch. Hermite in einem der an Minkowski gerichteten Briefe, ,,que yous 
avez ^t^ bien au delä de mes recherches en nous ouvrant dans le domaine 
arithm^tique des yoies toutes nouveUes.'' Und in einem zwei Jahre 
späteren Briefe vom November 1892 heißt es: „Je me sens rempli d'etonne- 
ment et de plaisir de van t vos principes et vos resultats, ils m'ouvrent comme 
un monde arithm^tique entiferement nouveau, oü les questions fondamentales 
de notre science sont traitees avec un eclatant succes auquel tous les geo- 
m^tres rendront hommage. Vous voulez bien, Monsieur, — et je vous en 
suis sinc^rement reconnaissant — rapporter ä mes anciennes recherches 
le point de depart de vos beaux travaux, mais vous les avez tant d^passees 
qu'elles ne gardent plus d'autre merite que d'avoir ouvert la voie dans 
laquelle vous etes entre." 

Hiemach nimmt es nicht Wunder, daß Hermites Begeisterung für die 
zahlentheoretischen Methoden Minkowskis keine Grenzen kannte, als die 
erste Lieferung seiner Geometrie der Zahlen 1896 erschien. „Je crois 
voir la terre promise", so schreibt Hermite an Laugel, von dem er sich 
eine Übersetzung des Minkowskischen Buches zu seinem persönlichen 
Gebrauch anfertigen ließ. Und in der Tat, welche Fülle der verschieden- 
artigsten und tiefliegendsten arithmetischen Wahrheiten werden in diesem 
Hauptwerke Minkowskis durch das geometrische Band gehalten und ver- 
knüpft! Die Theorie der Einheiten in den algebraischen Zahlkörpem^ 
Sätze über die Ordnung einer endlichen Gruppe von homogenen linearen 
ganzzahligen Substitutionen und über die Zahl der Transformationen einer 
positiven quadratischen Form in sich, der Beweis für die Endlichkeit der 
E^lassenanzahl von positiven quadratischen Formen mit gegebener Deter- 
minante, die Annäherung an beliebig viele reelle Größen durch rationale 
Zahlen mit den gleichen Nennern, die Theorie der Linearformen mit 
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ganzen komplexen Koeffizienten, Sätze über Minima von Potenzsummen 
linearer Formen^ die Theorie der Kettenbrüche usw. bilden^ von den schon 
vorhin aufgeführten Gegenständen abgesehen^ die Themata des Minkowski- 
sehen Baches über die Geometrie der Zahlen. 

Minkowski legte besonderen Wert auf die Darstellung, die er in seinem 
Buche der Theorie der gewöhnlichen Eettenbrüohe hat zuteil werden 
lassen; er war der Meinung, daß durch seine geometrische Yeranschau- 
lichung erst das wahre Wesen des Eettenbruches enthüllt werde. In einer 
späteren Arbeit*) gelangt er, ebenfalls geleitet durch ein geometrisches 
Verfahren, welches in der sukzessiven Konstruktion von Parallelogrammen 
besteht, zu einer neuen Art von Kettenbruchentwicklung für eine beliebige 
reelle Zahl a. Diese Minkowskische Kettenbruchentwicklung ist so be- 
schaffen, daß die dabei auftretenden Näherungsbrüche - auch ohne Ver- 
mittlung des Kettenbruches direkt durch die Ungleichung 



X 
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charakterisiert werden können; sie stellt demnach das bis dahin vermißte 
Analogen in der Größentheorie dar zu der in der Funktionentheorie üblichen 
Kettenbruchentwicklung, bei der ja ebenfalls die sämtlichen Näherungs- 
brüche, die der Kettenbruch einer Potenzreihe liefert, auch ohne den 
Kettenbruch unmittelbar definierbar sind. 

Die Schlußlieferung von Minkowskis Geometrie der Zahlen ist nicht 
mehr erschienen, doch hat Minkowski den Stoff, den er für diese Lieferung 
plante, im wesentlichen in seinen späteren Abhandlungen zur Darstellung 
gebracht**). 

Wenn wir uns diesen zuwenden, so haben wir vor allem eines Pro- 
blems zu gedenken, dem Minkowski schon &üh sein lebhaftes Interesse 
schenkte und auf welches er dann die in der ersten Lieferung seines 
Buches entwickelten Methoden mit sehr bemerkenswertem Erfolge an- 
wandte***). Nach Lagrange fällt bekanntlich die Entwicklung einer reellen 
Zahl in einen Kettenbruch immer dann und nur dann periodisch aus^ 
wenn die Zahl Wurzel einer quadratischen Gleichung mit rationalen 
Koeffizienten ist. Insofern dieser Satz ein notwendiges und hinreichendes 



*) Ueber die Annäherung an eine reelle Größe durch rationale Zahlen. Mathema- 
ÜBche Annalen, Bd. 64 (1901), S. 91—124. Diese Ges. Abhandlungen, B. I, S, 820—862. 

••) Die posthum veröffentlichte „zweite Lieferung der Geometrie der Zahlen^^ 
(Leipzig 19 10) entspricht nicht der ursprünglich von Minkowski geplanten Schlußlief erung, 
sondern bringt vielmehr nur das fünfte Kapitel der ersten Lieferung zum Abschluß. 
♦**) Ein Kriterium für die algebraischen Zahlen. Nachrichten der K. Gesellschaft 
der Wissenschaften zu Göttingen, mathematisch-physikalische Klasse, 1899, S. 64 — 88. 
Diese Ges. Abhandlungen, Bd. I, S. 293—316. 
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Ejiterium für die quadratische Irrationalität enthält, lag es nahe, einen 
entsprechenden Satz für die algebraische Irrationalität beliebigen Grades n 
au&ustellen; doch waren alle bis dahin in dieser Richtung liegenden Ver- 
suche — ich erinnere an den Jacobischen Eettenbruchalgorithmus zur 
Entwicklung der kubischen Irrationalität, dessen Periodizität noch bis 
heute nicht festgestellt ist — yergeblich geblieben. Es gelang Minkowski 
zum ersten Male auf Grund sehr tiefliegender arithmetischer Sätze, zu 
deren Beweis seine geometrischen Methoden herangezogen werden, das ge- 
wünschte Kriterium für die algebraischen Zahlen beliebigen Grades n zu 
gewinnen. Der Minkowskische Algorithmus ist nicht ganz einfach; er 
besteht zunächst in einer Vorschrift, wie man aus der beliebig vorgelegten 
Zahl a in eindeutig bestimmter Weise eine Kette von gewissen linearen 
Substitutionen von n Variablen bestimmt und alsdann aus diesen gewisse 
lineare Formen ableitet: die Zahl a ist dann algebraisch vom Grade n, 
wenn die Kette niemals abbricht und zugleich alle jene unendlich vielen 
Formen aus einer endlichen Anzahl unter ihnen durch Multiplikation mit 
Faktoren entstehen. 

In einer weiteren Untersuchung über die periodische Approximation 
algebraischer Zahlen*) beantwortet dann Minkowski insbesondere die Frage 
nach denjenigen algebraischen Zahlen a, für welche jene Substitutionen 
periodischen Charakter aufweisen, denen also in diesem Sinne genau die 
von Lagrange für die quadratische Irrationalität entdeckte Eigenschaft 
zukommt. Minkowski fand, daß die verlangte Periodizität außer für die 
quadratische Irrationalität nur noch in fünf ganz bestimmten Fällen statt- 
findet: nämlich im Falle n = 3, a komplex; femer n =» 3, a reell, während 
die zu a konjugierten Zahlen komplex sind; im Falle n «= 4, wenn a nebst 
allen konjugierten Zahlen komplex ist, und endlich in je einem speziellen 
Fall bei w = 4 und w = 6. 

Hatte Minkowski das ganze von ihm erschlossene Gebiet Geometrie der 
Zahlen genannt, weil er zu den Methoden, aus denen seine arithmetischen 
Sätze fließen, durch räumliche Anschauung geführt worden war, so blieb er 
auch bei der weiteren Erforschung dieses Gebietes stets dem Bestreben 
treu, durch engen Anschluß an die geometrischen Vorstellungen und Bilder 
die Fruchtbarkeit seiner Methoden zu zeigen; er wird nicht müde, durch 
originelle Modifikationen seine ursprünglichen Überlegungen zu vertiefen, die 
gefundenen arithmetischen Sätze zu vervollkommnen imd neue zu ersinnen. 

So gelangt Minkowski**) zu einer gitterformigen Bedeckung der Ebene 

•) Ueber periodische Approximationen algebraischer Zahlen. Acta Mathematica, 
Bd. 26 (1902), S. 888— 861. Diese Ges. Abhandlungen, Bd. I, S. 867—871. 

•*) Ueber die Annäherung an eine reelle Größe durch rationale Zahlen. Mathe- 
matische Annalen, Bd. 64 (1901), S. 108 ff. Diese Ges. Abhandlungen, Bd. I, S. 836 ff. 
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mit Parallelogrammeiiy bei der die ganze Ebene yoUstandig und andererseits 
keine Partie der Ebene mehr als zweifach überdeckt wird; diese Tatsache 
führt ihn unmittelbar zu einem Satze von Tschebyscheif über nichthomogene 
lineare diophantische Ungleichungen und zwar in einer allgemeineren und 
vollkommeneren Form, als derselbe Ton Tschebyscheff aufgestellt worden war: 

Femer wirft Minkowski die Frage auf*), unendlich viele untereinander 
kongruente und parallel orientierte Körper derart anzuordnen, daß sie, 
ohne einander zu durchdringen, sich so dicht als überhaupt möglich zu- 
sammenschließen, während ihre Schwerpunkte ein parallelepipedisches 
Punktsystem bilden. Wählt man für die Körper Kugeln, so zeigt sich 
dann, daß im Räume von drei Dimensionen zwar die bekannte tetraedrale 
Anordnung von Kugeln die dichteste ist, daß aber in Räumen von höheren 
Dimensionen die dieser entsprechende tetraedrale Anordnung keineswegs 
die dichteste Kugellagerung liefert. Das Problem der dichtesten Lagerung 
von Kugeln im 7^-dimensionalen Raum läuft auf die Bestimmung des 
Maximums k„ hinaus und hängt zusammen mit der Frage nach der Re- 
duktion der positiven quadratischen Formen; diesem Problem wendet sich 
Minkowski in seiner zahlentheoretischen Abhandlung über den Diskon- 
tinuitätsbereich für arithmetische Äquivalenz^ noch einmal zu, es in voll- 
endeter Form lösend, gleichsam als offensichtliches Wahrzeichen für die 
Leichtigkeit und Überlegenheit seiner gegenwärtigen mehr geometrischen 
Methoden im Vergleich zu dem Standpunkt seiner Jugendarbeiten. 

Die Beweise der allgemeinen Sätze: der reduzierte Raum für die 
positiven quadratischen Formen von n Variablen ist eine konvexe Pyramide 
mit der Spitze im NuUpunkt, die von einer endlichen Anzahl durch diesen 
Punkt laufender Ebenen begrenzt wird; und: im Gebiet der positiv -defi- 
niten Formen grenzt der reduzierte Raum nur an eine endliche Anzahl 
von äquivalenten Räumen an; femer die Berechnung des Volumens des 
reduzierten Raumes für alle Formen, deren Determinante eine gegebene 
Grenze nicht übersteigt, sowie die Anwendung hiervon auf die Bestimmung 
des asymptotischen Wertes der Klassenanzahl positiver quadratischer 
Formen sind die Glanzpunkte dieser letzten und inhaltreichsten zahlen- 
theoretischen Abhandlung Minkowskis. 

Von der Bedeutung der Zahlentheorie, wie sie in den Werken ihrer 
Heroen Fermat, Euler, Lagrange, Legendre, Gauß, Hermite, Dirichlet, 
Kummer, Jacobi und in deren begeisterten Aussprüchen sich wider- 

*) Dichtetite gitterfönuige Lagerung kongruenter Körper. Nachrichten der K. Gresell- 
schaft der WissenBchaften zu Göttingen, mathematisch - physikalische Klasse, 1904, 
S. 311—855. Diese Ges. Abhandlungen, Bd. II, S. 3—42. 

**) Diskontinuitätsbereich für arithmetische Äquivalenz. Grelles Journal, Bd. 12<.^ 
(1905), S. 220—274. Diese Ges. Abhandlungen, Bd. U, S. 53—100. 

Minkowski, Gesammelte AbbancUangen. I. b 
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spiegelt, war Minkowski aufs tiefste durchdrangen; ihre Beize empfand 
er jederzeit aufs lebhafteste: war doch, was man an der Zahlentheorie 
rühmt, die Einfachheit ihrer Ghimdlagen, die Genauigkeit ihrer Begriffe 
und die Reinheit ihrer Wahrheiten ganz und gar zu seinem Wesen passend 
und seiner innersten Neigung am meisten zusagend« Wenn es zutrifft, 
daß nur ein enger Kreis von Mathematikern der Pflege der Zahlentheorie 
sich hingibt und so yiele „Ton den eigenartigen, durch die Zahlentheorie 
ausgelösten Stimmungen kaum einen Hauch verspüren^': den Grund hierfür 
erblickt er darin, daß die Schöpfungen eines Grauß und der andern Großen 
zu erhaben sind« Und um in dieser gewaltigen Musik, wie er die Zahlen- 
theorie nennt, für diejenigen, die nicht nur erbaut, sondern auch ergötzt 
sein wollen, die einschmeichelnden Melodien herauszuheben und so zu 
ihrem Genüsse mehr anzulocken, dazu veröffentlichte er die Vorlesung, 
die er Winter 1903/04 in Göttingen gehalten hat, und in welcher er in 
leicht faßlicher Weise ohne die Voraussetzung besonderer Vorkenntnisse 
die wichtigsten Grundsatze der Geometrie der Zahlen und die einfachsten 
Anwendungen auf die Theorie der quadratischen Formen, auf die Zahl- 
körper und vor allem auf die Annäherung reeller und komplexer Größen 
durch rationale Zahlen auseinandersetzt. Das so entstandene Buch „2)io- 
phatUische Approximationen'^*) kann Torzüglich zur Einfuhrung in die Ton 
Minkowski geschaffenen Methoden dienen. 

Minkowski ist es zu danken, daß nach Hermites Tode die Führerrolle in 
der Zahlentheorie wieder in deutsche Hände zurückfiel und, wenn man über- 
haupt bei einer solchen Wissenschaft, wie es die Arithmetik ist^ die Beteiligung 
der Nationen an den Fortschritten und Errungenschaften abwägen will: 
wesentlich durch Minkowskis Wirken ist es gekommen, daß heute im Reiche der 
Zahlen die bedingungslose und unbestrittene deutsche Vorherrschaft statthat. 

Die Überzeugung von der tiefen Bedeutung des Begriffes eines kon- 
vexen Körpers, dessen Verwendung in der Zahlentheorie so erfolgreich 
gewesen war, hatte sich bei Minkowski immer mehr befestigt, und dieser 
Begriff bildet denn auch das Bindeglied zwischen denjenigen Arbeiten 
Minkowskis, die wesentlich zahlentheoretische Ziele im Auge haben, und 
seinen rein geometrischen Untersuchungen. 

Das ursprüngliche Ziel, das Minkowski bei seinen rein geometrischen 
Untersuchungen im Auge hatte, war, die Begriffe Länge und Oberfläche 
mittels des Begriffes Volumen, „dieses elementarsten Begriffes der Analysis 
des Unendlichen", zu erfassen**). In der Tat gelingt ihm diese Reduktion 

•) DiophantiBclie Approximationen. Eine Einführung in die Zahlentheorie. 

Leipzig 1907. 

•^ Volumen und Oberflache. Mathematiache Annslen, Bd. 67 (1903), S. 447—495. 

Diese Ges. Abhandlungen, Bd. H, S. 280—276. 



Gredächtnisrede auf H. Minkowski. XIX 

dnrch ein einfaches Grenzverfahren. Ist etwa eine Kurve im Räume ge- 
gebeiiy so denkt sich Minkowski um jeden ihrer Punkte eine Eugel mit 
dem Radius r abgegrenzt. Das Volumen des so insgesamt in der Um- 
gebung der Kurve abgegrenzten Bereiches nach Division durch den Inhalt 
des Kreises vom Radius r strebt in der Grenze für verschwindende Werte 
von r im allgemeinen einer Größe zu^ die nimmehr als die Länge der 
Kurve eingeführt wird. Ähulich kann der Begri£P des Inhaltes einer 
Fläche eingeführt werden^ und insbesondere die so entstehende Definition 
der Oberfläche ist es, durch die Minkowski zu einer wichtigen Verall- 
gemeinerung des Begri£Pes der Oberfläche gelangt, indem er nämlich an 
SteUe von Kugeln beliebige einander ähnliche und ähnlich gelegene konvexe 
Körper verwendet — genau im Sinne der vorhin bei Besprechung der 
zahlentheoretischen Abhandlungen geschilderten Minkowskischen Geometrie. 
Durch den Ausbau des Gedankens, die Kugel durch einen beliebigen 
Eichkörper zu ersetzen, gelangt Minkowski zu demjenigen Begriffe, der 
das Fundament seiner ganzen Theorie bildet, zu dem Begriffe des ge- 
miscfiten Volumens von irgend drei konvexen Körpern. Das gemischte 
Volumen von drei konvexen Körpern K^j K^, K^ ist eine ganz bestimmte 
eindeutig aus denselben durch ein dreifaches Integral darzustellende Zahl V^^y 
die in das gewöhnUche Volumen eines Körpers übergeht, wenn man jene 
drei Körper miteinander identifiziert, die in die gewöhnliche Oberfläche 
eines Körpers übergeht, wenn man zwei von jenen drei Körpern mitein- 
ander identifiziert und den dritten gleich der Kugel mit dem Radius 1 
nimmt und die endlich mit der totalen mittleren Krümmung der Ober- 
fläche eines Körpers übereinstimmt, wenn man für zwei von jenen drei 
Körpern die Kugel mit dem Radius 1 wählt. So erscheint der Begriff 
des gemischten Volumens als der einfachste übergeordnete Begriff, der die 
Begriffe Volumen, Oberfläche, totale mittlere Krümmung als SpezialföUe 
enthält, und diese letzteren Begriffe sind damit in viel engeren Zusammen- 
hang miteinander gebracht; steht doch deshalb auch von vornherein zu 
erwarten, daß wir auf diesem Standpimkte über das Verhältnis zwischen 
jenen Begriffen einen weit tieferen und allgemeineren Aufschluß erhalten, 
als bisher möglich war. Das Hauptergebnis, welches in dieser Hinsicht 
die Minkowskische Theorie liefert, gipfelt in der Ungleichung 

^128 ^ M12» M88? 

einer Ungleichung, die lediglich quadratischen Charakter trägt) während 
beispielsweise der bekannte Satz, daß die Kugel unter allen Körpern 
gleicher Oberfläche das größte Volumen besitzt, für Volumen V und Ober- 
fläche eines beliebigen Körpers durch die kubische Ungleichung 

b* 
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ausgedrückt wird. Diese kubische üngleichang aber und somit ins- 
besondere jener Satz über das Maximum des Eugelyolumens erscheint bei 
Minkowski als spezieller Ausfluß der genannten inhaltreicheren und ein- 
facheren quadratischen Ungleichung; zugleich treten neben jenen Satz vom 
Maximum des Kugelvolumens eine ganze Reihe gleich wichtiger Sätze 
über die Kugel. Über das gemischte Volumen stellt Minkowski den all- 
gemeinen Satz auf, daß, wenn man aus drei Körpern vom Volumen 1 das 
gemischte Volumen bildet, dieses stets ^ 1 ist und nur dann gleich 1 
wird^ wenn die drei Körper miteinander identisch sind oder durch Trans- 
lation miteinander zur Deckung gebracht werden können — ein Satz, der 
ebenfalls die in Rede stehende Maximaleigenschaft der Kugel als spezielle 
Folge mit enthält 

Zur analytischen Durchführung dieser Gedanken bedient sich Min- 
kowski im wesentlichen der Methode der Ebenenkoordinaten. Die letzteren 
eracheinen in der Tat als das naturgemäße Hilfsmittel zur Darstellung der 
Minkowskischen Theorie; ist doch das Mischvolumen nichts Anderes als 
eine zweimalige Bildung der ersten Variation des gewöhnlichen Volumens, 
f:Uls man dieses durch Ebenenkoordinaten ausdrückt. 

Des weiteren beschäftigt sich Minkowski mit dem einfachen und 
elementaren Begri£Pe des konvexen Polyeders und weiß diesem vielbehan- 
delten Gegenstande neue und fruchtbare Seiten abzugewinnen. Sein grund- 
legender Satz sagt aus, daß ein konvexes Polyeder stets durch die Rich- 
tungen der Normalen und die Inhalte seiner Seitenflächen bis auf eine 
Translation eindeutig bestimmt wird. Aus diesem Satze leitet Minkowski 
durch Grenzübergang das merkwürdige Theorem ab, wonach es immer 
eine und nur eine geschlossene konvexe Fläche gibt, für die die Gaußsche 
Krümmung als stetige Funktion der Richtungskosinusse ihrer Normalen 
vorgeschrieben ist. Indem hierbei Minkowski die Krümmung — unmittelbar 
an die ursprüngliche Betrachtungsweise von Gauß anschließend — durch 
eine Integralforderung definiert, vermeidet er es, die Existenz der zweiten 
Ableitungen der die Fläche definierenden Funktion vorauszusetzen, und 
erreicht eben dadurch jene größtmögliche Einfachheit und Allgemeinheit 
in der Fassung und Entwicklung des Theorems. 

Das Minkowskische Problem der Bestimmung der geschlossenen kon- 
vexen Flächen mit vorgeschriebener Gaußscher Krümmung ist wesentlich 
identisch mit dem Problem der Integration einer gewissen partidl^i Diffe- 
rentialgleichung vom Mofigc-Ampereschen TypuS] so kommt es, daß die 
ursprünglich rein geometrische, auf dem Begriff' des konvexen Körpers 
beruhende Methode Minkowskis zugleich für die Theorie der Integration 
gewisser nichtlinearer paiiieller Diff'erentialgleichimgen bis dahin unbe- 
kannte Fragestellungen und aussicli tsreiche Angriffspunkte liefert. 



Ged&chtniBrede auf H. MinkowskL XXI 

Endlich werde noch eines kleinen Vortrages*) von Minkowski Er- 
wähnung getan, den er vor seiner Übersiedelung nach Göttingen in der 
hiesigen mathematischen Gesellschaft gehalten hat und der bisher nur in 
einer russischen Übersetzung publiziert worden ist; derselbe enthält einen 
Satz von elementarem Charakter, wonach die Körper, deren Breite kon- 
stant d. h. in jeder Richtung genommen die nämliche ist, und andererseits 
die Körper konstanten Umfanges miteinander identisch sind; dabei ist 
unter Umfang der Umfang des Querschnittes des in irgendeiner Richtung 
dem Körper umschriebenen Zylinders zu verstehen. 

Sein Interesse für die physikalische Wissenschaft hat Minkowski 
frühzeitig bekundet. Schon in den ersten Jahren seiner Privatdozenten- 
zeit in Bonn beschäftigte er sich mit theoretischen Untersuchungen über 
Hydrodynamik. Helmholtz legte 1888 in der Akademie der Wissenschaften 
zu Berlin eine Arbeit**) von Minkowski über das Problem der kräftefreien 
Bewegung eines beliebigen starren Körpers in einer reibungslosen inkom- 
pressiblen Flüssigkeit vor. Um die Bewegung des Körpers vöUig zu kenn- 
zeichnen, ist die Bestimmung von sechs unbekannten Funktionen der Zeit 
erforderlich. Das wichtigste Resultat von Minkowski besteht nun in der 
Reduktion des ursprünglich durch das Hamiltonsche Prinzip gelieferten 
Yariationsproblems auf ein Variationsproblem, welches nur zwei unbekannte 
Funktionen der Zeit enthält. 

Die Ferienzeiten während der Bonner Jahre verlebte Minkowski in 
der Regel in Königsberg, dem Wohnorte seiner Familie, wo er dann mit 
Hurwitz und mir fast täglich zusammenkam, meist auf Spazier^ngen in 
der Königsberger Umgebung. Einmal, Weihnachten 1890, blieb Minkowski 
in Bonn; auf mein Zureden nach Königsberg zu kommen, stellte er sich 
in einem launigen Briefe als einen physikalisch völlig Durchseuchten hin, 
der erst eine zehntägige Quarantäne durchmachen müßte, ehe Hurwitz 
und ich ihn in Königsberg als mathematisch rein zu unseren Spaziergängen 
zulassen würden. „Ich habe mich'', so fährt Minkowski in seinem Briefe 
fort, „ganz der Magie, woUte sagen der Physik ergeben. Ich habe meine 
praktischen Übungen im physikalischen Institut, zu Hause studiere ich 
Thomson, Helmholtz und Konsorten; ja von Ende nächster Woche an 
arbeite ich sogar an einigen Tagen der Woche in blauem Kittel in einem 
Institut zur Herstellung physikalischer Instrumente, also ein Praktikus 
schändlichster Sorte." Von Heinrich Hertz in Bonn fühlte sich Minkowski 

*) Ueber die Körper konstanter Breite. Moskau, Mathematische Sammlung 
(Matematiieskij Sbomik), Bd. 25 (1906), S. 506—608. Diese Ges. Abhandlungen, Bd. II, 
S. 277—279. 

**) Ueber die Bewegung eines festen Körpers in einer Flüssigkeit. Sitzungsberichte 
der Berliner Akademie, 1888, S. 1095—1110. Diese Ges. Abhandlungen, Bd.II, S. 288— 207. 



XXn Gedächtnisrede auf H. Minkowski. 

stark angezogen; er äußerte, daß er^ wenn Hertz am Leben geblieben 
wäre, sich schon damals mehr der Physik zugewandt hätte. 

August 1892 war Minkowski zum außerordentlichen Professor in der 
philosophischen Fakultät zu Bonn ernannt worden. April 1894 ermög- 
lichte auf Minkowskis und meinen dringenden Wunsch der damalige 
Ministerialrat Althoff, der Scharfblickende, in dem Minkowski sehr früh- 
zeitig einen Gönner und Bewunderer gefunden hatte, die Versetzung Min- 
kowskis nach Königsberg, und ein Jahr später wurde Minkowski dann 
in Königsberg mein Nachfolger im dortigen Ordinariat für Mathematik. 
Aus diesem Amte schied er Oktober 1896, um einem Rufe als Professor 
für Mathematik an das Eidgenössische Polytechnikum in Zürich zu 
folgen. Dort verheiratete er sich im Jahre 1897 mit Auguste Adler aus 
Straßburg i. E. In Zürich blieb er bis zum Herbst 1902. Da war es 
wiederum Althoff, der Minkowski auf den für seine Wirksamkeit ange- 
messensten Boden verpflanzte; mit einer Kühnheit, wie sie vielleicht 
in der Geschichte der Verwaltung der Preußischen Universitäten beispiellos 
dasteht, schuf Althoff aus nichts hier in Göttingen eine neue ordentliche 
Professur, und dieser Tat Althoffs danken wir es, daß seit Herbst 1902 
Minkowski der unsrige gewesen ist. Bereits Oktober 1901 hatte ihn unsere 
Gesellschaft zu ihrem korrespondierenden Mitgliede in der mathematisch- 
physikalischen Klasse gewählt. 

Als Frucht der vielseitigen theoretisch -physikalischen Studien, die 
Minkowski auch in Zürich betrieben hatte und in Göttingen fortsetzte, ist 
der Enzyklopädieartikel über Kapillarität*) anzusehen, in welchem er in 
wahrhaft musterhafter Weise in aller Kürze, dem beschränkten Raum ent- 
sprechend, die sämtlichen theoretischen Gesichtspunkte dieses Kapitels der 
Physik auseinandersetzt imd die schwierigen mathematischen Grundlagen, 
insbesondere soweit sie die Variationsrechnung betreffen, in origineller, 
zum Teil ganz neuer Form entwickelt. 

Aber am nachhaltigsten fesselten Minkowski die modernen elektro- 
dynamischen Theorien, die er mehrere Semester hindurch mit mir ge- 
meinsam betrieb, insbesondere in Vorträgen, zu denen das von ihm und 
mir geleitete Seminar Anlaß bot. Die letzten Schöpfungen Minkowskis 
entsprangen diesen Studien, denen er mit großem Eifer oblag; hatte er 
doch für die nächsten Semester Vorlesungen und Seminar über Elektronen- 
theorie geplant. 

H. A. Lorentz hat zuerst erkannt, daß die Grundgleichungen der Elektro- 
dynamik für den reinen Äther die Eigenschaft der Invarianz gegenüber 
denjenigen gleichzeitigen Transformationen der Raumkoordinaten x,y,e und 

*) Enzyklopädie der mathematischen Wissenschaften, Bd. Vi, Heft 4, S. 568 — 613. 
Diese G^s. Abhandlungen, Bd. II, S. 298—351. 
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des Zeitparameters t besitzen, die — faUs man die Lichtgeschwindigkeit 
gleich 1 nimmt — den Ausdruck x^ + y*+ e*— t* in sich überführen. Im 
Zusammenhang mit dieser rein mathematischen Tatsache und in der Absicht, 
davon Rechenschaft zu geben, daß eine relative Bewegung der Erde gegen 
den Lichtäther nicht wahrgenommen wird, war jener scharfsinnige Forscher 
in kühnem Gedankenfluge zu der Einsicht gelangt, daß der Begriff des starren 
Körpers in dem bisherigen Sinne nicht aufrecht zu erhalten sei, sondern in 
der Weise modifiziert werden müsse, daß Elektrizität und Materie, sofern 
sie eine Bewegung von der Geschwindigkeit t; besitzen, in Richtung dieser 
Bewegung eine Verkürzung ihrer Ausdehnung erfahren und zwar im Ver- 
hältnis 1 : y'l — v^. Daß eine weitere Konsequenz dieser Idee eine neu- 
artige Auffassung des Zeitbegriffes ist, und insbesondere alle den Lorentz- 
Transformationen entsprechenden Bezugsysteme zur Einführung eines Zeit- 
parameters gleichberechtigt sind, dies erkannt zu haben, ist das Verdienst 
des Physikers Einstein. 

Die Ideenbildungen von Lorentz und Einstein, die man unter dem 
Namen des Relativitätsprinzipes zusammenfaßt, waren es, die Minkowski 
die Anregung zu seinen wichtigen und auch in weiteren Kreisen bekannt 
gewordenen elektrodynamischen Untersudiungen gaben. Minkowski*) legte 
sofort jener mathematischen Tatsache der Invarianz der elektrodynamischen 
Grundgleichungen gegenüber den Lorentz-Transformationen die allgemeinste 
und weitgehendste Bedeutung bei, indem er diese Invarianz als eine Eigen- 
schaft auffaßte, die überhaupt allen Naturgesetzen zukomme, ja daß sie 
nichts Anderes als eine schon in den Begriffen Raum und Zeit selbst ent- 
haltene und diese beiden Begriffe gegenseitig verkettende und miteinander 
verschmelzende Eigenschaft sei. Auch dem Nicht-Naturforscher ist die 
Tatsache geläufig, daß die Naturgesetze von der Orientierung im Räume 
sowie von der Zeit unabhängig sind, und femer lehrt die gewöhnliche 
Mechanik, daß, wenn ein System sich bewegt, stets auch diejenige Be- 
wegung statthaben kann, bei welcher die Geschwindigkeitsvektoren sämt- 
licher materieller Punkte je um einen konstanten Vektor vermehrt sind: 
darüber hinaus behauptet nim nach Minkowski das Relativitätsprinzip — 
oder, wie es Minkowski später nennt, das WeHtposttdat — , daß die Natur- 
gesetze in einem noch viel höheren Sinne von Raum und Zeit unabhängig, 
nämlich invariant gegenüber allen Lorentz-Transformationen sind. Indem 
nun durch die Lorentz-Transformationen gewisse Abänderungen des Zeit- 
parameters zugelassen werden, die nicht bloß auf eine veränderte Wahl 
des Zeitanfanges hinauslaufen, fällt konsequenterweise überhaupt der Be- 

^ Die Grandgleichungen für die elektromagnetischenVorgänge in bewegten Körpern. 
Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen, mathematisch-physi- 
kalische Klasse, 1908, S. 53—111. Diese Ges. Abhandlungen, Bd. II, S. 852—404. 
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griff der Gleichzeitigkeit zweier Ereignisse als an sich existierend. Nur 
weil wir gewohnt sind, ein bestimmtes Bezugsystem für Raum und Zeit 
stark approximativ eindeutig zu wählen, halten wir den Begriff der Gleich- 
zeitigkeit für einen absoluten — ungefähr wie Wesen, gebannt an eine 
enge Umgebung eines Punktes auf einer Kugeloberfläche, darauf verfallen 
könnten, die Eugel sei ein geometrisches Gebilde, an welchem ein Durch- 
messer an sich ausgezeichnet ist. Tatsächlich ist die Sachlage die, daß 
stets zwei Ereignisse, die an zwei Orten zu zwei verschiedenen Zeiten 
stattfinden, als gleichzeitig aufgefaßt werden können, sobald die Zeit- 
differenz kleiner als die Entfernung beider Orte, d. h. diejenige Zeit 
ausfallt, die das Licht braucht, um von dem einen Orte zu dem andern 
zu gelangen. Ahnlich verhält es sich mit drei Ereignissen zu drei ver- 
schiedenen Zeiten, die ebenfalls als gleichzeitig stattfindend aufgefaßt 
werden können, sobald gewisse Ungleichheiten zwischen den Raum- und 
Zeitparametern erfüllt sind. Erst durch vier Ereignisse ist im allgemeinen 
das Bezugsystem von Raum und Zeit eindeutig festgelegt. — 9; Von Stund 
an sollen Raum für sich imd Zeit für sich völlig zu Schatten herabsinken, 
und nur noch eine Art Union der beiden soll Selbständigkeit bewahren.'' 
So bekannte sich Minkowski eingangs des eindrucksvollen Vortrages*), den 
er auf der vorjährigen Naturforscher Versammlung zu Köln vor einer zahl- 
reichen, ihm mit größter Aufmerksamkeit folgenden Zuhörerschaft, be- 
stehend aus Mathematikern, Physikern und Philosophen, gehalten hat. 

Um die in Rede stehende Invarianz der Naturgesetze richtig zu ver- 
stehen, ersetze man sowohl die Raum- und Zeitparameter x, yyZ,tj wie 
auch diejenigen Größen, die in den die Naturgesetze ausdrückenden Glei- 
chungen als Funktionen von Xy y, z, t auftreten, durch die entsprechend 
linear transformierten Größen: dann müssen die erhaltenen Gleichungen 
die nämliche Form für die neuen Größen in den neuen Veränderlichen 
aufweisen. Beispielsweise sind im FaUe der elektrodynamischen Grund- 
gleichungen die mit der Dichte multiplizierten Geschwindigkeitskompo- 
nenten Uy Vy w zusammen mit der Dichte q als vier Größen anzusehen, die 
in gleicher Weise mit den Variablen Xy y, jer, t transformiert werden; die 
Vektorenpaare dagegen, der elektrische und der magnetische Vektor eiuer- 
seits und die elektrische und magnetische Erregung andererseits, sind als 
je sechs (Trr>ßen anzusehen, die wie die sechs zweireihigen Determinanten 
einer Matrix zweier Raumzeitpunkte, d. h. etwa wie die Plückerschen 
Linienkoordinaten sich transformieren. Da demnach bei diesen Trans- 
formationen eine Vermischung von Geschwindigkeiten und Dichte und 

♦) Raum und Zeit. Physikalische Zeitschrift, 10. Jahrgang, Nr. a (1909), S. 104—111 ; 
Jahresberichte der Dentschen Mathematiker- Vereinigimg, Bd. 18 (1909), S. 75—88. Diese 
Ges. Abhandlungen, Bd. II, S. 431—444. 
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ebenso von elektrischen und magnetischen Vektoren stattfindet^ so ist 
absolut genommen eine Festlegung von Geschwindigkeit und Dichte der 
Substanz, sowie der elektrischen und magnetischen Vektoren nicht möglich; 
diese Begriffe hängen yielmehr ebenfalls wesentlich von der Wahl des Be- 
zoffsystems für x, y. e. t ab. 

Minkowski wit nun d« eben gekennzeichnete und Ton ihm mathe- 
matisch präzisierte Weltpostulat — und darin erblicke ich seine bedeut- 
samste positive Leistung auf diesem Oebiete — dazu an, um die elektro- 
dynamischen Grundgleichungen für bewegte Materie, deren definitive Form 
unter den Physikern außerordentlich strittig war, herzuleiten. Dazu sind 
nur drei sehr einfache Grundannahmen nötig: nämlich 

1) die Annahme, daß die Geschwindigkeit der Materie stets und an 
allen Orten kleiner als 1 d. h. als die Lichtgeschwindigkeit ist; 

2) das Axiom, daß, wenn an einer einzelnen Stelle die Materie in 
einem Momente ruht — die Umgebung mag in irgendwelcher Bewegung 
begriffen sein — dann für jenen „Raumzeitpunkt^ zwischen den magne- 
tischen und elektrischen Vektoren und deren Ableitungen nach a;, y, e, t 
genau die nämlichen Beziehungen statthaben, die zu gelten hätten, falls 
alle Materie ruhte; 

3) die Annahme der von niemand bestrittenen elektrodynamischen 
Grundgleichungen für ruhende Materie. 

Die elektrodynamischen Grundgleichungen, die Minkowski auf diesem 
Wege erhält'*'), lassen, was Durchsichtigkeit und Einheitlichkeit betrifft, 
nichts zu wünschen übrig; sie stimmen mit den bisherigen Beobachtungen 
überein, weichen indes in mannigfaltiger Weise von den bis dahin ge- 
brauchten, von Lorentz und Cohn aufgestellten Gleichungen ab, indem 
diese keineswegs das Weltpostulat genau erfüllen. Die Minkowskisdien 
dekirodynamischen Grundgleichungen sind eine notwendige Folgerung des 
Weltpostulates — sie sind von derselben Gewißheit wie dieses. 

Immer mehr und mehr befestigte sich Minkowski in der Überzeugung 
von der allgemeinen Gültigkeit und der eminenten Fruchtbarkeit und Trag- 
weite seines Weltpostulats und — die wunderbaren, vielverheißenden Ideen 
von M. Planck über die Dynamik bewegter Systeme bestärkten ihn darin — 
von der Notwendigkeit einer Reform der gesamten Physik nach Maßgabe 
dieses Postulats. 

Was die Mechanik betrifft, so gelangte Minkowski durch Einführung 



^ Mit der Ausarbeitung einer Ableitung dieser Gleichungen anf Grand der Vor- 
Btellungen der Elektronentheorie war Minkowski in den letzten Wochen seines Lebens 
beschäftigt. Unter Benutzung der nachgelassenen Papiere ist eine solche Herleitung 
in Minkowskis Sinne von Herrn M. Born (Mathematische Annalen, Bd. 68 (1910), 
S. 626—661; diese Ges. Abhandlungen, Bd. U, S. 406—430) durchgeführt worden. 
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des Begriffs der Eigenzeit eines materiellen Punktes zu einem gewissen 
System modifizierter Newtonseher Bewegungsgleichungen ^ bestehend aus 
vier Gleichungen, von denen die drei ersten in die gewöhnlichen Newton- 
schen Gleichungen übergehen, wenn man die Lichtgeschwindigkeit c un- 
endlich werden läßt, während die vierte eine Folge der drei ersten ist 
und den Satz von der Erhaltung der Energie ausspricht. In dieser 
dem Weltpostulat gemäß reformierten Mechanik fallen die Disharmonien 
zwischen der Newtonschen Mechanik und der modernen Elektrodynamik 
von selbst weg. Aber die Minkowskische Untersuchung führt darüber 
hinaus zu der prinzipiell interessanten Tatsache, daß auf Grund des Welt- 
postulates die vollständigen Bewegungsgesetze allein aus dem Satz von 
der Erhaltung der Energie ableitbar sind. 

Ferner zeigte Minkowski, wie das Newtonsche Gravitationsgesetz zu 
modifizieren sei, damit es dem Weltpostulat genügt. Das Minkowskische 
Gravitationsgesetz verknüpft mit der Minkotvskischen Mechanik ist nicht 
weniger geeignet, die astronomischen Beobachtungen zu erklären als das 
Newtonsche Gravitationsgesetz verknüpft mit der Newtonschen Mechanik. 
Dabei bedeutet die Minkowskische Formulierung eine Fortpflanzung der 
Gravitation mit Lichtgeschwindigkeit — was imserer heutigen Anschau- 
ungsweise über Femwirkimg weit besser entspricht als die alte Newtonsche 
Momentanwirkung. 

Als Beleg dafür, wie die Minkowskische Betrachtungsweise, die sich 
stets in der vierdimensionalen Raum -Zeitmannigfaltigkeit x, y, z, t — 
Welt genannt — bewegt, erst imstande ist, die innere Einfachheit und 
den wahren Kern der Naturgesetze zu enthüllen, sei nur noch auf den 
wunderbar durchsichtigen, von Minkowski angegebenen Ausdruck für die 
so äußerst komplizierte ponderomotorische Wirkung zweier bewegter 
elektrischer Teilchen hingewiesen. 

Damit ist die Würdigung der hauptsächlichsten Ergebnisse der Publi- 
kationen Minkowskis beendigt; aber die wissenschaftliche Wirksamkeit 
seiner Person ist durch die zur Veröffentlichung gelangten Schriften 
keineswegs erschöpft. Nach welchen Richtungen weiterhin und in wel- 
chem Sinne sich diese Wirksamkeit Minkowskis vornehmlich erstreckte, 
bedarf noch einer kurzen Darlegung, da erst dann die volle Bedeutung 
Minkowskis für die Entwicklung der Mathematik der Gegenwart sich er- 
kennen läßt. 

Zunächst gedenke ich der Stellungnahme Minkowskis gegenüber der- 
jenigen mathematischen Disziplin, welche heute eine hervorragende Rolle 
in unserer Wissenschaft einnimmt und ihren gewaltigen Einfluß auf alle 
Gebiete der Mathematik ausströmt, nämlich der Mengentheorie. Diese 
von Georg Cantor zuerst in fruchtbarer Weise in Angriff genommene und 
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durch kühne Ideen zu gewaltiger Höhe gefQhrte Lehre wurde damals von 
dem im Gebiet der Zahlentheorie maßgebenden Mathematiker Eronecker 
aufs entschiedenste bekämpft. Obwohl Minkowski in Berlin bei Eronecker 
studiert hatte und sich dem mächtigen Einfluß^ den dieser in der Zahlen- 
theorie ausübte, willig hingab: die Vorurteile, von denen Kronecker be- 
fangen war, durchschaute er frühzeitig; er war der erste Mathematiker 
unserer Generation — und ich habe ihn darin nach Kräften unterstützt — , 
der die hohe Bedeutung der Cantorschen Theorie erkannte und zur Gel- 
tung zu bringen suchte. „Die spätere Geschichte", so führt Minkowski 
in einem in Königsberg gehaltenen Vortrag über das Aktual- unendliche 
in der Natur aus, „wird Cantor als einen der tiefsinnigsten Mathematiker 
dieser Zeit bezeichnen; es ist sehr zu bedauern, daß eine nicht auf sach- 
lichen Gründen allein beruhende Opposition, die von einem sehr auge- 
sehenen Mathematiker^' — gemeint ist eben Kronecker — „ausging, 
Cantor die Freude an seinen wissenschaftlichen Forschungen trüben 
konnte." Minkowski verehrte in Cantor den originellsten zeitgenössischen 
Mathematiker zu einer Zeit, als in damals maßgebenden mathematischen 
Kreisen der Name Cantor geradezu verpönt war und man in Cantors 
transfiniten Zahlen lediglich schädliche Hirngespinste erblickte. Min- 
kowski äußerte wohl, daß Cantors Name noch genannt werden würde, 
wenn man die heute — weil sie modisch sind — im Vordergrunde stehen- 
den Mathematiker längst vergessen hat. Der Umstand, daß ein Mann 
wie Minkowski, der das exakte Schließen in der Mathematik gewisser- 
maßen verkörperte und dessen Sinn für echte Zahlentheorie über allem 
Zweifel war, so urteilte, ist der Verbreitung der Cantorschen Theorie, 
„dieser ursprünglichen Schöpfung genialer Intuition und spezifischen ma- 
thematischen Denkens'*, wie sie mit Recht kürzlich ein jüngerer Mathe- 
matiker genannt hat^ sehr zustatten gekommen. 

Minkowski hat stets danach gestrebt, nicht nur über die Methoden 
der reinen Mathematik die Herrschaft zu erlangen, sondern auch den 
wesentlichen Inhalt aller derjenigen Wissensgebiete sich anzueignen, in 
denen die Mathematik als Hilfswissenschaft eine entscheidende RoUe zu 
spielen berufen ist. Wie tief er dann in solche Wissensgebiete, die 
seinem eigentlichen Arbeitsfelde fem lagen, eindrang und wie kritisch 
auch hier sein Blick war, zeigen die mannigfachen Vorträge, die er bei 
verschiedenen Anlässen, namentlich in unserer mathematischen Gesellschaft, 
gehalten hat, sowie seine Universitätsvorlesungen. Zumal in Göttingen 
hat Minkowski außer den üblichen Vorlesungen eine große Anzahl von 
SpezialVorlesungen über die verschiedensten Gegenstände gehalten, z. B. 
über Linien- und Kugelgeometrie, Analysis situs, automorphe Funktionen, 
Invarianten theorie, Wärmestrahlung und Wahrscheinlichkeitsrechnung. Diese 
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Vorlesungen waren stets klar durchdacht und fein geformt; ihr Ziel war, 
die Ergebnisse neuester Forschung kritisch zu sichten, auf die einfachste 
Form zu bringen und alsdann in Yerbindimg mit den alten Sätzen der 
Theorie einheitlich zur Darstellung zu bringen. Wie sehr es ihm dabei 
gelang, auch den schwerfälligeren Zuhörern die Wege zu ebnen und die 
reiferen ganz für sich zu gewinnen, beweist der steigende Zuspruch, 
dessen sich diese Vorlesungen in Göttingen erfreuten. Besonders verstand 
er es, in höheren Vorlesungen junge Mathematiker zu eigenen Forschungen 
anzuregen. Unter den Dissertationen, die seiner Anregung zu verdanken 
sind, seien nur die von L. Kollros, Uu algorithme pour Tapproximation 
simultanee de deux grandeurs (1905), und E. Swift, über die Form und 
Stabilität gewisser Flüssigkeitstropfen (1907), genannt, deren wertvolle 
Resultate in weiteren Fachkreisen bekannt geworden sind. 

Daß Minkowski auch Nichtfachleuten durch die Heranziehung treffen- 
der Gleichnisse und anschaulicher Bilder über schwierige mathematische 
Gegenstände vorzutragen und in ihnen eine Vorstellung von der Größe 
und Erhabenheit unserer Wissenschaft zu erwecken wußte, zeigt am 
besten die Rede, die er in der Festsitzung der Göttinger mathematischen 
Gesellschaft zur hundertjährigen Wiederkehr des Geburtstages von Di- 
richlet gehalten hat*). Die begeisterten und klaren Ausftthi-ungen, die 
dort Minkowski über den Charakter der Zahlentheorie, ihre Bedeutung 
und ihre Stellung zu anderen Disziplinen machte, beruhen auf einer tiefen 
Erfassung des Wesens der Zahlen theorie und sind das Beste, was je über 
diese wunderbarste Schöpfung menschlichen Geistes gesagt worden ist. 
Hierfür sei das Zeugnis desjenigen Mathematikers angerufen, der als 
Schüler von Dirichlet ein kompetentes Urteil hat, und den wir heute im 
In- und Auslande als den Senior der Mathematiker, als den einzigen 
lebenden Heros aus der größten Epoche der Zahlentheorie verehren dürfen. 
„Ich habe Ihren Vortrag*^, so schrieb Richard Dedekind an Minkowski, 
„mit größtem Genuß fünfmal und noch viel öfter durchgelesen und bin 
besonders von der großen historischen Auffassung ergriffen, mit der Ihr 
Vortrag die tiefsten Gedanken unserer Wissenschaft deutlich erfaßt und 
in ihrer Entwicklung verfolgt". 

Trotz seiner milden Denkart war Minkowski im Grunde kritisch, er 
erkannte leicht die Schwächen einer Beweisführung oder einer Ideen- 
bildung und legte im allgemeinen auch an die Arbeiten anderer einen 
strengen Maßstab an. Er unterschied scharf zwischen oberflächlichen und 
soliden Mathematikern. Von einer guten mathematischen Arbeit ver- 

*) P. G. Lejeone Dirichlet und seine Bedeutung für die heutige Mathematik. 
Jahresbericht der Deutschen Mathematiker -Vereinigung, Bd. 14 (11)05), S. 140— 1G3. 
Diese Ges. Abhandlungen, Bd. IT, S. 447—461. 
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laugte er, daB in ihr eine klar gestellte nnd des Interesses werte Frage 
gelöst werde. 

So sehr er von echter Bescheidenheit war und mit seiner Person 
gern im Hintergründe blieb, war er doch von der innersten Überzeugung 
getragen^ daB vieles von dem, was er schuf; die Arbeiten anderer zeit- 
genössischer Autoren überleben und einst zur allgemeinen Anerkennung 
gelangen würde. Den von ihm gefundenen Satz von der Lösbarkeit 
linearer Ungleichungen mit der Determinante 1, seinen Beweis für die 
Existenz von Yerzweigungszahlen im Zahlkörper oder die Reduktion der 
kubischen Ungleichung, die die vorhin genannte Maximaleigenschaft der 
Kugel ausdrückt, auf eine quadratische Ungleichung stellte er wohl inner- 
lich selbst den besten Leistungen der mathematischen Klassiker auf dem 
Oebiet der Zahlentheorie und Geometrie gleichwertig an die Seite. 

Man müsse fleißig sein, das Leben sei ja so kurz, äuBerte er wohl. 
Und in der Tat, die Wissenschaft begleitete ihn überall, sie war ihm zu 
jeder Zeit interessant und ermüdete ihn an keinem Ort, sei es auf einem 
Ausflug, in der Sommerfrische oder in der Bildergalerie, in dem Eisen- 
bahncoupe oder auf dem Großstadtpflaster. 

Noch in den letzten Nächten, die er zu Hause zubrachte, beschäftigte 
ihn die Formung der Worte in seinem Kölner Vortrage, und er über- 
legte, welche Wendung dem naiven Sprachgefühl besser entspräche. Das 
war charakteristisch für ihn: er strebte zuerst nach Einfachheit und 
Klarheit des Gedankens — Dirichlet und Hermite waren darin seine Vor- 
bilder — , dann bemühte er sich, dem Gedanken auch eine vollkommene 
Darstellung zu geben. Er war von großer Genauigkeit und einer ins 
kleinste Detail gehenden Eigenheit, was die Wahl der Bezeichnungen und 
der Buchstaben betraf, eine Genauigkeit, die — freilich wie bei Min- 
kowski gepaart mit einem aufs Große gerichteten Blick — dem rechten 
Forscher stets eigen ist, und die wir heute bedauerlicherweise seltener 
werden sehen. Auch sonst, wenn er im kleineren Kreise über einen 
wissenschaftlichen Gegenstand sprach, legte er auf die Form und den 
Ausdruck Wert, und besonders in unserer mathematischen Gesellschaft 
verfehlte er selten, seinem Vortrage einige wohl überlegte, die Zuhörer 
anregende Bemerkungen vorauszuschicken. 

Frei von aller vorgefaßten Meinung und von aller Einseitigkeit zeigte 
er auch für die entferntesten Anwendungen der Mathematik Interesse — 
immer der Meinung, daß diese auch der reinen Wissenschaft schließlich 
zum Vorteil dienen würden. So nahm er auch an den Sitzungen der 
Göttinger Vereinigung für angewandte Mathematik und Physik aufs 
regste teil. 

Er besaß eine scharfe Beobachtungsgabe auch für Dinge, die nicht 



XXX (^edächtniBrede anf H. MinkowskL 

seine Wissenschaffc betrafen. Wie er denn überhaupt für alles , was 
Menschen bewegt — von der Politik bis zum Theater — Verständnis, 
nicht selten Eifer und Lebhaftigkeit bekundete. Dem Femerstehenden 
schien es mitunter bei dem im allgemeinen ruhigen Temperament Min- 
kowskis, als schenke er einer Sache wenig Interesse: oft fiel gerade dann 
von Minkowskis Seite eine Bemerkung, die den Kern der Sache traf, oder 
er hatte gar ein Zitat aus Faust bereit, den er vollständig auswendig 
konnte. Noch in der letzten arbeitsreichsten Zeit seines Lebens liebte 
er es, seinen Kindern Gedichte von Goethe und SchiUer auswendig vor- 
zutragen — mit der Begeisterung, die ihm aus seiner Jugendzeit frisch 
geblieben war. 

Für seine Person war er äußerst einfach und anspruchslos, mehr 
bedacht auf das Wohlergehen seiner Angehörigen als auf sein eigenes. 

Er war von unentwegtem Optimismus, stets überzeugt, daß das Gute 
und Richtige zum schließlichen Siege gelangen würde. Für junge heran- 
wachsende Mathematiker hatte er viel persönliches Interesse und sah sie 
häufig bei sich im Hause; er sprach sich bisweilen überschwenglich über 
die Kenntnisse und den Fleiß einzelner unter ihnen aus und setzte große 
Hoflhungen auf ihre Zukunft. 

Seit meiner ersten Studienzeit war mir Minkowski der beste und 
zuverlässigste Freund, der an mir hing mit der ganzen ihm eigenen Tiefe 
und Treue, unsere Wissenschaft;, die uns das liebste war, hatte uns 
zusammengeführt; sie erschien uns wie ein blühender Garten; in diesem 
Ghu-ten gibt es geebnete Wege, auf denen man mühelos genießt, indem 
man sich umschaut, zumal an der Seite eines Gleichempfindenden. Gern 
suchten wir aber auch verborgene Pfade auf und entdeckten manche neue, 
uns schön dünkende Aussicht, und wenn der eine dem andern sie zeigte 
und wir sie gemeinsam bewunderten, war unsere Freude vollkommen. 

Sein stiller Sinn stand nicht nach äußeren Zeichen der Anerkennung; 
doch empfand er eine lebhafte Genugtuung, wenn mir eine solche zuteil 
wurde. Allem, was mich betraf, brachte er sein stets gleichbleibendes 
Interesse und seine herzlichste Teilnahme entgegen. Zumal die kleine 
Stadt hier erleichterte unsem Verkehr: ein Telephonruf zur Vermittlung 
einer Verabredung oder ein paar Schritte über die Straße und ein Stein- 
chen an die klirrende Scheibe des kleinen Eckfensters seiner Arbeitsstube . 
— und er war da, zu jeder mathematischen oder nichtmathematischen 
Unternehmung bereit. 

Noch auf der Krankenbahre liegend — todeswund — galten seine 
Gedanken dem Bedauern, daß er in der nächsten Stunde des Seminars, in 
der ich meine Lösung des Waringschen Problems vortragen woUte, nicht 
zugegen sein könne. Seinem Andenken darum habe ich meine die Lösung 
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enthaltende Abhandlung gewidmet, die erste, von deren Inhalt er keine 
Kenntnis mehr genommen hat und über deren Korrekturbogen sein 
sicheres Auge nicht geglitten ist. 

Er war mir ein Geschenk des Himmels, wie es nur selten jemand 
zuteil wird, und ich muß dankbar sein, daß ich es so lange besaß. 

Jeder, der ihm näher stand, empfand die Harmonie seiner Persön- 
lichkeit und den Zauber seiner Genialität; sein Wesen war wie der Klang 
einer Glocke, so hell in dem Glück bei der Arbeit und der Heiterkeit 
seines Gemütes, so voll in der Beständigkeit und Zuverlässigkeit, so rein 
in seinem idealen Streben und seiner Lebensauffassung. 

Wie er gelebt hat, so starb er — als Philosoph. Wenige Stunden 
noch vor seinem Tode traf er die Anordnungen über die Korrektur seiner 
im Druck befindlichen Arbeit und überlegte, ob es sich empfehlen würde, 
seine unfertigen Manuskripte zu verwerten. Er sprach sein Bedauern 
über sein Schicksal aus, da er doch noch vieles hätte machen können; 
seiner letzten elektrodynamischen Arbeit aber würde es vielleicht zugute 
kommen, daß er zur Seite trete — man werde sie mehr lesen und mehr 
anerkennen. Zum Abschiednehmen verlangte er nach den Seinigen und 
nach mir. 

Mehr als sechs Jahre hindurch haben wir, seine nächsten mathema- 
tischen Kollegen, jeden Donnerstag pünktlich drei Uhr mit ihm zusammen 
den mathematischen Spaziergang auf den Hainberg gemacht — auch den 
letzten Donnerstag vor seinem Tode, wo er uns mit besonderer Leb- 
haftigkeit von den neuen Fortschritten seiner elektrodynamischen Unter- 
suchungen erzählte: den Donnerstag darauf — wiederum um drei Uhr — 
gaben wir ihm das letzte Geleit. Dienstag, den 12. Januar, mittags, war 
er einer Blinddarmentzündung erlegen; bei dem bösartigen Charakter, mit 
dem die Krankheit auftrat, hatte auch die Sonntag Nacht ausgeführte 
Operation nicht mehr helfen können. 

Jäh hat ihn der Tod von unserer Seite gerissen. Was uns aber der 
Tod nicht nehmen kann, das ist sein edles Bild in unserem Herzen imd 
das Bewußtsein, daß sein Geist in uns fortwirkt. 
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I. 

Grundlagen für eine Theorie der quadratischen 
Formen mit ganzzahligen Koeffizienten. 

(M^moires pröseiit^s par divers savants ä TAcad^mie des Sciences de Tlnstitat 

national de France, Tome XXIX, No. 2. 1884.) 

(Vorbemerkung des Herausgebers. Diese Abhandlung ist von Minkowski 
im Mai 1882 der Pariser Acadömie des Sciences als Preisschrift, und zwar in Gestalt 
eines in deutscher Sprache verfaßten Manuskriptes, eingereicht worden (vgl. Comptes 
Rendus, Bd. 96 (1883), pp. 879 — 888). In den Memoires des Savants ötrangers ist sie^ 
von Minkowski selbst ins Französische übertragen, unter dem Titel „Memoire sur la 
th^rie des formes quadratiques ä coefißcients entiers^^ erschienen. Die vorliegende 
deutsche Ausgabe folgt überall dort, wo der gedruckte französische Text als unmittel- 
bare Übersetzung des ursprünglichen deutschen Manuskriptes gelten kann, dem letzteren; 
an den zahlreichen Stellen, an denen beide voneinander abweichen, ist der französische 
Text als maßgebend angesehen und ins Deutsche rückübersetzt worden. Ein Ver- 
zeichnis der hauptsächlichsten dieser Stellen befindet sich am Schlüsse der Abhand- 
lung. Von dem Herausgeber herrührende Zusätze und Anmerkungen sind durch 
doppelte eckige Klammem [[]] kenntlich gemacht.) 

[[BegleitBohreiben an die Aoadömie des Soienoes.]] 

J'ai rhonneur de soumettre au jugement de FAcademie mon Memoire 
ci-joint, intitule: ^Foudements pour une throne des formes quadratiques ä 
coeffidents mmieriquesi^ comme ouvrage de concours aa Grand Prix des 
Sciences mathemaiiques, propose pour la Solution de la question: «Theorie 
de la decomposition des nombres entiers en une somme de einq carr^s.> 

Tont en esperant avoir reussi ä resoudre la question proposee^ et a 
la g^neraliser en m^me temps, je dois demander Tindulgence de FAcademie 
en plus d*un rapport. 

Arrive il y a peu de jours seulement a ce poiut d'ample d^veloppe- 

nient de ces attrayantes theories, j'ai du y interrompre mon ouvrage, 

voyant qu'il ne me restait pour le faire arriver au terme du l*'' juin, 

qua juste le temps de le mettre au net. C'est pourquoi avant tout il 

m'a ete impossiblc d'en faire une traduction en fran^ais, ce qui, du reste 
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ä r^tat actuel de mes connaissances dans cette langae, je n'aurais su faire 
que dWe fafon assez imparfaite. 

Cette insuffisance de temps xn'a empeche d'epuiser tout le mat^riel 
que j'ai trouve pour cette question interessante^ ainsi que de donner h la 
redaction tous ces soins que j'aurais voulu y porter, pour rendre mon 
ouvrage aussi en fait de forme, plus digne du noble forum, au jugement 
duquel j'ose le soumettre. 

Je prie rA.cademie de bien vouloir excuser ces faiblesses et de daigner 
examiner mon ouvrage tel que je suis force ä le presenter. 

L*auteur 

du memoire portant Tepigraphe: «Bien 
n'est beau que le vrai, le vrai seul est 

aimable.)> 
(Koenigsberg), le 29 mai 1882. 



Durch die von der Academie des Sciences gestellte Aufgabe „Theorie 
de la decomposition des nombres entiers en une somme de cinq carr^s'^ 
angeregt, unternahm ich eine genauere Untersuchung der allgemeinen 
quadratischen Formen mit ganzzahligen Koeffizienten. Ich ging dabei von 
dem natürlichen Gedanken aus, daß die Zerlegung einer Zahl in eine 
Summe von fünf Quadraten in ähnlicher Weise von den quadratischen 
Formen mit vier Variablen abhängen würde, wie bekanntlich die Zer- 
legung einer Zahl in eine Summe von drei Quadraten von den quadra- 
tischen Formen mit zwei Variablen abhängt. Diese Untersuchung hat 
mir in der Tat die gewünschten Resultate über die Zerlegung einer Zahl 
in eine Summe von fünf Quadraten geliefert. Indessen erscheinen diese 
Resultate bei der großen Allgemeinheit der von mir gefundenen Sätze 
nicht überall als das eigentliche Hauptziel der vorliegenden Arbeit; sie 
stellen vielmehr nur ein Beispiel für die gewonnenen umfangreichen 
Theorien dar. Wenn daher viele der nachfolgenden Betrachtungen nicht 
immer unmittelbar auf das Thema der Preisfrage hinweisen, so wage ich 
dennoch zu hoffen, daß die Akademie nicht der Ansicht sein werde, ich 
würde mehr gegeben haben, wenn ich weniger gegeben hätte. 

Ich teile kurz die bemerkenswertesten Sätze dieser Arbeit mit. — Es sei 

n 

eine quadratische Form mit ganzzahligen Koeffizienten a^^ und von einer 
nicht-verschwindendeu Determinante A, welche sich durch eine reelle 
Transformation in eine Summe von f t — / positiven und I negativen Qua- 



Grundlagen f&r eine Theorie der quadratischen Formen. 



draten transformieren lasse. Die Zahl I heißt der Index der Form f. Das 
System 

nennen wir das quadratische System der Form f. Der größte Teiler aller 
A-reihigen Unterdeterminanten des Systemes A sei dj^^u der größte Teiler 
aller doppelt genommenen unsymmetrischen und einfach genommenen 
symmetrischen /i-reihigen Determinanten von A sei gleich d^^h-v ^h ^^^ 
gleich 1 oder gleich 2 (<y» = l, d^.j =« (— !/• A). Ist 
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eine zweite quadratische Form^ welche durch eine ganzzahlige Substitution 
von der Determinante 1 aus /* hervorgeht, so heißt g der Form f äqui- 
valent, und es gelten, wenn der Form g die Zahlen Cj^__^ und Qj^ [[in der- 
selben Weise wie rf^_i und <y^ der Form /*]] angehören, die Beziehungen 

Wir betrachten hauptsächlich Formen f, für welche der größte Teiler der 
Koeffizienten a^^, nämlich (J^, gleich 1 ist, sogenannte primitive Formen. 
Für eine primitive Form setzen wir 



Die Zahlen Oj^ und 6^ nennen wir die Invarianten der (primitiven) Form f. 
Alle Formen f, für welche die 2 (n — 1) + 1 Zahlen 






gleiche Werte haben, fassen wir in eine Ordnung zusammen. Zwei äqui- 
valente Formen gehören derselben Ordnung an. 

Die Existenz einer Ordnung ist (wenn wir cJ^ = 1 , o^ = 0; <y„ = 1 , o^ =-= 
setzen) an die folgenden Hauptbedingungen gebunden: 

I. Die Größen Of^ sind ganze Zahlen. 

II. Die Zahlen 6j^ und ^h-i'^h'^h-^-i ^^^ nicht gleichzeitig durch 2 
teilbar (öj^ ist relativ prim zu ^^^i-Of^-öi^^^), 

— sind ganze Zahlen. 



III. Die Größen -''^■^ und ^^' ""* 



'A+l 



'A— 1 
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Außer diesen Hauptbedingungen besteht im Falle, daß nicht sämtliche 
n — 1 Zahlen ^k-i^h^h+i Quadratzahlen sind, die einzige Nebenbedingong: 
Wenn n = (mod 2) and 

(^1 = 2, tf, = 1,..., <y^_,=-l, <T„_i = 2 

wird, so ist, wenn wir die in den Zahlen Of^ aufgehenden Potenzen von 
2 gleich 2"^ setzen, 



n 

Y 






Im Falle, daß die sämtlichen n — l Zahlen <^a.i0a^a-i-i Quadrate sind, 
treten noch mehrere einfache Nebenbedingungen hinzu. Alle Ordnungen, 
welche mit den von uns aufgestellten Bedingungen verträglich sind, ent- 
halten wirklich Formenklassen. 

Zum Beweise dieser Sätze in betreff der Formenordnungen fähren 
wir den folgenden, sehr fruchtbaren und leicht auf Formen von beUebig 
hohem Grade auszudehnenden Begriff ein: Eine quadratische Form 

n 
i.k^l 

heißt ein Rest einer Formenklasse f in bezug auf einen Modul N, wenn 
sich in dieser Formenklasse eine Form 



^-^Ak^i^k 



'k 

vorfindet, für welche die sämtUchen Kongruenzen 

Ak^^ik (modiV) 
statthaben. — Wir können den Rest 12 der Formenklasse f so wählen, 
daß er nach dem Modul N in eine Summe von mehreren Einzelformen 
mit einer oder zwei Variablen zerfällt, und wir nennen einen Rest B, 
für welchen die Anzahl dieser Einzelformen den größtmöglichen Wert 
erhält und in welchem die n Variablen in bestimmter Weise geordnet 
sind, einen Hauptrest der Klasse f. Ein Hauptrest jß einer Erlasse f hängt, 
wie wir zeigen, nur von den Resten seiner n mittleren*) Koeffizienten ab. 
Wir bezeichnen die aus den ersten h Reihen einer Form f gebildeten 
symmetrischen Unterdeterminanten durch fik^h-ifh* ^^^ können in jeder 
Formenklasse f eine Form 9 bestimmen, für welche die Zahlen q>j^ zu den 
Zahlen ^0^0^ , , ,o^_^*tpj^_^tpj^^^ relativ prim ausfallen. Eine derartige 
Form heißt eine charakteristische Form der Klasse f. Die aus den ersten 

*) [[Die B^^ werden als mittlere, die B^J^{i^k) als seitliche Koeffizienten einer 
quadratischen Yorm B^^ZlB^^x^x^^ bezeichnet.]] 
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h [[Horizontal- und Vertikal-]] Reihen des quadratischen Systems von q> 
gebildete Form [(pj^] von h Variablen möge den Index /^^ besitzen. Die 
ans den n + 1 Zahlen 

entstehenden Einheiten s^ » (— 1)^^ stellen die Vorzeichen der Zahlen g?^ 
Yor^ und es sind mithin die Größen Cj^tpj^ positiv. 

Zwei Formenklassen f und ^r, welche irgendeinen gleichen Formen- 
rest fOr einen Modul N besitzen, enthalten lauter gleiche Formenreste für 
den Modul N, Wir nennen zwei derartige Formenklassen kongruent für 
den Modul N. Alle Formenklassen, welche für einen jeden Modul N kon- 
gruent sind und welche einen gleichen Index I besitzen, fassen wir in ein 
Formengenas zasammen. Äquivalente Fomen gehören demselben Genus an. 

Zwei Formenklassen, welche in einem und demselben Genus enthalten 
sind, besitzen dieselbe Ordnung. 

Für alle charakteristischen Formen tp der verschiedenen, in einem 
Genus G enthaltenen Formenklassen f besitzen, 

I. wenn 6j^_i0f^6j^^^^0 (modp) ist und p eine ungerade Prim- 
zahl bedeutet, die Einheiten 



(?). 



(5) 



IL wenn 6f^_i0f^6^^^^ (mod 4t) ist, die drei Einheiten 

III. wenn ^^k^i^h^h+i^^ (mod 8) ist, die Einheiten 

die nämlichen Werte. 

Umgekehrt gehören zwei Formen f wirklich stets einem und dem- 
selben Genus an, sobald für die charakteristischen Formen q> dieser Formen- 
klassen die vorstehenden Einheiten die nämlichen Werte besitzen. 

Zwischen den Einheiten (S), die wir die Charaktere des Genus G nennen, 
bestehen alle diejenigen Bedingungen, welche sich aus den Kongruenzen 
k) - <^A-i ÖA^^A+i • (Pk-i 9a+i = ^** (mod 6j^^ 9?J 

erschließen lassen, also insbesondere die Bedingungen 

K-a"'-'., «.=1 ("04 2)1 
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und 



«-1 



= (_i)L>J.(_i) .«--«•« *■ ■ * . 

Wenn die Charaktere eines Genus G allen Bedingungen genügen^ 
welche sich aus den Kongruenzen k) ergeben, so besitzt das Genus G 
wirklich Formen. (Insbesondere folgt aus diesem Umstand die bis jetzt 
noch nicht bewiesene Tatsache, daß die definiten positiven Formen Ton 
der Determinante 1 und einer Variablenzahl größer oder gleich 8 mehr 
als eine Formenklasse enthalten.) 

Es sei f eine primitive Form. Wir bezeichnen die (n — 1)- reihigen 
Minoren der Determinante A in bekannter Weise durch 

-^ -A 

und wir setzen 

Die Form 

n 

nennen wir dann die der Form f adjungierte Form. 

Ist eine Form f einer Form f adjungiert, so ist auch der Form f die 
Form f adjungiert. 

Besitzt die Form f eine Ordnung 

\0l, 0,,.. ., o„_i/' 

so besitzt ihre adjungierte Form f eine Ordnung 

\ t / f ] } -^ y 

für welche 

wird. — Der charakteristischen Form fp' der Klasse f ist eine charakte- 
ristische Form 9 der Klasse f adjungiert, für welche die Beziehungen 

bestehen. Infolge dieser Beziehungen können die Charaktere und dem- 
gemäß die Genera adjungierter Formen sofort auseinander hergeleitet werden. 
Die Beweise der soeben entwickelten Sätze bilden den Inhalt des 
ersten Teiles der vorliegenden Arbeit, in welchem alle quadratischen 
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Formen f von nicht-verschwindender Determinante ohne Beschränkung 
behandelt sind. 

In dem zweiten Teile dieser Arbeit betrachte ich die Darstellung 
von Formen mit niedrigerer Variablenzahl durch Formen mit höherer 
Variablenzahl und insbesondere die Darstellung von ganzen Zahlen durch 
Formen. Ich verallgemeinere und erweitere die von Gauß über Dar- 
stellungen von Zahlen und binären Formen durch temäre Formen ge- 
gebenen Sätze und betrachte im weiteren Verlaufe der Untersuchung 
besonders definite positive Formen. Zuletzt wende ich mich zu einer 
Bestimmung des Maßes einiger besonders ausgezeichneter definiter Genera 
und gewinne dadurch die verlangten Sätze über die Darstellung einer 
Zahl durch eine Summe von fünf Quadraten. Schließlich füge ich noch 
ohne Beweis ein sehr allgemeines Theorem in betreff des Maßes eines 
definiten positiven Genus von n Variablen hinzu, aus welchem sich sämt- 
liche von Eisenstein in diesem Gebiete aufgestellten Sätze als spezielle 
Fälle ergeben. — Infolge der Nähe des von der Akademie gegebenen 
Termines mußte ich mich in dem zweiten Teile an manchen Stellen mit 
kurzen Andeutungen begnügen, und es sind dadurch einige Mängel in der 
Redaktion desselben veranlaßt, welche ich zu entschuldigen bitte. 



Erster Teil. 
Über die Reste quadratischer Formen. 

Kap. I. Klassen quadratischer Formen. — Index ^ Invarianten nnd 

Ordnung einer Form. 

n 

Wir betrachten quadratische Formen /' = /^flt,iiJ?<a;^ = {o^}; welche 

ganzzahlige Koeffizienten und eine nicht - verschwindende Determinante 
besitzen. 

Die Anwendung einer beliebigen ganzzahligen Substitution 

S\ Xi -=-^Si% (t, i: = 1, 2, . . . , n) 

auf die quadratische Form /' führt zu einer neuen Form 

n 

Die Form g heißt in der Form f enthalten, 

*) Wir bezeicimen mit S dasjenige System, das sich ans S durch 'VertanBchung 
der Horizontal- und Yertikalreiben ableitet. 
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Wir beschlagen uns insbesondere mit SubstüvUionen S, deren Deter- 
minante ^ 1 ist In diesem FaÜQ kann die Form g darch eine zweite 
ganzzahlige Substitution von der Determinante 1 in f zurückgeführt werden. 
Für I S ' = 1 ist daher sowohl g in f als f in g enthalten. Mit Rück- 
sicht auf diese ihre gegenseitige Beziehung nennen wir alsdann f und g 
äquivalent. Um die Äquivalenz zweier Formen auszudrücken, bedienen 
wir uns mitunter des Zeichens ~ (f^g)- Es besteht der Fundamentabatz : 

A. Wenn zwei Formen einer dritten äquivalent sind, so sind sie unter- 
einander äquivaletit 

Denn ist _ _ 

9i "" ^ifSi, gt = S^fS^ , 
so haben wir 

9i-{S^%)'9t'{S,-'S,)<^g,, 

Die Gesamtheit aller einer bestimmten Form f äquivalenten Formen 
nennen wir eine Fonnenklasse. Infolge des Satzes A. sind zwei Formen, 
welche derselben Klasse angehören, untereinander äquivalent, während 
zwei Formen aus verschiedenen Erlassen nicht äquivalent sind. Wir werden 

eine gegebene Form selten als besonderes, durch seine ---^-~- Koeffi- 
zienten bestimmtes Individuum betrachten; meistens wird sie uns nur als 
ein Repräsentant der ihr entsprechenden Formenklasse gelten. 

Eine jede Form f von nicht-verschwindender Determinante kann, wie 
man weiß, durch eine lineare Transformation mit reellen (keineswegs 
immer ganzzahligen) Koeffizienten in eine Summe von n zum TeU posi- 
tiven, zum Teil negativen Quadraten übergeführt werden. Es mögen bei 
irgendeiner solchen Transformation / » I(f) Quadrate das negative und 
n — I Quadrate das positive Vorzeichen erhalten; alsdann ist nach einem 
bekannten Satze die Zahl / für die Form f charakteristisch, und es wird 
eine jede Darstellung von f durch eine Summe von n positiven oder ne- 
gativen Quadraten die Gestalt 

/ n-I 

A=l A=l 

erhalten. Wir gewinnen hieraus leicht für die algebraische Äquivalenz 
zweier Formen f und g die Bedingung 

m - 1(9)^ 

Die Zahl I(f) heißt der Index der Form f. 

Die Form S' =- { 6„„ } sei in der Form /* = { öt^ } vermittels einer Sub- 
stitution S =^ { s/ } enthalten. Wir bezeichnen die Subdeterminanten 
h^ Grades 
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^Lm.f ^Lnuf ' ' ' 9 ^l 



durch 






S. * , 5 .^ • • • . f S. ' 



h 
h 



J^lhf ^27 • • •> *A I ]i( ^' ^' • • -7 ^A j ^(^17 ^7 • • -7 W 

^5*»7 • • -7 V' ^^17 »»»7 • • -7 ^V' («1» »27 • "yih)' 

oder, wofern die besondere Wahl der h Horizontal- und Vertikalreihen 

nnter den gegebenen n Horizontal- und Yertikalreihen gleichgültig ist, 

durch 

Ä„ B„ S, oder S/ 

Wir gebrauchen für die symmetrischen A^^ und B^ die Buchstaben Fj^ 
und öj^ und für die unsymmetrischen Af^ und B^ die Buchstaben Pj^ und Q^^. 
Nach einem bekannten Determinantensatze ist 



jgßif h} • • -7 ^A \ _ J± 



^^^ \Äj , A*j , . . . , Afy^ (h » *ii • • • 1 *a) ( i » "■« » • • • » ■ a) 
A 



(1 . 2 . • . Ä) . (1 . 2 . . • Ä) 

In der Entwicklung eines G^ sehen wir die i';^ mit einem Faktor S^*, 
die P^ mit einem Faktor 2iS^5j^® behaftet; in der Entwicklung eines Qj^ 
weisen sowohl die Ff^ als die P,, einen Faktor Sj^S^^^ auf: 

Wir schließen aus dieser Bemerkung, daß der größte Divisor der J?\, P^ 
in dem größten Divisor der Gj^, Q^ und der größte Divisor der Fj^, 2Pj 
in dem größten Divisor der Gj^, 2Qf^ aufgeht. 

Den größten positiven Divisor der F^^/P^ setzen wir gleich d^_^ und 
den größten positiven Divisor der -F\, 2Pf^ gleich (f^d^^^. Die Zahl 6^ stellt 

uns dann den größten Divisor der Größen j~ ? 2 , vor. Da der 



J-'a -P* 



A - 1 ^A - 1 



größte Teiler der ^ — , ^ die Einheit ist, so nimmt 6f^ den Wert 1 



•A-l "^A-1 

an ^* 



, wenn von den Zahlen , — wenigstens eine ungerade ist, und 6j^ wird 

" A - 1 



F, 



A 



gleich 2, wenn alle , gerade ausfallmi. Die Zahl d^_i ist dem abso- 



d 



A~l 



luten Wert der Determinante a^^ gleich, und es wird daher 



femer ist 6„ =« 1. 
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Enthält nicht nur die Form f die Form g, sondern auch die Form 
g die Form fy sind also f und g äquivalent, so geht einerseits der größte 
positive Divisor dj^_^{f) der Fj^, Fj^ in dem größten positiven Divisor 
^A-iCfl') ^®^ ^hf Qh ^^^ ^^^ größte positive Divisor ^k(f)^h-i(f) ^®^ 
Ff^y 2Pj in dem größten positiven Divisor <fh(ß)^h-i(ff) ^®^ ^hf ^Qh *^^7 
andererseits geht auch d^^^iß) in d^_^(f) und ffk{9)^h-i{9) '^^ <^hif)^h-iif) 
auf. Für äquivalente Formen f und ^ bestehen demnach die Beziehungen 

Wir nennen eine Form /* = { o^u } primitiv in bezug auf einen Modul 
N, sobald die Koeffizienten n.j^ einen größten gemeinsamen Teiler besitzen, 
welcher zu N relativ prim ist. Eine beliebige Form ist nach dieser De- 
finition primitiv in bezug auf einen Modul N, sobald sie primitiv in 
bezug auf alle in N enthaltenen Primfaktoren ist. 

In dem Folgenden werden wir fast ausschließlich Formen f be- 
trachten, für welche der größte Teuer der a,.„ nändich d^, gleich 1 wird 
und die wir kurz primitive Formen heißen. Eine nicht- primitive Form 
f =* { ^ik } ^* ^®™ Produkt aus der Zahl d^ und der primitiven Form 

Jeder primitiven Form/' entsprechen 2(w — 1) Zahlen 

t 

Wir führen femer n — 1 Größen o^ durch die Gleichungen 



"A-1 



ein. 

Gemäß den Formeln (1) sind alle Oj^ und 6j^ Invarianten der Klasse f. 
Wir unterscheiden die Oj^ und 6j^ als Invarianten o{f) und Invarianten (i(f\ 

Alle Formenklassen, welche die Größen öf^y Oj^ gemein haben und für 
welche der Index I(f) denselben Wert / annimmt, fassen wir in eine 
Ordnung 

zusammen. 

Unsere nächste Aufgabe wird in der Aufsuchung der für die Exi- 
stenz einer Ordnung erforderlichen Bedingungen bestehen. 
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Kap. IL Formenreste. — Die Inyarianteii o(f) sind ganze Zahlen. 

Bei aUen Fragen, in welchen es sich weniger am die numerischen 
Werte der Unterdeterminanten einer Form f = [ a,.^ } als um die Teilbar- 
keit dieser Unterdeterminanten durch gegebene Zahlen N handelt, kommen 

fOr uns offenbar nur die Reste der — ^ - Koeffizienten a^^ nach den 

Moduln N in Betracht, und wir können daher diese Koeffizienten durch 
beliebige, ihnen nach den Moduln N kongruente Zahlen ersetzen. 

Eine Form R = { JR^^ } heißt ein Rest der Formenklasse f in bezug auf 
den Modul N, sobald in dieser Klasse eine Form O = { A^^ } anzutreffen 
ist, fiir welche sämtliche Kongruenzen 

erfüllt sind. Wir gebrauchen alsdann die Bezeichnung 

= {JB.^} (modJVO- 
Wir werden für eine jede Formenklasse eine Reihe besonders aus- 
gezeichneter Formenreste bestimmen, zu denen man gelangt, wenn man 
auf eine beliebige Form der betreffenden £[lasse Substitutionen von der 
folgenden Art ausübt: 

^(Jik)' ^i^ ^iy ^k'^ '^ ^i ~^ ^ky ^Ä ~ ^Ä (^ + *; ^) 

^i = < +2^*<; ^k = < (* + i)' 

(*>0 

Zunächst verschafft uns die Betrachtung der so gewonnenen Klassen- 
reste den Satz: 

B. Fiir eine jede Ordnung, welche wirJdicJi Formen enthälty werden die 
Invarianten Oj^ ganze Zdlden, 

Wir können diesen Satz auch in der folgenden veränderten Weise 
aussprechen: 

C. Ist die quadratische Form f = {a^^ } in bezug auf eine Primzahl q 
primitiv und sind die höchsten, in den Zahlen d^, d^, . . ., d„_^ der Forth f 
aufgehenden Potenzen von q resp. g^s 3^*> • • •> Q^**"^» so fallen die Größen 
«>A =- (^* - ^^A-i) — (^A-i - ^A-2) iii^tit negativ aus. 

Die Oj^ sind mit den r^^ durch die Gleichungen 



und 
und 



ff^ = ha^ + (h — l)aj2 H h w* 



verbunden. Die Potenzen g"'A sind offenbar diejenigen Potenzen von 9, 
welche in den Größen 0^ = ^ — : ^^ aufgehen; sobald also keine der 



'A-1 "'A-2 
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Zahlen <Oj^ negativ ist, müssen die Oj^ sämtlich ganze Zahlen sein. Die 
erste von verschiedene der Zahlen (Oj^ ist gewiß positiv, da sie gleich 
der ersten von verschiedenen Zahl c^ ist. — Wir werden die Gültigkeit 
des Satzes C. für Formen von n Variablen aus der Annahme der Gültig- 
keit desselben für Formen von weniger als n Variablen herleiten. Hier- 
durch ist dann zugleich seine Allgemeingültigkeit dargetan; denn da dieser 
Satz für n « 1 gewiß richtig ist — in diesem Fall existiert überhaupt 
kein O/^ — , wird er sofort auch für n «= 2, 3, . . . , w erwiesen sein. 

Für den Beweis des Satzes C. genügt die Einführung besonderer 
Formenreste für Moduln, welche Potenzen der Primzahl q sind. Nur 
müssen wir den Fall einer ungeraden Primzahlpotenz q* » p^ von dem 
Falle einer Potenz q^ == 2^ sondern.*) 

I. Wir beginnen mit dem Falle einer ungeraden Primzahl q^p. 

n 

1. Jede in bezug auf p primitive Form f ^ ^^(^a^t^k ^^^ n Variablen 
ist einer Form 



/(»- 



a, 0, . . ., 



(mod p% 



n-l,n-l/ 



»-1 



f^^^ =- ^ a^2^ a:/^^ x^^^^ eine in bezug auf p primitive Form von n — 1 Vari- 



/;,) ^ «t* + r'2' ""'^'^ ^'^'^ ^*^" ('"^•^ ^'^ 

äquivalent, deren erster Koeffizient a zu p relativ prim ist, während 

■2 

ablen darstellt. 

Beweis: Wenn f in bezug auf p primitiv ist, so sind die Zahlen 
a^j, 2a^J^ gewiß nicht alle durch p teilbar. Ebenso können auch die 
Zahlen a^^, a^^ ± 2a^j^ + (^kk ^^^^^ ^^ durch p teilbar sein; denn sie haben 
offenbar denselben größten gemeinsamen Teiler wie die a^^, 2a^;^. Sollten 
also die Koeffizienten a.^ der Form f sämtlich durch p teilbar sein, so 
würde eine der Zahlen a^, ± 2a^j + aj^^ zu p relativ prim sein, und wir 

dürften auf f nur eine Substitution 8.-^. anwenden, um in der veränderten 

Form die zu p prime Zahl a^ + 2a^^ + a^^ als einen mittleren Koeffi- 
zienten zu erzielen. Wir können demnach von f voraussetzen, daß es 
einen durch p nicht teilbaren Koeffizienten a^^ besitzt. Durch Ausübung 

*) Wir bezeichnen stets durch q eine beliebige und durch p eine ungerade 
Primzahl. 
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einer Sabstitution P^,^^ verwandelt sich f alsdann in einen Repräsentanten 









(mod p^, 



in welchem a z\x p prim ist. Auf /J^^ wenden wir die Substitution 

1, K^f K^y . . ., J^n-i 
1, 0, ..., 



S(i) 



an. Eine solche Substitution läßt a ungeändert, während sie Ef^ in 

verwandelt. Bestimmen wir daher die Kj^ aus den gewiß lösbaren Kon- 
gruenzen 

80 geht die Form /Jj^ durch die Substitution S(^> in eine Form 

a, 0, . . ., 



fm^ 



0, rA'^ r<'> 



11 y 

m • 

(1) 



'f 



l,n-l 

(1) 



(mod p^ 



r^^ 

V ^f ^n-1,1' • • •' 'n-l,n-l / 

über. Ist t>c)if so wird p*^ die größte Potenz von p sein, welche in 

allen rj^^ enthalten ist, und wenn wir r^^j^ =» p^ a^^ setzen, so haben wir 

die augegebene Gestalt von /*^^^ erlangt. 

2. Der Form /*(~ /*(!)) teilten wir « — 1 Zahlen rf^, d^, . . ., d^.^ zu; 
n — 2 Zahlen f/j^*), rf^^*), . . ., rfj^^j "^^n ähnlicher Bedeutung gehören der 
Form /^^) — { a^^ \ an. Es bezeichnet rf^^^ ^ für /^^^ den größten gemein- 
samen Teiler aller Ä^'^\ Es seien die höchsten in d^'^\ d^^^\ . . ., rfj^^ 

aufgehenden Potenzen von p resp. p^^ ^ i>^* ; • • •; P^""*- Für die Form /*(,j 
gelten die Kongruenzen 

^(ijA = a.p(*-i)«»^,a)j, li**"»^/*), (mod 1)0- 

Wir wollen den Modul p^ größer gewählt denken als die größte der 
Zahlen jp^», jp^, ,.,,p^»-^. Dann muß die höchste Potenz von|?, welche in 
allen Ai^ji aufgeht, d. i. die Potenz |/a-», zugleich die höchste Potenz 
von p sein, welche in allen a - p^^'^^'"'Ä^^}^, pf'^^Aj^^^ aufgeht. Die höchste 

Potenz von Py welche in den a •p^*""^^*"*-^^^^)^ aufgeht, ist offenbar 
jj(A-i)«,+ai*2i. ^[q höchste Potenz von Py welche in den pf^'^A^^'^ aufgeht. 
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ist jp*"'»"^^*-». Demnach wird Cf^_^ mit der kleineren der Zahlen 

übereinstimmen müssen. 

Setzen wir jetzt die Gültigkeit unseres Satzes C. für die Form f^^> 
von n — 1 Variablen voraus. Dann werden die durch die Gleichungen 

bestimmten Größen m,^^^^ positiv oder gleich Null ausfallen, und es wird 
woraus sich wegen »i ^ 

ergibt. Von diesen beiden Zahlen ist also jedenfalls die erste nicht größer 
als die zweite, und wir erhalten folglich 

oder, wenn wir 

«/^, = "* (Ä>i) 

setzen und die Gleichungen ausführlicher schreiben: 

^A = Äöi + (Ä— l)öJ2 H ho*, »Ä ^ 0. 

n. Wenn die E^imzahl g = 2 ist, unterscheiden wir die Fälle (Jj = 1 
und (^1 ■=» 2. « 

0^ = 1, — 1. Jede in bezug auf 2 primitive Form /*= ^j^ik^i^kf 
welche eine Invariante 6^^ 1 besitzt, ist einer Form 

a, 0, . . ., 

f 11' ' l,n— 1 



/(!)- 



(mod 20, 



0, 2«'iaW,,, ..., 2^'*aW, , I 

V ' « — 1,1' ' n— l,n — 1/ 

i»-l 

/Jij = «1« + 2^^^ a/i> a;/i)a;^(') (mod 20 

i,* = l 

äquivalent, in welcher der erste Koeffizient a ungerade ist, während 

n-l 

/^*)=»^ O'i^^j;^^^^ ©ine in bezug auf 2 primitive Form vorstellt, welche 

i,jfc=i 
im Falle o^ » eine erste Invariante 6 gleich 1 besitzt. 

Beweis: Es befinden sich, wenn 6^=^\ ist, unter den Koeffizienten a^^ 
ungerade Größen. Außerdem muß es im Falle (d^ = eine ungerade 
Determinante (^kk^hh'" ^kh ge'^en. Denn wären alle diese Determinanten 
gerade, so würden die Kongruenzen 
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und 



^kk^Hk = < 



(mod 2) 



8 = 



a'a', = a^^a.^a. 



kho k(,h 



gelten, und folglich wären auch alle Determinanten CLkh^koho'^ ^kko^ko^^ S^' 
rade, so daß die höchste Potenz von 2, welche in allen diesen Determinanten 
enthalten ist, nämlich 2*"% nicht gleich 1 sein könnte. Wir können im Falle 
CD^ =» femer voraussetzen, daß die Form f für denselben Index i sowohl 
ein ungerades a,.^ als auch eine ungerade Determinante ^^^o^^j^ — a,.^ besitzt. 
Denn wären in f die Indizes / der ungeraden a,-^ alle von den Indizes k, h 
der ungeraden Zahlen ö^j^ öt^A — 0^^^;^ verschieden, so hätte man gleichzeitig 



«**«ÄA~«A = 



a . = 1, 

«» «ti - <*A - 0, a„ o** - aA = 0, 
d. h. 



1; 



a 



kk 



^0, a, =0, 



(mod 2), 




^kij ^kkf ^kh 

^hif ^Ä*7 ^kh 



(mod 2). 



+ 1 



Durch Ausübung einer Substitution S.-^. auf f erhielte man eine Form, 



in welcher die Zahlen a,. und a.M^. 

it ii hh 



a^j^ bzw. durch die Zahlen 



und 



ersetzt erscheinen, welche beide ungerade sind. Vermittels einer Sub- 
stitution P(i I) können wir jetzt f in eine Form 






a, 



Er, 



'J 



E. 



E„ 



ll> 



n-l 



'1, n-1 



■^n-lJ ^n-1,1? • • ') ^ji-l,«-l ; 



(mod 20 



transformieren, in welcher a und im Falle (d^ = auch eine der Größen 
ac^ — J5^* ungerade ist. Diese Form /"^jj geht durch eine Substitution 

1, 0, .. ., 



5(1) 



1 



in welcher die Kj^ den Kongruenzen 

Ej, + aKj^ = (mod 2') 
genügen, in eine Form 



Minkowski, Oesammelte Abhandlangen. I. 
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/;«= 



a, 0, . . ., 

0, 2'^aW, ..., 2».aW_, 



(mod 2*) 



über, in welcher /^*) = { a.^^ } in bezag auf 2 primitiv ist. Hierin f ällt^ 
wenn {Dj =- ist, eine der Orößen «2*"* a//) = a^W (mod 2) ungerade aus, 
und folglich wird in diesem Falle die Form /^^) eine erste Invariante 6 
gleich 1 besitzen. 

2. An die Form f^^^ können wir sofort dieselben Schlüsse anknüpfen 
wie in Absatz I, 2. dieses Kapitels, und wir gelangen, indem wir der 
Form /^^) n — 2 Zahlen Oj^^^^ zuerteilen and den Modul 2^ größer als die 
größte der Zahlen 2\ 2\ , . ., 2^*»-» wählen, in derselben Weise zum 
gewünschten Ziele: 



welche eine Invariante <^^ » 2 besitzt, ist einer Form 



<,* = ! 



f(i) = 



r 2a, «, 


0, 


..., 


a, 2&, 


0, 


..., 


0, 0, 

. . • 


2'^aW, 

• • • • 


•••, 2^«ifi-, 



V^ ' ' n — 2,1' ' n — 2,Ti — 2^ 



(mod 2% 



n-2 



/;,) = 2(«g« + ag| + fi|^) + 2-^^a,fx,^')x,^') (mod 20 
äquivalent, in welcher die Zahl 9( einen willkürlich gewählten ungeraden 

n-2 

Wert hat*), a ungerade und f^^^ ^^ a^^^xj^^^x^^^^ eine in bezug auf 2 

primitive Form ist. 

Beweis: Wegen (Jj = 2 müssen alle a^< gerade ausfallen, während 
mindestens eines der a^^ (i + A) ungerade wird. Wir können annehmen, 
daß gleichzeitig a^^ = 1 (mod 2) und a^^ = 2 (mod 4) gilt. Sind nämlich 
für ein ungerades a^^ gleichzeitig a^^ und U/^^ durch 4 teilbar, so genügt 

es, auf f eine Substitution S^j^. anzuwenden, um zu erzielen, daß der 

Koeffizient a^^ durch die Zahl a^ ± 2a,jfc + a^j^ = 2 (mod 4) ersetzt wird. 



♦) Wir bezeichnen mit 51 stets ungerade Zahlen, welche willkürlich gew&hit 
werden dürfen. 
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Durch eine geeignete Umstellniig der Variablen mittels der Substitutionen 
P^^i), P(|^;^j können wir daher der Form f die Gestalt verleihen 

( 2a, Aj E^j . . ., i;^_, 



/Ol — 



A, 2a, E„ 

-^1> -^1} ^117 









(mod 20, 



^ -^«-27 ^n-%y ^»-2,17 

in welcher a und A ungerade sind. Auf dieses f^^) '^ei^den wir eine Sub- 
stitution 

1, Jf, Kiy Z,, . . ., K^__^ 

1, 0, ..., 



SW = 



an. Eine solche Substitution läßt 2 a ungeändert, während dieselbe 

A in A + 2aM 
und 

E, in E, + 2aK, + AK,, 

E, in (JB, + ^jr, + 2aJE,) + Jtf(-E* + 2aJr, + ^^,) 

▼erwandeli Bezeichnet St eine beliebige ungerade Größe, so hat die 

Kongruenz 

2aM='ä-A (mod 20 

stets Lösungen, und ebenso sind wegen 

4aa — ^«=1 (mod 2) 
die Kongruenzen 

E, + 2aK,+ AK.^O 

E^ + AK^ + 2aKj^ = 

auflösbar; sie ergeben 



(mod 2') 



^A^ 



ÄEK — 2aE, 



^H^ 



ÄE^--2aE^ 



(mod 20- 



Mit Hilfe der so bestimmten Werte der Jlf, Kj^y K^ geht daher die Form 

/j,) in eine Form /Jjj von der gewünschten Art über. In dieser Form f^^ 

müssen wegen 6^ ==2 die sämtlichen 2^ a/f ) gerade sein. Folglich sind 

im Falle 02 = auch alle a/?) gerade, und die Form /^*) = {a^?^} wird 

in diesem Falle eine erste Invariante 6 gleich 2 besitzen. 

2. Die höchste Potenz von 2, welche allen -4^jyi der Form /"^jj (~/') 

gemeinsam ist, d. h. die höchste in df^_^ aufgehende Potenz von 2, sei 

wieder 2^a-i, die höchste in den Af^^^ der Form f^^^ aufgehende Potenz 

2* 
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von 2 sei 2 A-i. Wir bemerken, daß die Potenz 2^», welche unter anderem 
in 4aä — 91' aufgehen muß, offenbar gleich 1 ist und daß infolgedessen 
^j « wird. Wir haben flir die Gh"ößen -4^2)* die Kongruenzen 

2a.2(*-^)'^^W^, 

A^^^k = (4taä-%^)2(''-'^'^A(% 3C.2(*-')^^,(1)^, 2'''-Ä<% (mod 20- 

2a.2(*-^)^'«^,(i)j, 

Wählen wir nun i größer als die größte der Zahlen ^i, ^a, . • ., ^„«i, 
so wird die höchste in allen -4^2)* aufgehende Potenz von 2, nämlich 2^a-i, 
zugleich die höchste Potenz von 2 sein, welche allen auf der rechten 
Seite der vorstehenden Kongruenzen befindlichen Größen gemeinsam ist. 
Es ist aber die höchste in allen 

(4aa-2l«)2(*-2)^"»^/l>,, 
in allen 

2a-2^'''f''-A^% ?l.2(*-i)^'»^/i),, 2ä.2(*-i)'"«^W^, 

in allen 

aufgehende Potenz von 2 resp. 

Sonach wird r^_^ mit der kleinsten der drei Zahlen 

(A-2)a,, + aW„ (A-l)a,, + a/i)„ Äa,, + » /«, 

übereinstimmen müssen. 

Nehmen wir jetzt an, für die Form f^^^ = { a^^^ } von n — 2 Variablen 
wäre der Satz C. richtig, so werden die Größen O;^^*^ welche durch die 
Gleichungen 

bestimmt sind, nicht negativ ausfallen, und es müssen demnach die Un- 
gleichungen 

(i^) <,(2) </(2) 
^A-3> A-2 A-1 

statthaben. Umsomehr gelten dann wegen cög ^ die weiteren Un- 
gleichungen 

(A - 2) 0,2 + .fi3.< {h - 1) 0,2 + rfZ,^ ^'«2 + n'\' 

Mithin wird r^_i, welches der kleinsten der vorstehenden drei Zahlen 
gleich werden soll, gleich (h — 2)02+ cj^^}_^ werden, und wir erhalten in 
diesem letzten Fall, indem wir 

CDj = fi = und oWj«oj^ (A>2) 

setzen, gleichfalls 

^h "• * 0^1 + (A — 1) CÖ2 H f- »A , o* ^ 0. 
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Wir führen jetzt einige Bezeichnungen ein, welche für die folgenden 
Untersuchungen wichtig sind. Wir setzen für eine jede Primzahl q{q'=*p 
oder = 2) 

woraus sich sofort 

ergibt. Die Potenzen g*A sind diejenigen Potenzen von q, welche in den 



d 



h 



Größen ,- aufgehen. Femer nehmen wir an, von den n — 1 Zahlen co^ 



A-l 



seien im ganzen k — 1(1 <ik<^n) von Null verschieden, nämlich die 
Größen 

und wir bestimmen k Zahlen tcj^ durch die Gleichimgen 

So oft der besondere Wert der Primzahl q hervorgehoben werden soll, 
werden wir den sämtlichen Größen cd, v, <^, A die Zahl q in Klammern beifügen. 

Kap. III. Uauptformenreste und Uauptrepräsentanten für einen 

Modul N. 

I. Der Modul N möge ein Produkt von Cq zueinander relativ primen 
Zahlen N^^N^,..,, Nc^ sein. Wir beweisen den folgenden Satz: 

Wenn in der Klasse /* sich Cq Formen 22^=» S^fS^ (c == 1, 2, . . ., Cq) 
vorfinden, welche die Reste 

J?, = {r/;)} (modN;) (c=l,2,...,0 

besitzen, so können wir einen Repräsentanten 

R^SfS=[r,^] (modN) 

dieser Erlasse angeben, welcher den Kongruenzen 

r., = r/;^) (mod iVj (c = 1, 2, . . ., Co) 

genügt. 

Beweis: S^ läßt sich als Substitution von der Determinante 1 be- 
kanntlich in eine gewisse Anzahl Teilsubstitutionen von der Art 

Xi = x;+3I^X^\ ^*=<; ^*^< (*+*,*) 

zerlegen. Führen wir in diesen Teilsubstitutionen anstatt der M^ be- 
liebige andere Zahlen M* ein, welche gleichzeitig den Kongruenzen 

M*^M^ (modA;) und M* = (mod ^) 

genügen, und setzen die so veränderten Teilsubstitutionen in genau der- 
selben Weise, wie sie durch Zerlegung von S^ entstanden sind, zu einer 
neuen Substitution S* zusammen, so wird offenbar 
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S*^S, imodN,), 



S* = 



f 1, 0, ..., 0^ 
0, 1, ..., 

lo, 0, ..., 1 j 



(mod ^-) 



Es folgt also 

Ii*^S*fS*^B, (modN;), R*^f (mod^), 

und für die Form 

R = S*S^* . . . S*'f'S*S* ..,S* 

haben wir in der Tat 

R = S*fS*^R, (modJV,). 

Dieser Satz zeigt uns die Möglichkeit^ vermittels der Formenreste 
nach den Teilmoduln N^, N^, ..., N einen Formenrest nach dem zu- 
sammengesetzten Modul N zu finden. Insbesondere können die N^ die ver- 
schiedenen in N enthaltenen Primzahlpotenzen bedeuten; wir kommen daher 
mit der Bestimmung ausgezeichneter Formenreste für Primzahlpotenzen q^ 
als Moduln aus. Es genügt auch völlig, wenn wir nur Moduln q* ober- 
halb gewisser Grenzen betrachten; denn es ist ein jeder Formenrest für 
einen Modul N zugleich Formenrest &lt alle in N aufgehenden Moduln 
Nq] insbesondere wird daher ein jeder Formenrest für einen Modul ^ 
auch Formenrest für alle Moduln gf^ sein, welche kleiner als q* sind. 

Durch eine wiederholte Anwendung der in Kap. II gewonnenen Sätze 
erkennen wir, daß eine jede Formenklasse für jeden Modul q* Reste be- 
sitzt, welche sich als Summen von Formen mit einer oder mit zwei 
Variablen darstellen. 

n. (? *=!?.) Aus der Klasse äquivalenter. Farmen, wdcher die zu p 
primitive Form f angeitört, kann ein Repräsentant 



9 = 



«1 



p'"^ a 



if 



pon + o>t cc^ ^ 



jrt">l + cos + • • + W„ _ 1 ^ 
Jtr n 



(mod p^ 



ausgewählt werden, in wdcliem die cc^jcc^j cc^y - - -j cc^ sämtlich zu p relativ 
prime Zahlen sind. 

Wir beweisen diesen Satz, welcher für n =^1 selbstverständlich ist, 
vermittels eines Schlusses von n — 1 auf n. Angenommen dieser Satz sei 
für Formen mit n — 1 Variablen bereits bewiesen, so können wir die 
Form |)'"i/'(^) des Repräsentanten 

/•(!)= «6« + p-i/-a) (modi^O 

durch eine gewisse Substitution in eine andere überfuhren, deren Rest 
nach dem Modul p* aus lauter eingliedrigen Einzelformen besteht. Durch 
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dieselbe Sabstitation geht dann /(i) in eine Form von der Gestalt cp über, 
womit unser Satz bewiesen 'ist. 

Mit Benutzung der am Ende von Kap. 11 eingeführten Bezeichnungen 
können wir für (p schreiben 



<p = 9(1) + 9(3) + 



+ 9ß) = y!9{k) (mcdp'), 



k = l 



9>(*)=1>***-^«;*>I.<*'5W (modpO, («.<*'-«**-.+.) 



«s=l 



{q = 2.) 1. Es sei f eine in bezug auf 2 primitive Form; und es 
mögen die x^ — 1 ersten Zahlen cs^ dieser Form gleich Null sein (co^ « 0, 
(Dg = 0, . . . , (Dxi- 1 = 0), während die x^** Zahl cDx^ (1 ^ ^ ^ **) die erste 
der Zahlen o};| sei^ welche nicht verschwindet. Wenn dann die Invariante 6^ 
von f gleich 2 ist, muß Xj = (mod 2) sein. Wir können, falls (Tj = 1 
ist, statt f einen Repräsentanten 



fM = 



<\ 



<\ 



«1 ' 



^ '»11 ? ••• •? ^ ^1,«-, 



(mod 20 



einführen, in welchem die Zahlen a^^^\ cc^^^\ . . . , a j^) ungerade sind und 



«— X| 



/•(*i) = ^ a f*»^ a;/**^ iT^^*'^ eine in bezug auf 2 primitive Form vorstellt; 

ijk-l 

fiftlls aber 6^='2 ist, einen Repräsentanten 






A*i) = 



a,W,2a,(^), 






►"'x. ^ (''i) 



««.^(»fl) 



11 ' ' l,n — Xj 

n— Xi, 1 ' ' «— *i» «— Xi , 



(mod 2% 
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in welchem die Zahlen %^^\ Ä,^^), . . . , Sl«/^ beliebige ungerade Werte 

haben, die Zahlen 04^^), a^^^^ . . . , a^i ^ ungerade sind und die Form 

1 

^(*i) =^^ a^^i^x^^'^x^'^^^ in bezug auf 2 primitiv ist. 

Beweis. Wir hatten in Kap. II für f im Falle 6^=1 zunächst 

einen Repräsentanten 

/;,)=«!«+ 2'"x/-(i) (mod20 [a = l (mod 2)] 

gewonnen^ in welchem /"^^^ ==* { «/^^ eine in bezug auf 2 primitive Form 
vorstellte, die, falls (o^=^ war, eine erste Invariante 6 gleich 1 besaß, 
und im FaUe 6^^ 2 einen Repräsentanten 

f^^^^2{aV+m + &V) + 2^f^') (mod 20, 
[a = l, 21=1 (mod 2)], 

in welchem /"(*)= (ö/J^) eine in bezug auf 2 primitive Form vorstellte, die, 
falls (0^=0 war, eine erste Invariante ö gleich 2 besaß. 

Im Falle x^ ^ 6^ haben diese Repräsentanten die Gestalt, welche 
unser Satz verlangt. Wenn 7c^> ^i wird und mithin (o„^ =« ist, besitzt 
die Form /'^''»^ = { a/]^'») ) ebenso wie f eine erste Invariante ö gleich 6^, 
Nun ergibt sich aus den in Kap. 11 bewiesenen Gleichungen (o^"j\ =« ^hi^^^i) 
infolge unserer Annahme über die Größen o^ sofort 

Folglich wird .für die Form f^'^^ schon die («i — (Tj)*® der Zahlen cs^"'^ 
größer als Null ausfallen. Machen wir also die Annahme, unser Satz 
wäre bereits bewiesen, sobald die erste von verschiedene Zahl cd sich 
unter den x^ — (y^ ersten dieser Zahlen befindet, so werden wir 2\f^*^^^ durch 
gewisse Substitutionen in eine Form überführen können, welche die in 
dem Satze geforderte Gestalt besitzt, und wenn <Ti(/'^"'^) =* <yi(/^) = 2 ist, 
wird x^ — (Ti == Xj — 2 ej: (mod 2) sein. Dieselben Substitutionen trans- 
formieren alsdann die Form f(^„^) in Formen von der Gestalt /Jx^), und im 
Falle (T^ = 2 wird x^ = (mod 2) sein. Hierdurch ist unser Satz für den 
Fall bewiesen, daß eine der x^ ersten Zahlen o nicht verschwindet. 

In derselben Weise, in welcher der Form f die n — 1 Zahlen (o^ ent- 
sprechen, gehören zur Form f^""^^ gewisse w — Xj — 1 Größen o^^^^] durch 
eine wiederholte Anwendung der Relationen 

finden wir leicht 

»* = Will, e» > ''i)- 

2. Eine in beziig auf 2 immitke Form f Jcann in einen Repräsen- 
tanten 
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l 

(p = 9(1)+ 9>(jj+ . . . + 9,^^) =^ qp(^) (mod 20 

transformiert werdeuy in welchem die Formen qp^^^ Beste von der Gestalt 
(Rj) (P(t)=2'*^-.2'«/^S/^l.'*^ (mod 2') 

# = 1 

oder im Falle x^ = (mod 2) awcA von der Gestalt 

Für ein X=^\ erhellt die Richtigkeit dieses Satzes schon aus den 
in 1. gewonnenen Resultaten. Infolge der Relationen (Of^^ 0^2^^ (^>^i) 
erkennen wir, daß, wenn k — \ von den « — 1 zur Form /(,f^) gehörigen 
Zahlen (Oj^ nicht verschwinden, alsdann von den m — Xj — 1 zur Form f^"^^^ 
gehörigen Zahlen o^f^'^ nur X — 2 größer als Null ausfallen. Machen wir 
daher die Annahme, unser Satz wäre richtig für alle Formen, welche nur 
A — 2 von verschiedene Zahlen o besitzen, so wird die Form 2''*»^if^''^^ 
für den Modul 2' durch eine gewisse Substitution auf eine Gestalt ge- 
bracht werden können, wie sie unser Satz verlangt. Durch die nämliche 
Substitution geht dann die Form /'(^j wirklich in eine Form von der Ge- 
stalt 97 über. 

III. Jeder Formenrest einer Klasse /*, welcher die Gestalt 9? (mod q') 
hat, soll ein Hauptformenrest [[oder Hauptrest]] dieser Klasse für den 
Modul q* heißen, während jede Form der Klasse /', welche einen Hauptrest 
für den Modul q^ liefert, ein Hauptrepräsentant dieser Klasse für den 
Modul q^ genannt werden möge. 

In einem Hauptrest für einen Modul q^ sind entweder die seitlichen 
Koeffizienten alle = (mod gO ^^^^ können im Falle g «= 2 zum Teil 
(mit einer leichten Einschränkung) nach dem Modul q^ willkürlich ge- 
wählt werden. Jedenfalls kann man es in zwei verschiedenen Hauptresten 
für einen Modul g' stets ohne Mühe erreichen, daß diese Koeffizienten 
modulo q* dieselben Werte annehmen, und auf diese Weise wird ein Haupt- 
rest für einen Modul g' nur von den Resten seiner n mittleren Koeffizienten 
abhängen. 

Eine Form tp soll ein Hauptrepräsentant für einen zusammengesetzten 
Modul N und ihr Rest soU ein Hauptrest für den Modul N heißen, sobald 
9 einen Hauptrepräsentanten für alle in N aufgehenden Primzahlpotenzen 
vorstellt. 
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Kap. lY. Bedingungen fftr die Existenz einer Ordnung O. 

Mit Hilfe der Hauptformenreste für Moduln 2^ können wir jetzt Be- 
dingungen finden, an welche die Existenz einer Ordnung 

\ Ol, 0,, .. ., 0^_i /' 

gebunden ist. 

I. Es sei f eine in bezug auf 2 primitive Form. 

1. Wir gehen zunächst von den in Kap. lU aufgestellten Repräsen- 
tanten 

/i,^) = 0(1) + 2-X./-W (mod20 

aus, in denen O/^. und f^''^^ in bezug auf 2 primitive Formen bezeichnen. 
Die Xj— 1 Zahlen 6 der Form O^^^ setzen wir gleich Qj^^\ q^^^\ . . ., (>j^^_i 
und die n — Xj — 1 Zahlen 6 der Form f^'^^^ gleich ö^'^^y ö^*'^\ . . . , ö^'^^x _i • 
Ferner bezeichnen wir die /i-reihigen Unterdeterminanten der Forcen 
fMyf^'"^, %) durch F(,,;.j oder P(,,,,), JF;W oder P^'i), D,(^) oder M,^'\ 
indem wir einen Buchstaben jP, D anwenden, sobald die betreffende Unter- 
deterainante eymmetrisch ist, dagegen einen Buchstaben P, M, sobald die- 
selbe unsymmetrisch ausfällt. Die aus den ersten x^ Reihen von /(xj ge- 
bUdete symmetrische Determinante möge gleich I O^,) | sein. 

Für die Invarianten 6 der Form /'(^^) (^Z*) erhalten wir die folgenden Sätze. 

Es ist 

ö,^q(^) (Ä<x,). 

In der Tat zeigen die Kongruenzen 

daß einerseits die höchsten Potenzen von 2, welche in allen Zahlen 
^(hfxy ^{k;x) ^^^ ^^ allen iy^\ M^^^ aufgehen, und andererseits die größten 
Potenzen, welche in allen -f/;^.^ ), 2P,^.^ . und in allen D^^\ 2M^^^ aufgehen, 
nach dem Modul 2 kongruent sind. Da nun die höchste in den Größen 
JP^^.^j, Pif^.jf) (Ä < Xi) aufgehende Potenz von 2, nämlich 2*"*, infolge 
unserer Annahme über die Zahlen cd^ {h < x^) gleich 1 ist, so wird die 
höchste in allen D<^), Jtfjj^^) aufgehende Potenz von 2 ebenfalls gleich 1 sein 
müssen, und die höchsten Potenzen von 2, welche in den F., ,, 2P,. , 
und in den D^*), 2Jlf^^^ aufgehen, werden die Werte 6j^ und qS]^^ haben. 
Jetzt müssen die Größen 0^^ und q^^\ da sie nach dem Modul 2 kongruent 
und zugleich ^ 2 sind, identisch sein, und es ergibt sich demnach in der 
Tat (y;k = (>l^) für A<Xi. 
Es ist 
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Die Größe ö^^ muß in der Zahl 1 0(|) | aufgehen; diese ist aber offenbar 
ungerade, mithin ist 6^^=^l, 
Es ist 

Für die Determinanten F.j^.j^) und P^^.Jf^ (^ > ^) bestehen die Kon- 
gruenzen 

^(*;x.)-l<J>a)|2^*"'^^"''^^l::l., 2^*-*o)c«.,^Ci)pW^^ (mod20, 









2(*-*J»x.jjf<^)2rW^, (mod2') 

2(» - *o) »x, J|/<1) p (*i) 

Aq A — Aq' 

(A,-0, 1,..., x,-l;D<» = l, Jtfii)=0). 

Machen wir jetzt die Annahme t> d^_i + l, so wird eine jede Größen- 
reihe, welche nach dem Modul 2' mit der Größenreihe F.. .,2 P,. . über- 
einstimmt y durch eben dieselbe Potenz (y^2*~^ und durch keine höhere 
Potenz von 2 teilbar sein wie die Größenreihe F,, ^., 2P.. ,. Nun ist 
die höchste Potenz von 2, welche den Zahlen 



%) 1 2^*-*'^"'^F,^l^^^^ , 2 ! 0(,) I 2^'"^^^^%pM^^ 
gemeinsam ist, gleich 



^ (*i) . 2^* ~ ''^^ '% + ^A - Xx - 1 



während in den Zahlen 

9 o(A-*o)ö»Xj 7)(1) p(*i) 
^''^ -*^Ao -*^A-Ao» 

t^(A-Ao)cü^j T^(l) tjt(Xi) o oC*-*©)«»^^ 11/(1) XtCx») 

"^ -^Ao -^A-Ao» "^'-^ -^Ao -^A-Ao> 

2 o(*-*o)'"XxJlf(l) p(*i) 
■^ ^ -^Ao -^ A-Ao> 

eine Potenz 

(x ) 
— — A — Xx 

aufgeht. 

Wir bekommen daher für ein A > x, die Beziehung 

^ M . 2^* - *») ^1 + ^A - «i -1 == (y, . 2^* -^ 

A — Xj A 

Aus der oben gewonnenen Gleichung o^f^x =^ öj^^ (A > x^) folgt aber ohne 
Schwierigkeit 

(x ) 
2(A-Xi)Wxx + ^A-x,-l _, 2^*~* 

imd wir gelangen sonach wirklich zu dem Resultat <y^= ö^''^^ (A>Xi). 
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2. Sei jetzt 
9 ^ %^ + 2 ^'^^ { 0(,) + 2"''^« [0(3) + . . . + 2"'^^-! (0a)) . .] ) (mod 20 

ein Hauptrepräsentant der Klasse f nach dem Modul 2^ Wir wollen die 
Invarianten 6 der Formen 0(^) durch 

bezeichnen. 

D. Die Invarianten 6^ Vönnen vermittels der Relationen 

<5»k^i^f^-9k^ Q'-^y 2,..., x,-l) 
und 

6.9, = 1 

durdi die Invarianten qj^^^ ausgedrückt iverden. 

Beweis: In 1. erhielten wir die Gleichungen 

dieselben rechtfertigen im Falle k = \ den Satz D. yoUständig^ während 
sie uns in den Fällen A > 1 eine Gelegenheit zur Anwendung eines 
Schlusses von k — \ auf k verschaffen. Wie wir in Kap. III gesehen 
haben, gehört der Form f^^^^ in derselben Weise die Zahl A — 1 zu, wie 
der Form f die Zahl k entspricht, und es ist sofort klar, daß der Haupt- 
repnlsentant 9 (mod 2') der Klasse f einen Hauptrepräsentanten 

2«"x. ^M = 2'v. { <D(^j + 2'"^'.[<J)(,) + . . . + 2"^*^ - 1 (0,,)) . .] } (mod 2') 

für die Form 2'"'^^/^'^^^ mit sich fahrt. Machen wir nun die Annahme, der 
Satz sei richtig für Formen mit k — 2 von Null verschiedenen Zahlen o, 
so erhalten wir 

und 

woraus auf der Stelle die Gleichungen 

<y,9,_,+Ä = ^r ('•^>1; A = l,..., x,-l) 
und 

ff,^= 1 (/.• > 1) 

hervorgehen; dieselben beweisen zusammen mit den Gleichungen 

^h = 9h^^ (* == 1. • • •; ^1 ~ 1 ) iiiid (y^^^ = 1 

den Satz D. für die Form f, welche k — 1 von NuU verschiedene Zahlen o 
besitzt 
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3. Je nachdem On.^ einen Rest von der Gestalt 



'(*) 



(Ri) 



<•>(*) = 



a 



(*) 
1 ' 



cf 



2 > 



•; 



a 



oder von der Gestalt 






(mod 2'- '**_!) 



(Rn) <l>(i) = 



5((*) 9.(*) 






(mod2'-''^A_i) 



0^(*) Qf(*) 



(*) 



ä(*) 



81- , 2«r^ 

läßt, erhalten die Größen q^^^, wie wir uns leicht überzeugen, die Werte 
oder die Werte 



(Rn) p(*> = 2, pW 



1,..., <_,= !, Pi;'_i = 2. (" 






Der Fall eines Biestes (Rn) kann nur bei geradem Xj^ eintreten. Nehmen 
wir an, von den X Größen Xj^ seien im ganzen k^ gerade, nämlich die 
folgenden 



^fjJ x^, . . ., x^^ . 



Dann werden alle X — Aq Formen 0(^), für welche der Index k keiner der 

Zahlen Tj, r^, . . ., t^ gleich ist, gewiß Reste von der Gestalt (Ri) besitzen. 

Für die in bezug auf 2 primitive Form f mögen die X^ Formen 







<t). 



<t) 



(W -^^ny-' ^(*^i^) 

Reste von der Art (Rn) lassen, während alle X — X^ übrigen Formen 0(;^) 
Reste von der Art (Ri) besitzen mögen. Wir können dann sagen, der 
Form f gehöre die Kombination 

an, und es ist sofort einleuchtend, daß durch diese Kombination von 
Zahlen % aus der Reihe der Zahlen 1, 2, . . ., Xq die n — 1 Invarianten 6 
der Form f vollständig bestimmt sind. Wir erschließen daraus leicht 
den Satz: 
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E. Wenn die n — 1 Inyarianten o^ und der Index 1 gegeben sind, so 
führen höchstens 

▼on den sämtlichen 2**"^ verschiedenen Kombinationen 

welche sich überhaupt bilden lassen, zu wirklich existierenden Ordnungen 






In der Tat ist die Anzahl aller überhaupt zulässigen Kombinationen 
{p^ höchstens so groß wie die Anzahl sämtlicher angebbaren Kombi- 
nationen 

Diese letztere Anzahl ist aber offenbar gleich 

Hieraus geht das Behauptete sofort hervor. 

Wie wir später (im Kap. XI) nachweisen werden, ist die Anzahl der- 
jenigen Kombinationen (ö^, welche, mit den n — 1 Größen O;^ und der Zahl/ 
verbunden, zu wirklich existierenden Ordnungen fahren, in der Tat mit 
nur wenigen Ausnahmen gleich 2^. 

Eine dieser Ausnahmen kann eintreten, wenn il — Aq ist. Alsdann 
sind sämtliche Zahlen x^, x,, . . ., x^ und mithin auch ihre Summe 
TC^ + Tc^ + '-'+x^^n gerade, und es fragt sich, ob die Kombination 
[1, 2, . . ., X] eine wirklich bestehende Ordnung zu liefern vermag. Für 
diese Kombination müßte 

(^1 =- 2, (y, = 1, . . ., (y^^j^l, <y^_i=»2 

sein, und es müßten sämtliche Reste <i>^^^ die Gestalt (Rn) erhalten. Für 
die Determinanten 1 0^;^^ | dieser Formen werden daher die Kongruenzen 
gelten 

I <•>(*)! = (- 1)^ (mod4), 
aus welchen sich sofort 

%) I ; <•>(,, I ••• i <»>(.)'= (- 1)"*"'^' ^" = (- 1) * («"Od 4) 



♦) Es ist n^x^ +*r H f" ''r 3 » ^^^ ^^ haben x^ >0, x^ =0(mod2X 

also x^ ^ 2. Demnach kommt n^2XQ oder 'Lo ^ I H • 
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ergibt. Nun ist die Determinante der Form (p, wie man leicht erkennt^ 

(- !/• d.-i = ; %) \\%)\'-'\ ^w I • 2«— (mod 2»+»—) 

[<>H-?._i]. 
Wir erhalten hieraus die Kongruenz 

Beachten wir jetzt die Beziehungen 

n = (mod 2), 
80 gelangen wir zu der Bedingung 



n 
~8 



/+" 



^i^-^^^-'y'' (-«^4)- 



A = l 



Dieselbe liefert den folgenden Ausnahmefall: 
Sobald A - Ao [^ = (^od 2)] und 



n 



n 



wird, führen höchstens 2^"^ Kombinationen der öf^ zu wirklich existie- 
renden Ordnungen^ da in diesem Falle die Kombination 

01 = 2, (S^^ly . . ., <^^_2=1, 6^_^^2 

unmöglich ist. 

n. Den gewonnenen Resultaten wollen wir jetzt einen Ausdruck 
geben, welcher uns ohne weiteres in den Stand setzt, zu entscheiden, ob 
irgendeine Ordnung Formen enthalten kann. 

Eine Ordnung 

ist nur dann möglich, wenn die ganzen Zahlen (T^, Oj^ und I den folgenden 
Gesetzen gehorchen: 

1) Die Zahlen öj^ und ^^a-i^ä^ä+i ^^^ nicht beide zugleich durch 2 
teHhar (6^ rekUiv prim zu (ff,^iOf^6f^^j, 

2) Die Größen ^^^^^ und ^^'-' sind ganze Zahlen, 
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3) Wenn n = (mod 2) und (^1 = 2, di-^lj . . ., <?„_, = !, <y,_i«-2 
is/, so wird 



n 

2 



n 



J7Ä^-(-i) ^ (-«d^)- 



2"'iA-l 
A = l 

t 

Damit diese Gesetze ohne Ausnahme auch für ä = 1 und A =« n — 1 
gelten, haben wir den 2(n — 1) Invarianten Oj^ und 6j^ noch je zwei weitere 
Invarianten Oq = 0, o^ = und (Tq = 1, <y^ = 1 hinzugefügt. 

Der Satz 1) zerfällt in zwei Teile: 

a) Wenn o^^ = (mod 2) ist, so wirfl cy^^ = 1, und wenn <Jf^ = 2 ist, 
so wird 0^^ 1 (mod 2). 

Es ergibt sich dieses i^us der Relation 6<^ = 1 ; denn sobald O;^ = 
(mod 2) ist, muß A mit einer der Zahlen d-j^ übereinstimmen, und sobald 
<s,^ = 2 ist, muß h .von den Zublen ^j^ verschieden und folglich o^ = 1 
(mod 2) sein. 

ß) Wenn 6j^^ 2 ist, so wird 6^^^ = 1, 6j^^^ == 1. 

Dies erkennt man sofort aus dem Satze D. und den Werten, welche 
die Größen §/*) annehmen können. 

Den Satz 2) können wir auch folgendermaßen aussprechen: 

Es ist ^H-iOk^^H-iOnO^^i^o^ö,^, (mod 2); 
oder: 

Wenn <Ia-i + ^a + ij ^^^ ^'a-i^.+i^*^ ist, so muß Oj^ = (mod 2) sein; 
oder: 

Wenn (^n-i^h^h-i-i d^rcb 2 und nicht durch 4 teilbar ist, so wird 

^h-i = 1? ^A + i = 1- 

Die Werte der q^^^^ zeigen, daß stets <^a_i = ^^a+i i^*> sobald Ä keiner 
der Zahlen d-^^ gleich ist; es kann demnach nur dann 6f^_^ 4^ <^h+i ^^^y 
wenn h mit einer der Zahlen it * übereinstimmt, also o^^O (mod 2) ist. 

Aus den Gesetzen 1) und 2) läßt sich der Satz E. von neuem herleiten. 



Kap. y. Sätze über Uauptreste. — Grundformen für einen Modul N. 

Die Hauptreste einer primitiven Formenklasse f besitzen eine Reihe 
interessanter Eigenschaften, von denen wir einige in dem Folgenden mit- 
teilen woUen. 

I. Wir setzen die höchste in dem Produkt <^n-i^i^a •••^«-i *^^' 
gehende Potenz einer Primzahl q gleich q^^'^^] für ein ungerades q^^p 
wird diese Potenz offenbar gleich p'n-iip)^ dagegen für g = 2 gleich 
<^^_j • 2*'«-i(*). Je nachdem eine Zahl q* ^q^^^) oder > g^^«) ist, treten in 
den Hauptresten von f für den Modul q^ mittlere Koeffizienten auf, welche 
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durch den Modul q* teilbar sind, oder es ist keiner dieser Koeffizienten 
durch q* teilbar. Aus diesem Grunde beschränken wir uns auf die Unter- 
suchung von Moduln N, deren Primfaktoren g'*(^>0) die Potenzen q^^'i^ 
überschreiten. 

Es möge die Form 9 einen Hauptrepräsentanten der primitiven 
Klasse f in bezug auf einen derartigen Modul N bedeuten. Wir bezeichnen 
die aus den ersten A(= 1, 2, . . ., n) Horizontal- und Vertikalreihen der 
Form 9? gebildeten symmetrischen ünterdeterminanten durch ^t^dj^_<^^,^, 
und wir setzen noch y^, = 1. Die Zahl (p^ ist gleich (—1)^. 

Die sämtlichen w + 1 Größen 9?,, (ä == 0; 1, 2, . . ., n) sind ofiFenbar 
ganze Zahlen, und wir behaupten: 

1. Die M + 1 Zahlen 

fallen sämtlich zu N relativ prim aus. 

Zunächst möge iV aus einer einzigen Primzahlpotenz q^ {> q^'^'^^) be- 
stehen. Ein Blick auf die Hauptrepräsentanten 9 zeigt uns, daß die 
Determinanten (5f^df^_^(p^ sich für ein q'=p* als Produkte aus den Po- 
tenzen p^h-iip) und aus zu p primen Zahlen darstellen, während sie für 
ein 5^=2' gleich Produkten aus den Potenzen (y^.2^Ä-i(*) und aus un- 
geraden Zahlen werden. Hieraus schließen wir, daß die (p,^ in der Tat 
zu der Primzahl q relativ prim sind. FaUs N sich aber aus mehreren 
Primzahlpotenzen q^{>q^^'^^) zusammensetzt, so ist der Hauptrepräsentant 
9 für den Modul N zugleich Hauptrepräsentant für jeden dieser Moduln q^. 
Nach dem soeben Gesagten sind daher die Größen tpf^ zu jeder der Prim- 
zahlen q prim, und sie werden demnach auch zu der Zahl N relativ 
prim sein. 

Die n mittleren Koeffizienten einer beliebigen quadratischen Form 

können stets durch die - - seitlichen Koeffizienten dieser Form und 

durch die aus den ersten /*(= 1, 2, ..., n) Reihen dieser Form gebildeten 
symmetrischen Unterdeterminanten ausgedrückt werden. Beachten wir die 

besonderen Werte, welche die - -z — seitlichen Koeffizienten in einem 

Hauptrest für den Modul iV besitzen, so gelangen wir zu dem folgen- 
den Satze: 

2. Wenn die Form 9? einen Hauptrepräsentanten der Klasse f für 
den Modul "N vorstellt, so kann vermittels der n + 1 zur Form 9 ge- 
hörigen Zahlen ^>J,{j^^^\ 1, 2, ..., n) ein Hauptrest der Klasse f für den 
Modul N gefunden werden. 

Ist N beispielsweise ungerade, so liefert ein Hauptrepräsentant ^> 
(mod iV) uns den Hauptrest 

Minkowskif Uesamniolte Abhandlnngon. I. 3 
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9> = 






O1O9 



?»?» 
^.9'«' 



• — — — 



ÖlÖj ...ö^_i 



<y « 



N ^n 



-l9^i.-lJ 



(mod iV). 



Ein wenig umständlicher gestaltet sich der Ausdruck des Hauptrestes 
(mod N) durch die Größen (p^, wenn der Modul N gerade ist und nicht 
alle Invarianten 6j^ der Form fp gleich 1 werden. Wenn N =« 2' ist, 
müssen wir^ um vermittels der Zahlen (p^^ eines Hauptrepräsentanten 
einen Hauptrest zu finden, so viele willkürliche ungerade Zahlen fL ein- 
führen, als es Invarianten 6^ gibt, welche gleich 2 ausfallen. 

Wir nennen eine Form tj; (f^ f) eine Grundform der Klasse f für 
einen Modul Nj sobald die aus den ersten h Horizontal- und Yertikal- 
reihen der Form ^ gebildeten symmetrischen Determinanten Werte (fx^k-^i^k 
erhalten, -in welchen die Zahlen ^^^ zu N relativ prim sind. 

Es ist leicht einzusehen, daß die Klasse f für einen jeden Modul N 
Grundformen enthält; denn treten in dem Modul N die Primzahlen 
^ij 9t%} ' ' ' } 9ico ^^^y ^^ bildet nach dem Satz 1. offenbar jeder Haupt- 

repräsentant in bezug auf einen Modul N* = 9.i9t • • • ? '*^ [^c ^ ^iSitit 
c « 1, 2, . . ., Cq] eine Grundform für den Modul N. 

Wir haben die folgenden Sätze: Eine Grundform für einen Modul N 
ist Grundform für alle in N enthaltenen Faktoren; und umgekehrt: Eine 
Form, welche für gewisse Primzahlen q eine Grundform ist, steUt auch 
für jeden Modul N^ der nur durch diese Primzahlen q teilbar ist, eine 
Grundform vor. 

Mit Hilfe von Betrachtungen, welche denen in Kap. U angesteUten 
analog sind, kann man den Satz beweisen: 

3. Jede Grundform ^ für einen Modul N kann vermittels einer Sub^ . 
stitution 



s 



h Ä 



,«," 



1 «n 

X, . . . , Oj 



Ij 



in einen Hauptrepräsentanten g> für einen jeden Modul Nq, der keine 
anderen Primzahlen enthält als der Modul N, übergeführt werden. 

Man sieht, daß die Substitution S die Werte der n+ 1 Größen ^^ 
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angeändert laßt, so daß für die Form q>^StlfS die Relationen g>^'='th 
gelten. Da nun einerseits nach 2. aus den Größen g)j^ eines Hauptrepra- 
sentanten fp (mod Nq) sofort ein Hauptrest der Klasse f für den Modul ^q 
gefunden werden kann und andererseits die Zahlen tj^ der Grundform ^ 
(mod N) mit den Zahlen q>j^ übereinstimmen, so können wir auch un- 
mittelbar von der Grundform ^ ohne Zuhilfenahme der Form g> zu 
Hauptresten der Erlasse f für den Modul Nq gelangen, und wir erhalten 
den Satz: 

4. Eine jede Grundform ^ (mod N) führt unmittelbar zu Hauptresten 
in bezug auf jeden Modul N^y welcher keine anderen Primzahlen enthält 
als der Modul N, 

Insbesondere schließen wir hieraus: 

F. Eine jede Grundform tj; für eine Primzahl q liefert Hauptreste für 
alle Moduln qK 

Die Bestimmung einer Grundform ^ für eine Primzahl q kann sehr 
leicht geschehen. Denn es besteht der folgende Satz, in welchem X{q) — l 
die Zahl der durch q teilbaren Größen ö^^^o^öf^,^^ (A =» 1, 2, . . ., n — 1) 
bezeichnet: 

Eine jede primitive Form f kann durch höchstens n —- X{q) Substitu- 
tionen von der Art 

und durch höchstens n—-l Substitutionen von der Art 

in eine Grundform ^ für die Primzahl q transformiert werden. 

Die Substitutionen P(;,m) ^^^^ offenbar sehr einfach auszuführen, da 
sie im Grunde nui* eine Yertauschung zweier Reihen der quadratischen 
Eoeffizientensysteme bedeuten. 

n. Wenn für eine primitive Form f die Zahl «^ä-i^ä^a+i ^^^ch eine 
Primzahl q teilbar ist, so gibt es unter den A-reihigen symmetrischen 

Determinanten Bj^{f) der Form f solche, für welche die Zahl — \— '=^\(f) 

^a"a-i 

zu q relativ prim wird. 

Beweis: Es sei zunächst q^p. Ein Hauptrepräsentant g> (mod 
rf>p^^)) der Klasse f läßt einen Rest 



9 = 



. . ., 



p"i T «^ T • • • T »"A- 1 £^ 

Wh + O»» + • • • + OJA /v 

A + 1^ 



^r.),+0.,+ ...+OJA|;^ 



3*" 



(mod p^. 
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Aus demselben ersehen wir, daß die höchste Potenz von py welche in 
der Determinante 



/1,2,...,/A 



aufgeht, gleich p^f'-t ist, während die höchste, in allen übrigen A-reihigen 
Determinanten ,. . 

^\h h h ) 

NAj, Aj, . . ., A^/ 

der Form (p enthaltene Potenz von p gleich jp«'a-i + *"a wird. 
Geht 9 in die Form f durch die Substitution 

n 

über, so bekommen wir für die symmetrischen %- reihigen Unterdeter- 
minanten der Form f die Gleichungen 

^^ /*1 ' *J » • • • » *A \ it(*1 » *J » • • • » W IT (m » *1 1 •••>'*) 

-D Gl, ^2, • • • > = ' ("lT2T:TÄy .-(172777^) 

Dieselben liefern infolge der soeben gemachten Bemerkung die Kongruenz 

oder 

(2) L{l„l„..., l,) ^ <p, . (ü-|J^' '^^' • • -'^ ^^p' (mod r*''0- 

Die Zahlen U)^' ^ ' n können keinen gemeinsamen, von 1 ver- 

schiedenen Teiler besitzen; denn ein solcher Teiler müßte zugleich die 
Determinante \u/^\ teilen, und diese könnte mithin nicht gleich 1 sein. 

Es müssen sich demnach unter den Zahlen ^7,.*' *'***' *v solche be- 

(1, 2, ..., A) 

finden, welche zu p prim ausfallen. Wenn nun die Größe <fk^iOj^6f^^^ 
durch p teilbar ist, so wird offenbar G)^{p) ^ 1, und es entspricht alsdann 
infolge der Kongruenz (2) einer jeden durch p nicht teilbaren Zahl 

jjKif i^ ' ' -7 h) gjj^g durch p nicht teilbare Zahl A(/i, /,, . . ., ZJ. Hier- 
aus erhellt die Richtigkeit unseres Satzes für den Fall g=i>. 

Wenn g = 2 ist, so gelangen wir durch Betrachtung eines Haupt- 
repräsentanten (p (mod2'>2^(*0 in ähnlicher Weise zu einer Kongruenz 

(3) A (Zj, Z„ . . . , y s gp, • X,f (mod (r,_i2'-*(*)tf»^,), 
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und diese Kongruenz zeigt uns^ daß unter den Größen ^(1^,1^, . , ,yl^) 
sich ungerade befinden müssen, sobald <y*_iö;^<y^^i = (mod 2) wird. — 
Dieses letzte Resultat erhalten wir einfacher, wenn wir beachten, daß 
einerseits 6j^ gleich 2 sein müßte, sobald aUe AQ^,!^, , , .,1^ gerade 
werden, während andererseits nach Kap. lY, Absatz II zu einem <fk-i^h^h^i 
= (mod 2) stets ein 6j^ gleich 1 gehört. 

Aus jeder Grundform ij; in bezug auf eine Primzahl q können wir 
nach dem Satz F. für einen jeden Modul q^ Hauptrepräsentanten g> her- 
leiten, deren Zahlen (p^^ den Zahlen tlf^ gleich werden. Infolge dieses 
Umstandes dürfen wir die Kongruenzen (2) und (3) durch die Kon- 
gruenzen 

und 

ersetzen, welche resp. für eine Grundform ^ (mod j>) und V' (mod 2) gelten 

werden. 

«-1 

Für eine Grundform ^ in bezug auf den Modul 2 Jjof^ müssen 

offenbar sämtliche Kongruenzen (4) und (5) zu gleicher Zeit statthaben, 

«-1 

und wir bekommen daher für eine Grundform ^ (mod 2 JJoJ die Be- 

Ä=i 

Ziehungen 

dieselben liefern uns für irgend zwei beliebige Zahlen A^(/*) und A^'(/') 
eine Kongruenz 

a;(/) • a;'(o = [£^r(nv (mod 6,_,o,0,^,). 



Kap. VI. Formeugruppen für einen Modul N. — Charaktere. 

L Zwei Formen g) = { a^^^ } und ^ = { Ä* } heißen kongruent nach einem 
Modul N, wenn sie den sämtlichen Kongruenzen a,.^ = ß^^ (mod N) ge- 
nügen, d. h. wenn sie für den Modul N den nämlichen Rest ergeben. 
Gleicherweise nennen wir zwei Formenklassen f und g für einen Modul N 
kongruenty wenn sie irgend zwei nach diesem Modul N kongruente Re- 
präsentanten enthalten. Wir drücken die Kongruenz zweier Formen q> 
und ^ durch das Zeichen == [^ = ^ (mod iV^] und die Kongruenz zweier 
Klassen f und g durch das Zeichen ~ [f^g (mod N)] aus. 
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Wir beweisen den Satz: 

Wenn f&r irgend zwei Repräsentanten tp und ^ zweier Klassen f 

und g eine Kongruenz 

9> = ^ (mod N) 

bestellt, so kann zu jeder Form f^ der einen eine Form g^ der anderen 
Klasse bestimmt werden, welche ihr nach dem Modul N kongruent ist. 
Denn wenden wir irgendeine Substitution S gleichzeitig auf beide 
Formen tp und ^ an, so gehen dieselben in zwei Formen (p^ (f^ (p) und 
V'o (r^ ^) öt)er, welche ebenso wie tp und ^ einer Kongruenz 

9)0 = to (mod N) 

genügen. Nun können wir S so wählen, daB (Pq = /q wird. Dann wird 
das betreffende Vo ^®^ Klasse g gleich g^ = /J, (mod N) werden. 

Nach diesem Satze enthalten zwei Formenklassen, welche für einen 
Modul N kongruent sind, lauter gleiche Formenreste für den Modul N, 
Daraus folgt: 

G. Sind zwei Formenklassen g, und g,, einer dritten Formenklasse f 
nach dem Modal N kongruent, so sind sie auch untereinander nach dem 
Modul N kongruent. 

Denn ist g,'c:^f (mod N) und g„ ckf (jOioi N), so stimmen sowohl 
die Reste der Klasse g, für den Modul N als auch die Reste der Klasse g„ 
für den Modul N völlig mit den Resten der Klasse f für den Modul N 
überein. Es werden demnach auch die Reste der beiden Klassen g, und g,, 
für den Modul N einander gleich sein, d. h. es wird wirklich g/C^g,, (mod^ 
werden. 

Der Satz 6. zeigt uns die Möglichkeit einer Einteilung aller Formen 
in eine endliche Anzahl von Gruppen in bezug auf einen Modul N^ in- 
dem wir zwei Formenklassen in dieselbe oder in yerschiedene Gruppen 
(mod N) aufnehmen, je nachdem sie in bezug auf N kongruent sind oder 
nicht. Es werden alsdann sämtliche Klassen einer und derselben Gruppe 
modulo N untereinander kongruent sein, während zwei Klassen aus yer- 
schiedenen Gruppen modulo N inkongruent sein werden. 

Es leuchtet ein, daß die Anzahl aller verschiedenen Gruppen für 
einen Modul JV, zu welchen wir durch diese Einteilung gelangen, not- 

wendig eine endliche ist. Denn es gibt gewiß nicht mehr als N * 
verschiedene Gmppen für den Modul N^ da doch eine jede quadratische 

w(«+l) 

Form /*= [o^tk] nach dem Modul N mindestens einer der N * Formen 
{.R^;^} (Ilij^=' I7 2, . . ., N) kongruent sein muß. 

II. Wenn der Modul N ein Produkt aus Cq zueinander relativ piimen 
Zahlen N^^ N^, . . ., N^ ist, so erfordert das Bestehen einer Kongruenz 
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f^g (mod ^ 

das gleichzeitige Bestehen der c^ einzelnen Kongruenzen 

f^g (modJV;) (c- 1, 2, ..., c^), 

und umgekehrt findet die erstere Kongruenz wirklich statt, sobald die c^ 
letzteren Kongruenzen sämtlich erfüllt sind. 

In der Tat ist jeder Rest der Formenklassen f und g in bezug auf 
den Modul N zugleich Rest dieser Formenklasse für die sämtlichen 
Moduln N^, Ist also fStg (mod^), so wird auch f^g (mod ^^) sein. 

Falls umgekehrt die c^ Kongruenzen 

fc^g (modiV;) (c- 1, 2, ..., c;,) 

alle erfüllt sind, so können wir zunächst in der Klasse f gewiß c^ Formen 

(p^ imd in der Klasse g ebenfalls c^ Formen ^^ angeben derart, daß die c^ 

Kongruenzen 

9>o = *c (modJV,) (c=l, 2,...,c^j) 

statthaben. Darauf können wir nach Kap. III, Absatz I in den Klassen f 
und g je eine Form q) und ^ angeben, welche den Kongruenzen 

g> = g>c (P^^^ ^c)} t^tc (™od iV,) (c= 1, 2, . . ., Co) 
genügen. Die Koeffizienten dieser beiden letzten Formen g> und ^ sind 
nun in bezug auf die sämtlichen zueinander primen Moduln N^, also auch 
in bezug auf den Modul N ^ N^N^ . , . N^ kongruent; mithin wird 

g> = V' (mod N) , 
und hieraus ergibt sich auf der Stelle 

frCg (mod -^). 

Wählen wir für die Zahlen N^ die verschiedenen in N enthaltenen 
Primzahlpotenzen q', so zeigt sich, daß die Untersuchung von Gruppen 
für einen beliebigen Modul N auf die Untersuchung von Gruppen in bezug 
auf Primzahlpotenzen q^ hinausläuft. 

III. Wir wollen die notwendigen und hinreichenden Bedingungen für 
die Kongruenz zweier Formenklassen nach einem Modul N auffinden. 
Nach Aufstellung dieser Bedingungen werden wir dazu übergehen, zu 
prüfen, ob es verschiedene Formenklassen von demselben Index I gibt, 
welche nach allen überhaupt möglichen Moduln kongruent sind, und aus 
diesen nach jedem Modul kongruenten Formenklassen werden wir die 
Genera von Formen bilden. 

Nehmen wir an, die Klassen f und g seien nach dem Modul N kon- 
gruent, und setzen wir femer, der größeren Einfachheit halber, voraus, 
daß f und g in bezug auf N primitiv sind und daß die Faktoren gf (^>0) 
von N für ein q^p die Potenzen p^n-iiP) und für ein g — 2 die Po- 
tenzen 2*»«-i<*^, welche den Formen f und g entsprechen, übersteigen. 
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1. Nach den soeben bewiesenen Sätzen besitzen die Formenklassen f 
und g fiir einen jeden der in N aufgebenden Moduln q^ yoUstandig die- 
selben Reste und folglich auch dieselben Hauptreste. Aus der Gestalt 
dieser Hauptreste für die Moduln g'(>g^^*)) können wir aber die Werte 
der Zahlen 

r^y (TS . . .; ^"-^ 
und, wenn g = 2 ist, auch die Werte der Zahlen 

welche zu den beiden Klassen f und g gehören, unmittelbar ablesen. Folg- 
lich müssen die Formen f und g für alle in N aufgehenden Primzahlen q 
dieselben Größen q^'h und, falls q^ 2 ist, auch dieselben Größen <y^ 
darbieten. 

2. Es seien A(/') und A(^) die Determinanten der Formen f und g. 
Für A(g) =^ W^\ besteht die Beziehung 



1,« 
1=1 •<* 



^(0)-2h,t1}+'2'- 



Hierin ist die größte Potenz einer Primzahl g, welche in allen --i - > 
2->., ■ aufgeht, für ein g^^ gleich j)^«-«^^^ und für ein g = 2 gleich 

^«-1 ■ 2^»-8(*^ Verändern wir also die Koeffizienten der Form g Um Viel- 
fache der Größe q^, so wird die Determinante von g sich um Vielfache 
der Größe p^-^^n-iip) oder der Größe ^^_, • 2'+^'»-8(*) ändern, je nachdem 
q =p oder g «= 2 ist. Erinnern wir uns, daß es zu f äquivalente Formen /^ 
gibt, für welche f^^g (mod N) ist, so schließen wir daraus im Falle 
<7 « |) die Kongruenz 

d,(f) = t^ig) (mod y+^/i-2(p)) 

und im Falle g = 2 die Kongruenz 

£^(f)^£^(g) (mod(y„_,.2'+^-2(»)). 

3. Man kann gewisse als Funktionen der Koeffizienten der Formen f 
und g ausdrückbare Einheiten angeben, welche für f und für g dieselben 
Werte annehmen. 

Wir bezeichnen durch <^a^ä-i^ä(/^) ^^® symmetrischen 7<-reihigen 
ünterdeterminanten, welche sich aus dem quadratischen System der 
Form f bilden lassen, und durch (ij^dh_i{fi) alle aus h Reihen einer be- 
liebigen Form der Klasse f bestehenden Unterdeterminanten. Die Reste 
der Zahlen ^k^k^xifj) für einen Modul N sind ojBFenbar durch die Reste 
der Formenklasse f für den Modul N schon völlig bestimmt. Wenn also 
zwei Forraenklassen f und g für den Modul N gleiche Reste lassen, so 
nehmen auch die Zahlen Of,df^_^(ff^ und (^k^h-iiffh) ^^^ ^^^ Modul N 
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koBgmente Werte an. Daher sind die Eigenschaften der Kongruenzen 

für die Gruppe, welcher die Form f fttr den Modul N angehört, charak- 
teristisch. 

Wir sprechen den Satz aus: 

Wenn die Kongruenz (f^) = mj^ (mod ^q) [l^Ä^n— 1] für ein be- 
stimmtes m^ Lösungen besitzt, so sind auch alle weiteren Kongruenzen 
(fj^ = nij^Z^ (mod Nq) lösbar, in welchen Z eine beliebige zu Nq relativ 
prime Größe bedeutet. 

Denn besitzt die Kongruenz (/*J = m,^ (mod Nq) Lösungen, so muß 
es in der Klasse f eine Form <t> geben, welche eine A- reihige symmetrische 

Determinante <fk^h^i^Hi^) ^ ^h^h-i^^h (^^^ ^h^h-i^o) ai^fweist. Da die 
Zahl Ä ^ 1 und ^ w — 1 ist, können wir annehmen, daß in dieser Deter- 
minante Glieder aus einer gewissen, etwa der /*•" Reihe des Systems <t>, 
dagegen keine Glieder einer gewissen andern, etwa der J^^ Reihe dieses 
Systems erscheinen. Weil die Zahl Z zu N^ relativ prim sein soll, können 
wir eine Zahl Z^ bestimmen, welche der Kongruenz 

ZZo EH 1 (mod JVo>) 
oder einer Gleichung 

genügt. Durch die Substitution 

x^ =- Zxt + zN^Xj^y x^ = ^o-^o< + ^0^*' 

\^i = Zxi Xj^= ^ x; (mod i^o)] 

von der Determinante 1 geht dann die Form <t> in eine Form <t>Q über, 
in welcher an die Stelle der Determinante 6^d^_^^^{<i>) offenbar eine 
Determinante 

getreten ist. Die Zahl A^(c|)q) ist gleichfalls eine der Zahlen (f^, imd 
es besitzt sonach die Kongruenz (f^) == ni^Z^ (mod Nq) in der Tat 
Lösungen. 

Aus dem vorstehenden Satz ersehen wir, daß bei einer Untersuchung 
der Kongruenzen (/*J = tn^ (mod Nq) vor allem der quadratische Charakter 
der Zahl m^^ in Betracht kommen wird. Nehmen wir beispielsweise an, 
der Modul Nq sei eine Potenz einer Primzahl p (Nq = p^) und die Kon- 
gruenz (/*J = m,^ (mod jp'«) nicht für alle zu p primen Zahlen ntj^ lösbar. 
Dann ist diese Kongruenz entweder nur für alle solche zu p primen m^ 
lösbar, welche quadratische Reste von p sind, oder nur für alle solche zu 
p primen m^, welche quadratische Nichtreste von p sind. Wenn wir den 



42 Zur Theorie der quadratischen Formen. 

Formen f im ersten Fall einen Charakter \^~-\ «= + 1 zuteilen, dagegen 

im zweiten Fall einen Charakter (— j = — 1, so kann die Einheit (— )> 

welche der Form f entspricht, dazu dienen, die Gruppe, welcher die 
Klasse f für den Modul p^-^h-iip) angehört, von anderen Gruppen nach 
diesem Modul zu trennen. 

Wenn wir zeigen sollen, daß die Größen (f^) einer Klasse f gewisse 
gegebene Charaktere besitjsefi, so genügt es, die beiden folgenden Punkte 
festzustellen: 

1, daß die ZaJilen ^j^(q>) einer bestimmten Form (p der Klasse f wirk- 
lich die gegebenen Qiaraktere besitzen; 

2. daß, wenn die ZaJden A;^(<t>) einer beliebigen Form <t> der Klasse f 
diese Charaktere besitzen, alsdann auch die Zahlen Aj^(JP) aller aus O ver- 
mittels Substitutiofien 

^{i^k) ' ^,- = ^o ^* — i ^< + ^k 

hervorgehende}^ Formen F dieselben Charaktere besitzen. 

Sind diese beiden Punkte festgestellt, so müssen die sämtlichen (/]^) 
der Klasse f wirklich die gegebenen Charaktere besitzen. Man sieht dieses 
auf der Stelle ein, indem man von dem bekannten Satze Gebrauch macht, 
daß eine jede ganzzahlige Substitution Ton der Determinante 1 sich in 
eine Reihe von Substitutionen 5,^^^ zerlegen läßt. — Diesen allgemeinen 

Weg zur Entscheidung über die Existenz Ton Charakteren schlagen wir 
jetzt in einigen Beispielen ein. 

Blicken wir zunächst auf die Hauptrepräsentanten q> für einen Modul g^ 
zurück, so machen wir die folgenden Beobachtungen: 

(g=j>). Wenn Oj^ = (mod p) ist, so werden alle Zahlen \(jp) 
eines Hauptrepräsentanten fp (modp^^p^n-^^^^) mit Ausnahme einer ein- 
zigen kongruent Null (modp), und dieses eine zu p prime ^^(g)) besitzt 

selbstrerständlich einen bestimmten Charakter r-*^j. 

(5^ — 2). Wenn <y^_jö^<yj^^j = 4 (mod 8) ist, so sind die Aj^(g>) eines 
Hauptrepräsentanten 9> (mod 2'>^,_i-2*'«-»(*^) zum Teil =0(mod4), 
zum Teil =tf(=±l) (mod 4). Wenn öf^^^o^öj^^^^O (mod 8) ist, so 
werden alle ^f^((p) eines Hauptrepräsentanten fp (mod 2'><y„_i*2''»»-i^^) 
mit Ausnahme eines einzigen = (mod 4), und dieses eine ist ungerade. 
Im Falle (fH-i^h^h-^-i^^ (mod 8) besitzen also die ungeraden Aj^(g>) einen 

Charakter (—1) ^ und im Falle ^^A-iÖA^y^^i = (mod 8) zwei Cha- 

Ahivtli / 2 \ 

raktere (— 1) ' und ( . . J , während die geraden \((p) in diesen 
beiden Fällen = (mod 4) sind. 
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Diese Bemerkungen; welche sicli unmittelbar aus der Gestalt der 
Hauptrepräsentanten <p ergeben , lassen vermuten, daß einer Formen- 
klasse f im Falle ^tk-i^h^h-k-i^^^ (modjp) ein Charakter (— ), im Falle 

^A-i^A^A+i = ^ (mod4) ein Charakter (— 1) * und im Falle (ii^^iOj^<ik^i^^ 

(mod 8) ein Charakter \jp\ angehört. Wir bestätigen diese Vermutung, 

indem wir den Satz beweisen: 

Ist <yjk.iOA<yjk+i = (modp) oder =0 (mod 4) oder =0 (mod 8), 
80 besitzen die Größen \{F) einer Form Fy welche aus einer anderen 

Form <b(nuf) vermittels einer Substitution 8^^ hervorgeht, dieselben 

quadratischen Charaktere in bezug auf die Moduln p oder 4 oder 8 wie 
die Zahlen ^^(0). 

Beweis: Die %- reihigen symmetrischen ünterdeterminanten der 
Form Ff 

werden gleich den Größen 

(6) **''-**-^««'G'"*""'H' 

sobald sich unter den Zahlen Aq, Jc^, . . ., kf^^^ entweder sowohl i als k 
oder weder i noch k befinden; dagegen werden diese Determinanten gleich 
den Ghrößen 

^^ "^[i k k )^ "^[kk k 1'^ "^[kk k 1 

sobald k^ » i wird. Es ist klar, daß unser Satz für diejenigen Zahlen JP^ 
statthat, welche aus den ersteren Größen Df entspringen, da sie mit ge- 
wissen der Zahlen 0j^ übereinstimmen. Die Zahlen JP\ dagegen, welche aus 
den letzteren Größen Df entspringen, gewinnen mit Hilfe des bekannten 
Determinantensatzes 

/t, \, ..., tjk_i\ /Ä, A'i, ..., kj^_{\ ^ r fiy k^, ..., ^*-i\"| 
\*> ^* •••; ^A-l/ \^? ^1? • • •> ^A-i/ L \kf kl, . ..,kj^_i/ j 

-^*il"""v~")^<t>C'l'^""'l"-") 

\Äi, . . ., rCf^^i/ \t, kj K^y ,, ., kf^^J 

oder 
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die Gestalt 

^* ^* V^ ± ^/.o;7 + öf,<t>;: 

Ist jetzt zunächst 0^ = (mod/)), so sind die Zahlen O^^' und <t>/' 
entweder beide = (mod p), oder es wird wenigstens eine derselben 
relativ prim zu p. Im ersteren Falle wird infolge der Kongruenz 

<»>;v-(<t>/:'T==o(modo,) 

auch <|)^''"=0 (modj>), und der Ausdruck i^* = 0/+ — 0^''"+ O/' ist 

A 

also gleichfalls =0 (modp)] im letzteren Falle ist entweder 

.?0; ^^^' afO]' 

durch p teilbar, und F^ erhält daher einen Wert 

-<I>;(1±^')' oder ^0;'(l±;^y' (mod,,). 

In beiden Fällen besitzt offenbar F^ keinen andern quadratischen Charakter 
in bezug auf p als die Zahlen O;^. 

Sobald <^A-i^A^A+i =^ (mod 8) oder =0 (mod 8) wird, ist die Zahl ö^ 
immer gleich 1. Wird hier eine der Zahlen O/, O/' ungerade, so ist 
das betreffende JF\ nach dem Modul 4 oder 8 entweder 

-<J>;(l±i^) oder .-0;'(1±^„); 

wenn dagegen O^' sowohl als <i>^' kongruent Null (mod 4) wird, so ist 
wegen O/O/'— (OV'j* = (mod öf^^^Oj^ö^^^) O,;" gerade, und der Aus- 
druck F^ = (D;± 20;»" + O;' erhält gleichfalls einen Wert = (mod 4). 
Demnach besitzen die JF\ immer dieselben quadratischen Charaktere für 
den Modul 4 oder 8 wie die O;^. 

Aus dem Satze II (Kap. V) ersehen wir noch, daß die Charaktere, 
welche wir soeben betrachtet haben, leicht aus einer jeden Torgelegten 
Form f erschlossen werden können, ohne daß es nötig wäre, f einer 
linearen Transformation zu unterwerfen. Denn sobald o^^ = (mod p) ist, 
gibt es unter den Größen A^(/'), welche ja selbst Zahlen (f,) sind, solche, 

die zu p relativ prim werden und für die demnach ( -' 1 = ( ) ^8*5 

und ähnlich gibt es in den Fällen (ff^_i0^6^^j^ ~0 (mod 4) oder =0 (mod 8) 
unter den Größen A^(/') immer ungerade, für welclie also resp. 

(_1) . =(-1) . »d u^)=© 

wird. 
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Eine zweite Methode zur Herleitung der Charaktere 

ergibt sich unmittelbar aus den Formeln (2) und (3) des Kap. V. 

Außer den Charakteren^ die wir bisher gefunden haben, gibt es noch 
eine Reihe weiterer Charaktere, deren Existenz mit Benutzung des quadrch 
tiscfien Iteziprozitätsgesetzes durch ein analoges Verfahren nachgewiesen 
werden kann. Wir behalten uns vor, die hierauf bezüglichen Bemerkungen 
bei einer anderen Gelegenheit ausführlicher darzulegen. 

Jetzt wenden wir uns dazu, den Fall /^ » 1 der Kongruenzen 
(/*J = mj^ (mod N^ zu diskutieren. 

Kap. YII. Über die Anzahl der Losungen der Kongruenzen 

f^ ^aiMOCtXh^m (modiV"). 

I. Wir bezeichnen die Anzahl sämtlicher für den Modul iV inkongruenten 
Lösongssysteme (XJ der Kongruenz 

n 

f^^a,^XiX^ = m (modN) 

durch f[m]N}. 

Gehören die Formen f und g zu derselben Gruppe nach einem 
Modul N, so wird 

(9) f{m;N}=g{m;N}. 



n 



Denn es möge die Form /' durch die Substitution ^i^^jS^ij]^ in 

eine äquiTalente Form f^^ g (mod N) übergehen. Wir gewinnen dann 
aus einem jeden Systeme (F^) (mod jY), für welches ^(F^) =/Jj(r'j) = w 



n 



(mod N) wird, ein bestimmtes System X^= ^ s/F^ (™od N), für welches 

f{X^) = m (mod N) wird, und aus zwei modulo N verschiedenen Systemen 
(y^) gewinnen wir wegen |s^*| = l stets zwei modulo^ verschiedene 
Systeme (X,). Folglich wird f[ni'^N)^g[m]N] sein. Aber auf die- 
selbe Weise schließt man f{7)r^N] ^g [m'^N], woraus sich die zu be- 
weisende Gleichung ergibt. 

Die verschiedenen Zahlen /*{w; -N"}, welche einer bestimmten Form f 
angehören, hängen einesteils von der Ordnung, andern teils von den Cha- 
rakteren dieser Form ab. Um dies zu zeigen, tun wir gut, anstelle der 
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Orößen f{m]N], welche im allgemeinen ziemlich kompliziert ausfallen^ 
Verbindungen derselben einzuführen, welche sich in einer einfacheren und 
übersichtlicheren Weise ausdrücken lassen. Zu solchen Verbindungen ge- 
langen wir durch Hinzuziehung von Einheitswurzeln. 
Es möge die Größe 

im o 

e ^^ =008-^ + 1 sm-^, 

welche eine primitive N^ Einheitswurzel vorstellt, gleich rjv gesetzt werden. 
Wir wollen die Summen 

(10) f[UN]ry + f{2;N}r'^'^ + --- + f{N;N]r^'^ 

N 

m = l 

betrachten, in welchen h eine ganze Zahl bedeutet. 

Infolge der Gleichung fj^=»l nehmen diese Summen f{h]N) für 
zwei nach dem Modul N kongruente Zahlen h gleiche Werte an. Erteilen 
wir der Größe h die N für den Modul N inkongruenten Werte 1, 2, . . ., -ST, 
so entstehen im ganzen N Größen 

ni;N), f{2;N),...,fiN;N), 

durch welche sich umgekehrt die Zahlen f[in]N) ausdrücken lassen. 
Wir bekommen 

N 

(11) f{ni;N)'^-^f{h;N)r-/'-'. 

Die Gleichungen (10) und (11) zeigen, daß die Untersuchung der 
Größen f[ni]N] vollständig auf eine Untersuchung der Größen f(h]N) 
hinauskommt. 

Für zwei nach dem Modul N kongruente Formen /' und g liefert 
die Gleichung (9) die Relationen f(li]N)-=g(Ji]N). Beachten wir, daft 
eine jede Form g, welche der Kongruenz g^f (mod N) genügt, einen 
Rest der Klasse f in bezug auf den Modul N vorstellt, so können wir 
den Satz aussprechen: 

H. Ist (p ein beliebiger Rest der Klasse /*, so gelten die Gleichungen 

f{/r,N)==(f{h',N) und f[m]N}'^(p[m]N). 
Es hat die Identität 

(12) ^f{nr,N]f;^''=-^r*/i^ 

statt, sobald in der zweiten Summe jede der Variablen |^ ein vollstän- 
diges Restsystem nach dem Modul N durchläuffc. — Denn erteilen wir einer 
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jeden Ghröße |, die sämtliclien N Werte = 1, 2, . . ., ^ (mod N), so nimmt 
/*(!,.) je /{l; .Ä^j-mal einen Wert =1 (mod -AT), je /*{2;^}-mal einen 
Wert = 2 (mod N)y usf., je f[N'^ ^|-mal einen Wert = N (mod N) an. 

UN 

In der Summe ^r^/^^*^ wird demnach je /*{ 1; -N'j-mal ein Glied t]^*, 

je f[2]N}'mBl ein Glied rj:*, usf., je f{N]N)-mdl ein Glied rjj[ * auf- 
treten, und daraus ergibt sich die Gleichung (12). 

Die Identität (12) liefert, mit der Gleichung (10) yerbunden, eine 
neue Definition der Größen f(h] N), nämlich 

Aus dieser Gleichung fließt leicht der folgende Hauptsatz, durch 
welchen die Bestimmung dieser Größen außerordentlich erleichtert wird: 

J. Wenn die quadratische Fomi f nach dem Modul N in eine Summe 
von quadratischen Formen f^ \\mit getrennten Variablen^ zerfällt: 

mi)^^f.m (modN), 

so wird 

nh;N)^f[f,ih;N). 

Denn bezeichnen wir die Variablen der einzelnen Formen f^ mit g^'), 
so erhalten wir die Relationen 

fÄh;N)=^r''J'<^^') (s- 1.2,. .,*„), 

deren Multiplikation unmittelbar 

ergibt. 

n. Die Größen f(h] N) sind infolge der Beziehung »^ =» 1 unab- 
lumgig von den besonderen Restsystemen, welche von den einzelnen Variablen 
^ durchlaufen werden. Wir schließen aus diesem umstände die Sätze: 

1) Wenn Nq ein Teiler von N ist, so gilt 

(13) ^(Ä5^o) = ©""-^(Af;i^)- 

*) Die Snmmen f{h] N) sind von Herrn Weber im Band 74 des Crelleschen 
Jonmak behandelt worden. 



48 • Zur Theorie der qumdimtischen Formen. 

Bekanntlich setzt sich ein jedes vollständige Restsystem für den 

V 

Modul JV aas ^, vollständigen Restsystemen für den Modul X^^ zusammen. 

Es ist daher , ^ , .. 

und hieraus geht sofort die Gleichung (13) hervor. Wenn insbesondere 
X eine Primzahlpotenz q' ist, so folgt für / ^ /q 

f(h; q'') = g— ('-« . f^h^-*", (f). 

2) Es ist 

f(hZ*;X)=f{h:X), 

sobald Z eine zu X relativ prime Zahl bedeutet. 

Wegen f(Zx^) = Z^f(x^ ist die Größe fQiZ*\ X) gleich der Summe 

*i 
Setzen wir nun Zx^ = J^ (mod X), so werden offenbar die Zahlen ^ zu- 
gleich mit den Zahlen x^ vollständige Kestsjsteme nach dem Modul X 
durchlaufen. Also wird diese Summe gleich fQi]X) sein. 

3) Wenn die Zahl X ein Produkt aus Cq zueinander relativ primen 
Zahlen X^ ist, so wird 

/•(/»; i^=]7/-(Ä-^;iV;). 

c=l '^ 

Beweis: Wir wollen die Zahlen ,, = J^c setzen. Jede dieser Zahlen L^ 

ist offenbar zu der entsprechenden Zahl X^ relativ prim, während sie durch 
alle übrigen Größen Xc* (c* + c) teilbar ist. Wenn wir in dem Ausdrucke 

g ^ L,&') + L,g('^ + • • • + LJ('^^ (mod .Y) 
die Größen g^^^ vollständige Kestsjsteme nach den Moduln X^ durchlaufen 
lassen, so erhalten wir X Zahlen, welche ein vollständiges Restsystem 
für den Modul X bilden. Denn es können nicht zwei von diesen X Zahlen 
nach dem Modul X kongruent sein, da aus einer jeden Kongruenz 

auf der Stelle ^ ^, . r y m / i »^ \ 

iJW = 4l«W (modA,) 

oder, weil die Zahlen L^ zu den Größen N^ relativ prim sind, 

|W = |„W (modiV,) 

folgen würde. Wir dQrfen demnach für die Größe /"(Ä; N) schreiben 



'\ 
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Darch Multiplikation der beiden Kongruenzen 

Cc Co 

c=l c=l 

erbalten wir, da das Produkt L^L^^ für zwei ungleicbe Indizes c und ^ 
gleicb N • -,^^- = (mod N) wird, 



^e^c- 



>k — >^i 



1*1* = ^^«*^'^'^^*^°' (modi^), 
also 



/^ 



c=l / c«l 



Demnacb bekommen wir für /"(Ä; JN^ die Gleichung 

Die Einzelglieder des Produkts in dieser Formel sind jetzt wegen 
r^ =- r^ gleich f{hL^] N^, und wir gewinnen wirklich die Identität, 

welche wir beweisen wollten. 

Wählen wir fiir die Zahlen N^ die verscbiedenen in N enthaltenen 
Primzahlpotenzen q*, so können mit Hilfe des soeben bewiesenen Satzes 
die Großen f(h] N) auf Größen /"(A; q') zurückgeführt werden. Es erhellt 
hieraus sofort, daß wir uns weiterhin auf die Betrachtung yon Größen 
/*(A; g^ für Primzahlpotenzmoduln q* beschränken dürfen. Wir brauchen 
femer nur solche Moduln zu untersuchen, welche gewisse Grenzen q^^^^ 
überschreiten. Denn es lassen sich mit Hilfe des Satzes 1) die Größen 
/*(A; q^) für Moduln q^ < q* stets durch Größen f(h] q*) ausdrücken. 

in. Um die Größen f(h\ q^ für einen Primzahlmodul q* zu finden, 
gehen wir tou einem Hauptrest q> der Klasse f für den Modul q* aus. 
Die diesem Reste (p angehörigen Größen 9 (A; q^ sind nach dem Satz H. 
den Größen f{h] q^ gleich. 

(g=jp). Wenn nun zunächst q[ ^ i^f ist, so zerfällt der Hauptrest 
if (mod|)') in eine Summe von Einzelformen von der Art 

F^ilii^a^ (modp'), [a relativ prim zu jp] 

und die Größen ^>{h''^'£f) können mit Hilfe des Satzes J. durch die Größen 




SÄ' 



dargestellt werden. 

Minkowikl, QMammelte Ablumdlangen. I. 
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(q == 2). Wenn hingegen q' = 2' ist, so zerfallt der Hanptrest g> 
(mod 2') in eine Summe Ton Einzelformen Ton der Art 

F= 2^al^ (mod 20 [« relatiy prim zu 2] 

oder von der Art 

Fo = 2^(a|» + «g§ + Äg^ (mod 2') [31 = 1 (mod 2)], 

und die Ghrößen 9 (A; 2^ lassen sich mit Hilfe des Satzes J. durch die 
(rrößen 

und durch Größen 

darstellen. 

Kap. ym. Bestimmung der Großen f{h',g^ in den elnfaclisten 

Fällen. 

I. Vermittels der soeben aufgestellten Sätze können die allgemeinen 
Größen f(h] q^ stets auf die drei Summen 

zurückgeführt werden. Wir wollen jetzt der Reihe nach die Werte dieser 
Summen aufsuchen. 

{q=^p)' Wenn r relativ prim zu p ist^ so beweist man leicht die 
Beziehung 

um (l]p) zu erhalten, betrachten wir einen Rest 

<t> = x^x^ = \^^' ^j {modp), 
jiir welchen 

ist Die Form besitzt nach unseren Sätzen einen Hauptreprasentanten 

/a, \ 
*o = L I = ö^* + «0 V (mod P), 

in welchem a und a^ zu p relativ prim sind. Die Determinante dieses 
Repräsenkanten 0q wird mit der Determinante von nach dem Modul p 
übereinstimmen müssen; wir erhalten daher 
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aao = — 1 (modjp), 



und es ist für die Form <t>, 






^e ' •=(''|^)(1;^)» = (-1) « (l;p)». 



<»o(i;i>)- 

Da nun wegen <i> c^ <t>Q (moi p) die Größen 4>(l;i)) und 4>o(l;jp) 



identisch sein müssen, so bekommen wir die Gleichung 



und wir können mithin 



(l;i,)« = (-l) »p, 
/p-iy 



setzen, wo die Größe d^ eine nur von p abhängige Einheit bezeichnet. 
Bekanntlich ist diese Einheit stets gleich + 1. 

Vermittels der Größe (1; p) kann man leicht die allgemeiue Summe 
(r;^^ ausdrücken, und wenn man t=^p^tQ (tq relativ prim zu p) setzt, 
erhält man die Gleichungen 

(14o) fÜr<-r^O: ir',p')=p', 

(140 mrt-T>0: (rip')'- (^)'~^p'^i^^~^~'\'. 

(g=2). Für die Summe (t;2') gelten, wenn man r=2^ro[TQ=l (mod2)] 
setzt, die Formeln 
(15o) für^-r<l: (r;20 = 2', 

(150 für^-T=l: (r;20-O, 

(15,) für ^ - T> 1: (r; 20 = (l + i(- 1)^) ©''"'^2^-*) 

Mit Hilfe der Summen (r; 2^ können wir jetzt den Wert der Summe 

I =-^ 6 «' [« = 1 (mod 2)] 

bestinmien. Wir wollen die Größe 4aa — ^^ durch D bezeichnen. 

Es möge zunächst r ungerade und ^ ^ 1 sein. Für einen Rest yon 

der Art 

fl, 0, ^ 

= |,«+2t(«|»+ Stil + «!») = 



0, 2Ta, T« 
lO, T«, 2räJ 



(mod 2'+») 



*) Qaaß, Summatioqaurandam serierum gingnlarinm. Gesammelte Werke, Bd. II. 

4» 
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wird 

0(1; 2'+i) - 4 >;c «"+' .^6 ^ - 4 . (1; 2'+^)I. 

Die Summe (1;2'+^) erhält nach der Gleichung (15,), da <+l nach 

i±l 
unserer Annahme größer als 1 ist, den Wert (1 + i)2 * , und wir be- 
kommen daher 

f + 6 

0(1; 2'+!)- 2 « (l + f)I. 

Die Form besitzt, da ihre Determinante ungerade ist und ihre 
beiden Invarianten tj gleich 1 sind, für den Modul 2*"^^ einen Haupt- 
repräsentanten Ton der Art 

»uO, 0' 
<l>o = 0; «8, = ajiCi* + a^x^^ + a, V (°^<>^ 2'+*), 
.0, 0, o,. 

in welchem die Ghrößen a^, a^, d^ ungerade sind. Da die Determinante 
der Form 0q der Determinante Yon für den Modul 2'+^ kongruent 
wird, so besteht die Kongruenz 

ajO^aj = jD-t* (mod2'+^), 
aus welcher 

a^a^a^ = — 1 (mod 4) 
folgt. 

Es müssen demnach Ton den Größen c^, (i%, a^ entweder eine oder 

drei ^—1 (mod 4) sein; wir erkennen leicht, daß der erste oder der 

zweite Fall eintritt, je nachdem die Einheit 

^J"J fli-l , fli-l Oi-l Oi-l Oi-l 

d - (- 1) « * « 2 ' « » ' « 

gleich + 1 oder gleich — 1 ist. Um zu entscheiden, welchen Wert diese 
Einheit annimmt, beachten wir, daß die Kongruenzen = 1 (mod 4) und 
0Q = 1 (mod 4) wegen ~ 0© (mod 2'+^ ^ 4) gleich viel Lösungen zu- 
lassen müssen. Nun finden wir die Anzahl der Lösungen der Kongruenz 

= 1 (mod 4) gleich 2* Fl + y ynn "^^ ^^® Anzahl der Lösungen von 
0Q = 1 (mod 4) gleich 2* ( 1 + yd) ; es wird daher die Beziehung 

bestehen. Für den Formenrest 0^ ergibt sich 

00 (1; 2'+0 - (a,; 2^+0 • (^i'. 2'+*) • (o,; 2'+^). 
Mit Hilfe der Formel (lö^) schließen wir hieraus, da t + 1> 1 ist, 
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Ox — l"ir o, — Inr o, — 1' 



1+1 "+* 



00 (1 ; 2'+ - [l + K- 1)*^* ] [i + »■(- 1)*^* ] [i + »(- 1)"^ * ] 

Ans der Kongruenz D-t^^a^a^a^ (mod2*+^^4) gewinnen wir die 
Gleichung 

ferner finden wir 

[n-»C-l)"»"][l + i(-lp"][l+«'(-lpT-2(l + »)*-2(l + t)(i) 
Also wird 

0o(l;2'+O"=(iy(l+O2^'. 

Da nun wegen ~ *o (»aod 2'+ ^ die Größen *(1 ; 2'+^) und 0o(l ; 2'+^ 
einander gleich sind, so erhalten wir 

Wenn die Größe r durch eine Potenz von 2 teilbar ist, so können 
wir T in der Form r "— 2^ro [tq = 1 (mod 2)] darstellen; und wir bekommen 
alsdann die beiden Formeln 
(16o) fÜrf-T^O: 1 = 2% 

(16i) für ^ - T> 0: I = (iy"''2'+^. 

II. Wir benutzen jetzt die gefundenen Summen zur Bestimmung von 
Größen q>{h\q*) für einige besonders einfache Reste 9 (mod g^. Wir 
stellen die Zahl h in der Form h = ^h^ Qiq relativ prim zu q) dar. 

(2"=JP)' I^i® Größen F{h\p^) eines Restes F = p^ al^ (moA p^) 
[a relativ prim zu jp] sind durch die Gleichungen 

gegeben. Es ergeben sich die Formeln 
far 5 ^ < - Jlf : FQi'.p^ ^p\ 

mrh<t-M: F{h',pf) = (^y-"'" V~»~i^^ ^ *;-^-*. 

Die Größen q>{h]p*), welche einem Rest 

angeboren^ genügen den Relationen 

X 
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X 

Setzen wir das Produkt |la^^{q>) (mod p*^^), so gewinnen wir die 

Formeln 

für h^t — M: 9>Q^]P^ = P"', 

für Ä < < - M: 

.(»;rt - (|))'-'-V*P-\^r'-«.T<'-'-'-'V<'--'.. 

Aus denselben ersehen wir, daß die Größen q>(h'^p^ sich in zwei 
Faktoren zerlegen lassen, von denen der erste eine Einheit vorstellt, 
während der zweite dem absoluten Werte nach mit (p(h]p^ übereinstimmt 
und allein von den Größen h, p*] x, M abhängt. Bezeichnen wir diesen 

zweiten Faktor durch q>(h]p^), so erhalten wir die Formeln 

für Ä^^-ilf: 9'(Ä;i)0=-9('';i^0; 

für Ä < ^ - ifcf: (p(Ä;2)0 = (|^)'"''"* • ^(Ir.p^). 

(g-2). Die Größen F(Ä; 2') eines Restes JP= 2^ag> (mod 2^ 
\a relativ prim zu 2] haben die Werte 

F(h] 20 = (A2^a; 20, 

und es ergeben sich die drei Formeln 

füxh>t-l-M: F(h', 20 = 2', 

für Ä = ^ - 1 - ilf: F{hy2') = 0, 

flir A</-l-ilf: F(A; 20 -U + *(-!) ' J (r^) 2 » . 

Die Größen 9(A;20 eines Restes 

X X 

,, ^ 2^(c^|,» + a,g,» + . . . + aj;) ^^J^'a^^'^^F, (mod 20 

1=1 1=1 

genügen den Gleichungen 

X 

y(A^20-7Jj;(A;20. 

X 

Setzen wir das Produkt / / «,• = (9) (mod 2'"^), so folgen die Relationen 

für Ä > ^ - 1 - ifcf: 9 (Ä; 20 = 2^', 
für Ä =. ^ - 1 - Jlf: y(A; 20 = 0, 
(17){fÜr h<t-l-M: 
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Die Größen 0(A; 2^ eines Restes 

1 1 1 

m If m 

sind gleich ^ 

<1>(A;20=/79,(Ä;20. 

Ans den Beziehungen (17) schließen wir fiir die einzelnen Reste 9, 
die Gleichungen 

(180) für Ä > ^ - 5 - ilf : q>Xh] 2") = 2'.', 

(181) fiir A = / - 5 - ilf : y,(Ä; 20 = 0, 
(ISg) fiir Ä < ^ - 5 - JJf : 

Wenn h'^t — M ist, so haben fiir die sämtlichen Größen gj,(^5 2') 
die Relationen (ISg) statt. In diesem FaUe findet sich daher 

(19o) fürÄ>^-ifcf: *(A5 20-2'^ 

Befriedigt die Zahl h die Ungleichung ^ — -M>Ä^f — m — -Sf , so 
können wir eine Zahl m^ aus der Reihe 1,2, ...^m angeben, für welche 
h = t — ftiQ — M ist. Dann tritt für die Größe (p^ (Ä; 2') des Restes 9^, 
welcher dieser Zahl /Hq entspricht, die Gleichung (18^) in Kraft, und es 
verschwindet daher diese Größe (p^Qi]2*), Demnach wird auch 0(/i; 2') 
gleich Null, und wir bekommen 

(19i) mr t^M>h^t-m-M: 0(A; 20 = 0. 

Fällt die Zahl h kleiner als t — m — M aus, so gelten für die sämt- 
lichen Größen 9,(A; 20 die Gleichungen (I82); es ergibt sich, wenn wir 



m 



JY(yJ = (0) (mod 2'-^-"»+^) setzen. 



«=i 



(19,) für^ — w--af>A: 



*(.^-M[...-:)==^]|öfe)-((^ 



m 
m 
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Das in dieser letzten Formel auftretende Produkt 






besitzt die Oestalt 



n =» J7[i + i(- ip ] . 



Wir wollen jetzt nachsehen, von welchen Argumenten ein derartiges Pro- 

dukt eigentlich abhängt. — Nehmen wir an, von den Größen (—1) * 
seien im ganzen Iq gleich — 1 und l — l^ gleich + 1, so erhält TT den Wert 

n =. (1 + i)'-'o(i - i)^ 

oder wegen der Beziehung (1 — i) — — i(l + i) den Wert 

n « (- l>»'o(i + iy. 

Nun ist 

i._,-'Mi'-[5-]_(_,)ffli--W, 

und die Größe i i-^-l wird offenbar gleich 1 oder gleich i, je nachdem 
Zq gerade oder ungerade ist. Wir können daher schreiben 

i'--'Lv] _ i+J-i)^ + l^J^^i » fv 

und wir bekommen die Gleichung 

n = (_ i)K [ii-tri)^ _ l^^i] (1 + 0'. 

Dieselbe zeigt uns, daß einerseits das Produkt TT durch die Zahl l 

und die beiden Einheiten (—1)^ und (— 1)L2J yoUständig bestimmt ist, 
während andererseits aus dem Werte von TT die Werte der Größen ?, 

(— 1)^, (— 1)L8J erschlossen werden können. 

Die Einheiten (— 1)\ (— 1)l^J lassen sich in der folgenden Weise 

durch die Einheiten (— 1) * ausdrücken: 

(- lyo = (- 1)*= 1 , (- ip J « (- iy< *" 

Denn da erstens — ^ — gerade oder ungerade wird, je nachdem (— 1) • 
gleich + 1 oder gleich — 1 ist, so erscheinen in der Summe ^. -^ — , 
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welche sich über alle Zahlen — r — erstreckt, im ganzen l — Iq gerade 
und Iq ungerade Glieder; die Summe ist daher = Iq (mod 2). — Zweitens 

Ol» 1 Oyt — 1 

wird die Große — ~- - • — r — ungerade oder gerade, je nachdem die 

Zahlen (— 1) * und (— 1) * alle beide gleich — 1 sind oder das 

Gegenteil stattfindet. Bilden wir daher die Summe >^ — x — 2 — 

über alle möglichen Kombinationen zweier verschiedener Indizes h' und 
Je", so treten in dieser Summe genau soviel ungerade Glieder auf, als Yer- 

bindungen von je zwei Größen (—1) * — — 1 und (— 1) * — — 1 

existieren. Unter den Iq Zahlen (— 1) * , welche gleich — 1 sind, gibt 

es nun oflFenbar im ganzen ^7^ - {= [yJ (mod 2)1 derartige Verbin- 
dungen, und es wird demnach 

Anstatt der Formel (1%) erhalten wir jetzt für < — m — Jlf > ä : 

(0)-i (0)-i 

0(A;2O 



l + (-l) > i-(-l) ' j 



2 2 



(0)-l Äo-1 

(-1) * ■ * • 



(19.) 






(_1) «'.0+«".O (l+j)'2'"* (-«•) 






m 



^I,(«-Jf-.-l-A) 

■©■"' 

Wir sehen, daß alle nicht -verschwindenden Größen 0(Ä; 2*) sich in 
zwei Faktoren zerlegen lassen, von denen der erste eine Potenz von 
f =y— 1 ist, während der zweite dem absoluten Werte nach mit 0(Ä; 2*) 
übereinstimmt und allein von den Größen h, 2^; m, Z,, Jf abhängt. Setzen 



wir diesen zweiten Faktor gleich 0(Ä; 2'), so gewinnen wir die Formeln 

(20o) mrh^t-'M: 0(Ä; 2') = 0(Ä; 20, 
(20i) für ^-Jtf'>Ä^^-m--af: <t)(A; 2') - 0, 
(20,) für t'-m-M>h: 
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«t»-i (<j))-i 



«D)-i »0-1 



l+(-l) » l-(-l) * . 

2 "2 *. 



( 1) * ' Q' ' " ' *((-«-)) C-;))---((.„^,',[»j)) 



^ ■ y - 



a^, — 1 Q^„ — 1 

Von Bedeatung für die Folge ist die Bemerkung, daß sowohl im 
Falle Z = 1 als im Falle Z = 2, (- 1) « = - 1 die Einheit 



gleich + 1 gesetzt werden muß. 

Für die Größen 0(//; 2') eines Restes 

* = 2^(a|«+ «Igt + «iO (mod 20 
gelten, wenn wir 4aa — Sl* = (0) (mod 2^+'"^ setzen, die Formeln 

für Ä ^ ^ - -af: 0(/*; 2^ = 2«' = 0(/i; 2'), 

für Ä < ^ - ifcf : 



worin die Größen 0(ä;2O allein von den Zahlen h, 2'; Jlf abhängen. 

Kap. IX. Charaktere der Hauptrepräsentanten und der Orundformen. 

Wir werden jetzt nachweisen, daß die Größen f{h]q^ einer allge- 
meinen Form f ebenso wie die Größen q)Qi\q^ der besonderen Reste y, 
welche wir soeben betrachtet haben, in zwei Faktoren von wesentlich 
verschiedener Art zerfallen. Der eine dieser Faktoren, den man durch 

fQi]q^) bezeichnen kann, hängt, wenn q=p ist, allein von den Zahlen 
p^k ^ und wenn q = 2 ist, allein von den Zahlen 2*"^ und 6^^ ab, während 
der zweite sich im Falle q =^p mittels einer, im Falle q = 2 mittels 
einer oder zweier Einheiten C darstellen läßt. — Diese Einheiten C 



werden sich dann umgekehrt durch Größen f{h]q^ und f(h]q*) aus- 
drücken lassen. Da aber sowohl die Größen f(Ji] qf) als die Großen 



fQ^'t sO ^^^ ^^^ ^^ bezug auf den Modul q* kongruenten Formenklassen f 
gleiche Werte erhalten, so werden auch die Einheiten C für alle nach 
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dem Modul q* kongruenten Formenklassen f die gleichen Werte annehmen^ 
d. h. diese Einheiten werden Charaktere der Formen f vorstellen. 

Die Charaktere C, zu welchen wir auf diese Weise gelangen^ werden 
sich zunächst als Funktionen der Koeffizienten eines Hauptrestes tp 
(mod q^ darstellen. Nun haben wir aber in Kap. V gesehen, erstens, daß wir 
die Koeffizienten eines Hauptrestes q> durch die n -|- 1 Zahlen tpj^ eines zum 
Hauptreste qp gehörigen Hauptrepräsentanten ausdrücken können, und 
zweitens, daß sich eine jede Grundform ^ (mod q) einer Klasse f in einen 
Hauptrepräsentanten tp (mod ^) transformieren läßt, dessen Zahlen ^^ den 
Zahlen i\ gleich sind. Wir können demnach auch die Einheiten C durch 
die Zahlen (pj^ eines Hauptrepräsentanten 9 ausdrücken, und wir werden 
alsdann die Werte dieser Einheiten unmittelbar aus einer jeden beliebigen 
Grundform t^ (mod q) herleiten können. 

1. Es möge zunächst q= p sein, und es sei f eine in bezug auf p 
primitive Form. Jeder Hauptrest (p der Klasse /' für einen Modul p^ 
(>!>*'" "^^''O besitzt dann die Gestalt 

9 = 9^1 + 9^2 + • • • + 9^;. ^2^i (uaody), 
9P. = p'^^-i^aW|;0|;o (mod^j. 

Wir finden daher nach Satz J. in Kap. VII die Größen q>(Ii]p^ =fQ^]P') 
durch die Gleichungen 

(21) <)p(/';i>')-J7^'(*5i'0- 

Die X + 1 Zahlen 

Mo = 0; Jlfi = v^^, M^ - 1;^^^, . . ., ifcf^.i = t;^^^^; M;^ = t 

befriedigen die Ungleichungen 

(22) M,<M,<M,<-'< M,_,<M,. 

Denn für ein i < X ist immer M^— M^_^ = ^^,.~~ ^> _, ^ ®^<^ 1; während 
wir für t = X gemäß unserer Annahme über t die Beziehung Mj^— ^x-i 
= < — i;^_j > bekommen. 

Wir wollen die X + 1 Zahlen 

einführen. Aus den Ungleichungen (22) ergeben sich sofort die Un- 
gleichungen 

(23) Äo > Äi > Ä, > • • • > Ä^.i > h^. 
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Wenn wir die Zahl h in der Form h^jp^^h^ (Äq relativ prim zu p) 
darstellen^ so gelten für die Großen g>t(h]p^ nach Kap. VUI, Absatz II, 
die Relationen 

(24o) fÜrÄ^Ä,.,: 9'*(A;i'0 - 9*(A;i>0, 

(24,) für Ä < K_, : q>,{h; p') - ^,(Ä; pO • (^f-'-\ 

in welchen die Faktoren 9;t(A; p^ nicht-verschwindende und allein von den 
Zahlen h,p^](o(jp) abhängige Zahlen bedeuten. 

Aus der Gleichung (21) und den Formeln (24) erkennen wir^ daß 
die Größen q>{h'^p*) außer von den Zahlen A;jp';co(p) nur von den Ein- 
heiten (^j abhängen können. Wir wollen diese Einheiten umgekehrt 

durch die Größen q>{h]p^ und 9^(Ä;pO ausdrücken. 

Wenn wir der Zahl ä die Werte 1, 2, . . .,jp* erteilen, so durchläuft 
der Exponent h das Intervall t, t—1, . . ,, 0, Beachten wir, daß Äq — ^ 
und )^;i =- ist, so leuchtet ein, daß dieses Intervall mit dem Intervalle 

Ao; "'if "19 • • •; Ä;i-i; "^ü 

übereinstimmt. Falls wir von der Größe Ä » ^ absehen, für welche offenbar 
Ä=3|)*.S^ = (modp') und 9>(A;i?0 — i^*** ^^*; ^^^ daher eine jede der 
Zahlen Ä(-= ^ — 1, ..., 0) einer und nur einer Ungleichung 

(25) hi-i>h^h, 

genügen. Wir wollen die Zahlen h, welche der Ungleichung (25) ge- 
nügen, durch hf^^ und die diesen Zahlen h^^ zugehörigen Zahlen h durch 
W bezeichnen; die Zahlen A, deren h gleich h^ ist, mögen \ heißen. 
Infolge (23) erfüUt jede Zahl P die Ungleichungen 

(26o) h^'^^K >Ki>"'>h^i>K 

(26i) Ä(^ < A,..! < A...2 <"'<h < Äo- 

Folglich gehorchen alle Größen (PitQ^^^]P% deren Index k einer der Zahlen 
t -|- 1, i + 2, . . ., A gleich ist, den Gesetzen (24q) und alle Größen 
(Pi(h^*^jP^, deren Index 1c einer der Zahlen 1, 2, . . ., i gleich ist, den 
Gesetzen (24^). Für den Quotienten 

gewinnen wir demnach die Formeln 

{Ä«}^=.1 für Ä-f + 1, f + 2, ..., ;L 

und 

{*«)»-(>-)*""'"' ftirÄ-l,2,...,i. 
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Setzen wir die Einheit 



( 






X 



so ergibt sich für das Produkt / IVkO^^^'^P*) =" 9(Ä^'^;i>0' 

(27) y(Ä(0;2,o - 6,-^.--*^^ 9(Ä,.x;i>0 • JT#fi^ 

Nehmen wir jetzt an, es seien schon alle diejenigen Größen 9>(p* -Äq^pO 
bekannt, deren h die Ungleichung Ä ^ Ä,..^ befriedigt. Um alsdann zu 

einer Kenntnis aller Größen ^{f^'h^'^p') zu gelangen, deren h^hi ist, 
brauchen wir nur noch diejenigen Größen 9Cp*-Ao?jP0 aufzusuchen, für 
welche Ai-i>Ä^Ä, ist, das sind die Größen q>{U'^]p'), Aus der vor- 
stehenden Gleichung (27) ist nun einerseits klar, daß wir zur Bestimmung 
dieser Größen höchstens der Einheiten 6/<-i~* ' bedürfen, während 
andererseits diese Einheiten sich durch Größen q>(h]p^) und q>k(h]p*) aus- 
drücken lassen. Unter den Einheiten 6|^'-*~** befindet sich, da die 
Differenz A<_i — h^^ die Werte 

1, 2, . . ., h^^^ — Ä, ^ 1 

durchläuft, die Einheit 6^ selber. Wenden wir dieses Resultat der Reihe 
nach für die Werte i =— 1, 2, . . ., X an, so erhalten wir den Satz: 

Die Größen q)(h]p^ [t> ^n^iipj] hängen außer von den Zahlen p^^^^ 
von den X^ + 1 Einheiten 




e,- \^^^ •/ (»=o,i,2,...,u [00-1] 



ab, und umgekehrt können die Xp+1 Einheiten durch Größen q>(h]p^ 
imd durch die Zahlen jp***^) ausgedrückt werden. 

Sowohl die Einheiten 6^ als die Einheiten (— ) =» ^— sind also 

Charaktere der Form f. 

Wir drücken jetzt die Charaktere 6^ durch die n + 1 Zahlen (pf^ eines 
Hauptrepmsentanten aus, welcher den Rest 9 liefert. Zunächst erkennen 
wir, daß, die beiden Charaktere 6q und 6;^ nur von der Ordnung der 
Form f abhängen. Denn es ist 

8.-1 -!.(*.), 
imd für 62 erhält man mit Hilfe der Kongruenz 
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X 

die aus Kap. VI (S. 40) folgt, die Beziehung 



(-1)^ 



Die übrigen Charaktere 0,. lassen sich mit Bülfe der Kongruenzen 
durch die Einheiten . 

c.(P)-r;<) 

ausdrücken'. Diese Charaktere C{p) sind mit den in Kap. VI gefundenen 

Charakteren (— ) identisch. 

Die Anzahl derjenigen Charaktere C(p), welche nicht schon von 
vornherein durch die Ordnung der Form 9 gegeben sind, beträgt X^ — L 

n-l 

Nun ist für alle Primzahlen p, welche in dem Produkte JJoj^ nicht 

aufgehen, A^ ■= 1. Folglich werden nur diejenigen Primzahlen p, welche 
in diesem Produkt enthalten sind, besondere Charaktere C{p) liefern. 
Auf diesem umstände beruht es vornehmlich, daß die Anzahl aller un- 
abhängigen Charaktere, welche einer gegebenen Formenklasse f angehören, 
einen endlichen Wert besitzt. 

U. Es möge jetzt g = 2 sein, und es stelle f eine in bezug auf 2 
primitive Form vor. Wir betrachten irgend einen Hauptrepräsentanten q> 
der Klasse /' für einen Modul 2'> • 2*'n-iW. Sobald irgendeine In- 

Variante 6t der Form f den Wert 1 erhält, verschwinden von den Koeffi- 
zienten B,.^ (i < k) des Restes g> alle diejenigen modulo 2', für welche 
i^T und k> T ist. Wenn tfr = 1 ist, zerfällt demgemäß der Rest q> 
für den Modul 2' in zwei Einzelreste und 0q, von denen der eine, <l>, 
die T ersten Reihen des Restes 9 und der andere die n — T letzten Reihen 
dieses Restes enthält. Wir überzeugen uns ferner, daß der Rest zu 2 
primitiv wird, während die h()chste, in allen Koeffizienten des Restes 0^ 
aufgehende Potenz von 2 den Wert 2*'^ annimmt, sowie daß» die In- 
varianten (J des Restes O gleich ö^, ö^, . . ., (Jt-i ^^^ ^^^ Invarianten 6 
des Restes 0q gleich 0^+1? ^T+if • • •? <^n-i werden. Wiederholen wir 
diese Bemerkimgen für mehrere Invarianten <Tr = 1, so gelangen wir ohne 
Schwierigkeit zu dem folgenden Satze: 
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K. Wenn wir von den w — 1 Invarianten tj der Form f beliebige 
1/ — 1 auswählen, welche den Wert 1 haben, etwa 

(T, = 0) ÖT. = 1, 6t^ = 1, . . ., 6rj,_, = 1, (Jt^^, = 1, (T, = n) 

und die Zahlen T^ — T^_i = JT^ setzen, so können wir aus den -ST^ ersten 
Reihen von g> einen Rest 0^, aus den K^ folgenden Reihen einen Rest 
<t)j, usw., aus den Kl letzten Reihen von 9 eine Form 0^ bilden, und 
der Rest g> zerfällt für den Modul 2' in X Einzelreste 

9 = 01 + 02 H + 0L (mod 2'). 

Die Reste 0,. erscheinen als Produkte aus einem Faktor 2"^-! und einer 
zu 2 primitiven Form. Bezeichnen wir die iT/— 1 Invarianten ö dieser 
zu 2 primitiven Form durch P/'^ und die <K^— l Invarianten g)(2) dieser 
Form durch Q^('^, so bestehen die Relationen 

Einige besondere Fälle dieser Zerlegungen von q> in Formen 0^ haben 
wir schon im Früheren untersucht. 

So bekommen wir erstens die Zerlegung von q> in lauter Formen 

JP=2^a|« (mod20 
von einer Variablen oder Formen 

Fo = 2^(a5» + ?l|| + «|«) (mod20 

von zwei Variablen, indem wir für die Größen T^ ohne Ausnahme alle 
diejenigen Zahlen aus der Reihe 1, 2, . . ., n—l wählen, denen eine In- 
variante (Jt =' i entspricht. 

Zweitens entsteht die in den Kapiteln III und IV betrachtete Zer- 
l^ung von 9 in A Formen q)^, indem wir die Zahlen T^ gleich den 
X — 1 Zahlen ^,. annehmen, welche zu den X — 1 nicht -verschwindenden 
Zahlen co^^ gehören. 

Eine dritte Zerlegung des Restes 9, welche gleichfalls durch das an- 
gegebene Verfahren gefunden werden kann, wird uns jetzt zur Bestimmung 
der Größen g>(h] 2') dienen. 

Es mögen von den n — l Ghrößen <yf_i2*"«<y^^i im ganzen f* — 1 
(1 ^ f* ^ n) durch 4 teilbar sein, nämlich die folgenden 

während alle übrigen n — fi dieser Zahlen entweder gleich 1 oder gleich 2 
sein mögen. Nach Kap. IV, Absatz U bestehen alsdann die Relationen 

fix ' 1i ' ' >]f* — i ' ^fi — i 

Wir können demnach die Zahlen 7,. gleich den fi — 1 Zahlen ^1; ^s; • • -; 



64 Zur Theorie der quadratischen Formen. 

Vfi-i7 Vfi^i annehmen y und wir gewinnen dann eine Zerlegung von tp in 

(i Formen 

/* 

9 = 0j + 0j + . . . + 0^=^0^ (mod 20- 

i = l 

Die Größen 9) (A; 2') =»/*(&; 2^ werden sich dann aus den Gleichungen 

9,(Ä;2')-=/7«,(A;20 

bestimmen. 

Nach dem Satze E. müssen die Zahlen 

pw^2ßi"pw^ (* = l,2,...,i?,-i?,_,-l) 
mit den Zahlen 

übereinstimmen. Da nun diese letzteren Zahlen unserer Annahme gemäß 
samtlich kleiner als 4 sein sollen, so folgt, daß auch die Zahlen 
p^(0^2-^i*^P^(^j sämtlich gleich 1 oder gleich 2 sein werden. Wir über- 
zeugen uns nun leicht mit Hilfe der in Kap. IV, Absatz 11 aufgestellten 
Sätze, daß dieses dann und nur dann eintrifft, wenn die Reste O^ von 
der Gestalt 

(280 % = 2"'"-2 (2'-'2"'" ^r'^ ^r'^) ^^""^ ^') 

*=l r=l 

[1,^1, m,^l] 
oder von der Gestalt 

(28,) 0, ='2"*^i-i^ \al' + Stil + c<l') (mod 2') 

sind 

Wir wollen jeder Form 0,., je nachdem sie Ton der Gestalt (28i) 
oder von der Gestalt (28,) ist, eine Zahl r^ gleich 1 oder gleich 2 zu- 
teilen. Wir haben die Beziehunscen 



oder 



'^i ^^ ^„ -Li ^^^ ^M 1 • 



Wir führen (i + 1 Zahlen M^ yermittels der Gleichungen 
2Mo=.r^^6^, 2^1 = r, . 2'''7s 2^« = r, • 2*''/«, . . ., 
2^^-i^r^^.2%-i, 2^^ = 2*, 

und (i Zahlen M^ vermittels der Gleichungen 

2J^o = -i .2'''?^-S 2^1 = — • 2''''«-^, 2^^=^-^'2''i*-^, . . ., 

Tj Tj T, 
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ein. Die Potenzen 2^'~^ werden, wenn r^ =» 1 ist, gleich 2*'''<-i, und wenn 
Tg = 2 ist, gleich 2 ''<-i ; die Potenzen 2^i-i sind, wenn r^ — 1 ist, 
gleich 2*^^<-i = 2*'*^"*'^*'-S dagegen wenn r, = 2 ist, gleich 

FolgUch hat man stete Jä,_, ^ M,_,. Ferner erhält man wegen 
\-i 2"'" <»„+i ^4 und 2* > 7^ • 2'»-> für t < ii: 

4 4 ^ 

und 

2Jr^--tf,.-i = _ _?! >i 

80 daß man die Ungleichungen findet 

(29) M^£M,^M,^M,^^^M^^,£M^^,<M^^t, 

Wir bezeichnen die Zahlen t—M^ durch h^ und die Zahlen t — M^ 
durch h^. Aus (29) folgen sofort die Ungleichungen 

(30) h^k^K>K^ ' ''^K'i^ K'i>K - 0, 
und es gelten die Relationen 

für Tg = 1 : A.._i = Äg_i + 1 + m,, 

für Tg «2: '^i-i^^^-i; 

and 



(31) 2^-.-^^ "'"-'• V ^-^-^^l (i<^); 

Ä^-i - Ä^ > 0. 
Wir wollen für einen jeden Best <t>, von der Qestalt (28]) 

eine Einheit 

''"(^)(r:;))- '((^J.f^]))- 



i-^ 






. /---i \^ L t J.(_ l)(r',0 + (r",O 

/7w 



und fOr einen jeden Rest Og von der Gestalt (28,) 

Minkowiki, Gctammelt« AbhAndlangen. I. 
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<t), = 2J'<-i(«|» + «|| + «|*) (mod20 
eine Einheit 

bilden. 

Für die Größen ^^(Ä; 2^ [Ä-2*Ao; Ao=l (mod 2)] ergeben sich jetzt 
die Formeln 

(32o) fQrh^h,_,: 0»(A; 2') - 0»(A; 20, 

(32J fflrÄ^V,: 4>»(Ä; 2*) = 0,(A; 20 • I, • ^ ' \ **--**- 




(32,) und för r, = 1, h,_, > Ä > Ä,_i : <i>,(h; 20 - 0, 

in welchen die Faktoren <t>^Qi]2^ nicht- verschwindende nnd allein von 
den Zahlen %; 2^; <f,(o(2) abhängige Größen bedeuten. 
Wir wollen die Zahlen h, welche der Ungleichung 

genügen, durch h^^^ bezeichnen. Eine jede Zahl h^*^ befriedigt infolge (30) 
außerdem die Ungleichungen 

(33,) P)>Ä, ^S,+,^---^V,^V 

(33,) AW £ Ä^.i £ Ät_2 £"£k £K 

Demzufolge gehorchen alle Größen 0|(2*^*^Äo; 2'), deren Index ♦ einer der 
Zahlen Jc+1, k + 2, ..,, ^ gleich ist, den Gesetzen (32q) und alle Großen 
0^(2*^*^Äq; 2^, deren Index i einer der Zahlen 1, 2, ..., Ä gleich ist, den 
Gesetzen (32,). Wir bekommen demnach fiir den Quotienten 



die Gleichungen 



<|),(2**-»Ä,;20*^,(2**-1Ä„;20 



und für i =- k: 



{*<*>),-! (für t = *+l,* + 2,...,^). 



Für das Produkt /j<D,(2*^*^Äo; 20 = q>i2>^^\\ 2*) ergibt sich jetzt 
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■p(2^K; 20 - I. ■ (- O" ^~'~' (- 1)" 



.^V-.-.-".,(2.V.V20r7A¥^. 






woraus wir insbesondere die Beziehungen 

(0*)-l Ao-1 



(34,) 9,(2»*-.V,20-l,.(-if ^ » M-lf 



2 8 



und 



.,(2'-.-.».i2')/7l#^ 

gewinnen. 

Wir nehmen jetzt an, es seien schon alle diejenigen Größen 
9>(2^Aq;2^ bekannt, deren h^h^^l ist. Um alsdann zu einer Kenntnis 
aller Größen (p(2^hQ] 2*) zu gelangen, deren h die Ungleichung %^Ä^ be- 
friedigt, brauchen wir nur die sämtlichen Größen 'y(2*ÄQ;2') zu unter- 
suchen, fttr welche *t_i^Ä^Ä^ gilt, das sind die Größen 9(2*^*^Äq; 2^). 
Denn ist r^ — 1, so wird h^_i = h^_^ + 1 + m^, und die sämtlichen Zahlen Ä, 
welche ^h^ sind, genügen entweder der Ungleichimg Ä^Ä^.j oder der 
Ungleichung Ä^^i > A > Ä;t_i oder der Ungleichung /**_! ^ A ^ Äj^. Ist 
aber Ä^A^_i, so ist die Größe 9)(2*Aq;2') schon bekannt, und erfüllt h 
die Ungleichung h^^i>h > h^_^, so wird <t>^(2'^hQ]2^) ^0, also auch 
9>(2^A^; 2^) » 0. Es sind mithin in der Tat nur diejenigen Größen 
9)(2*Äq;2') zu betrachten, für welche Ajt-i^Ä^Aj^ ist. Wenn hingegen 
Tj^ =- 2 ist, so wird h^_^ ■"'**-!; ^^^ die Zahlen 5, welche ^Ä^ sind, ge- 
nügen entweder der Ungleichung h^h^^if in welchem Falle die Größen 
9>(2^Ao;2^ als bekannt anzusehen sind, oder sie genügen der Ungleichung 

Mit Hilfe der Gleichungen (34i) und (34j) ziehen wir jetzt den fol- 
genden Schluß: 

L. Wenn alle Größen 9)(2*Aq; 2^), deren h^hk^i ist, gegeben sind, so 
bedürfen wir zur Bestimmung der sämtlichen Größen tp (2^^ ^Aq*, 2^ hoch- 

stens der Einheiten 1^, (— 1) * , / — ^ — \ , und umgekehrt 




können diese Einheiten stets durch Größen 9)(2^Aq;2^ und Öj(2^%o-, 2') 

(Ä ^ Äj) ausgedrückt werden. 

6* 
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Die Qtrö&e h^_i — hf^^ erhalt; da die Zahlen A^ der üngleichnng 
Äj^_i ^Ä(*)^Ä4 genügen sollen, die Werte 

0; 1, 2, ..., Ä^.i -Ä^. 
Unter den Einheiten ^ --^^ \ *''^ wird daher die Einheit f^j — 

selber auftreten, sobald h^^i —hj^^l ist. 

Wir wollen annehmen, von den Zahlen <f{^t2*^*<fi^t (* ™ 1> 2, . . ., 

n — 2, w — 1) seien im ganzen v — 1 0- ^v ^n) großer oder gleich 8, 
nämlich die folgenden: 

(6o - 0) (yf,_i2"H<yf,^„ . . ., <»f,_._,2'"''-»«J.^_,+i, (f, - h), 

WO 

(Zo =-0) tl^VlCt, " •, tr-i = VK^^^ {K - /*) 

ist, während alle übrigen n — v Zahlen <fi^i2^^ö^^i höchstens gleich 4 
sein mögen. Es sind dann infolge der Gleichungen (31) von den (i Zahlen 
Äj^_i — h^ (/r = 1, 2, . . ., /Lt) die v folgenden 

größer oder gleich 1, während die übrigen /x — v dieser Zahlen yer- 
schwinden. 

Wenden wir das Resultat L. der Reihe nach für die Werte k^ ly 
2, ..., /x an und beachten wir einerseits, daß alle Größen 9>(2^i^;2^, 
deren h^ho ist, gleich 2"' werden, und andererseits, daß ein jedes 
Ä^S^, d.i. ^0 ist, so gewinnen wir den Satz: 

Die Größen 9(A;20 (2* > -^ 2'« - 1^^) hängen von den Zahlen 6, 
2«W und den 2 (fi + 1) + (v + 1) Einheiten 

k 
- 1 + /7(0t) 



< = 1 



Ht = (-1) » (Ä-0,l,2,...,,t) [H,-l], 

(Ä = 0,l,2,...,v) [Z,-l], 



und 




E.-n 



<=3i 






(Ä-0, 1,2, ...,,t) [£, = 1] 
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ab, und umgekehrt können diese sämtlichen Einheiten durch die Zahlen 
6, 2*"W tmd durch Größen (p(h]2^ ausgedrückt werden. 

Die Einheiten E^, H^, Z^ sind also ebenso wie die Einheiten \^, 

(— 1) * Charaktere der Form f. 

Die Anzahl der Reste 0^^ denen ein %j^=^2 entspricht^ ist gleich der 
Ati7a1i1 aller derjenigen Invarianten 6 der Form f^ welche gleich 2 werden. 

Die Charaktere (—1) * , welche einer Form <b^ von der Gestalt (28,) 
angehören, sind gleich — 1, und die Charaktere \j^, welche einer Form (t>^ 
Ton der Gestalt (28^) entsprechen^ gleich + 1* Femer erkennen wir aus 
der am Schlüsse von Eap. YUI gemachten Bemerkung, daß die Einheit \^ 
den Wert + 1 erhalten muß, so oft der Rest (t>^ die Gestalt 

0^ = 2*aS« (mod 20 
oder die Gestalt 

(D, ^ 2^ («g» + «060') (mod 20; (- 1) « = (- 1) ' =-1 
besitzt. 

Wir drücken jetzt die Charaktere Ej^, Hj^, Z;^ durch die n + 1 Zahlen 9^^ 
eines Hauptrepräsentanten q> (mod 20 aus. 

Die in Kap. VI (S. 40) aufgestellte Kongruenz ergibt unmittelbar 

n W - (- 1)' • ^:\ (»od 4 . -^-A : 

auf einem ähnlichen Wege gelangen wir zu den Beziehungen 



Also wird 



/Je«,) ^J^.^ (mod 2«-»%-.). 
H. - (- 1) • , H - l-7^\ (- 1) " • , 






^-(^)- ^.-' ' 



Vor -' A 



2»ii-i / 



Tind ebenso kann man die übrigen Charaktere H^, Z^ durch die Einheiten 

C?,(4)-(-l) » 
und 

c.m - (^) 

ausdrücken. Diese Charaktere C?(4) und (7(8) sind mit den in Kap. VI 



70 Zur Theorie der quadiftÜBchen Formen. 

betrachteten Charakteren ( — 1) ' und ( — j identisch. Die Charaktere E;^ 

lassen sich als Produkte von zwei Faktoren darstellen, Yon denen der 
eine [falls o^ = 2*"* • c^^, ej^=l (mod 2) gesetzt wird] gleich 

y.-i ^-i ^-1 ^-i ^'^t-'-^ %-t-' , %-^-^ %-' 

ist, während der andere allein von der Ordnung der Form f und dem 
Charakter 

abhängt. Bei einer Aufzählung sämtlicher Charaktere fdr den Modul 2' 
können wir daher die Charaktere E^ durch die Charaktere (S;^(4) ersetzen. 

Kap.X. [[Bedingungen für die Gültigkeit derKongmenz/^ ^(mod g^.]] 
Wir haben gesehen, daß die Kongruenz zweier Klassen f und g nach 

4 

einem Modul q*, der die höchsten in den Größen OiOa...o. , der 

beiden Formen /* und g aufgehenden Potenzen von q übersteigt, yon den 
folgenden Bedingungen abhängt: 

I. Die Klassen f und g besitzen, wenn q^2), dieselben Größen p^* 
und, wenn q=^2, dieselben Größen 2*"*, ö^^. 

II. Die Determinanten der Klassen f und g sind, wenn q^p ist, 
nach dem Modul y+^»-2(p)^ und wenn q = 2 ist, nach dem Modul 
(y„_i- 2'+^«-«^*) einander kongruent. 

m. Die Hauptreste der Klassen f und g besitzen, wenn q^Py die- 
selben Charaktere Q(j>) und, wenn g = 2, dieselben Charaktere E(4), 
H(4), Z(8); oder (was auf dasselbe hinauskommt): 

Die Größen fQi\q!) und gQi^q*) sind identisch. 

Diese Bedingungen sind aber auch hinreichend dafür, daß die Klassen 
f und g nach dem Modul q^ kongruent sind; denn es gilt der Satz: 

M. Genügen zwei Klassen f und g den Bedingungen I, 11, III, so 
kann man jede Form der einen in äquivalente Formen transformieren, 
welche nach dem Modul q* einem beliebigen Repräsentanten g der andern 
kongruent sind. 

Man kann sich zweier verschiedener Methoden bedienen, um diesen 
Satz zu beweisen, indem man ihn entweder durch einen Schluß von 



«^4 
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^0 (^ ^) ^^ ^^ bestätigt oder indem man Substitutionen bestimmt, welche 
einen Hauptrest q> der Erlasse f in einen Hauptrest ip der Klasse g über- 
fahren. — Da die Zeit drängt, muß ich darauf verzichten, diese Methoden 
hier zu entwickeln.*) 

Kap. XI. Genera yon Formen. — Bedingungen für die Existenz 

eines Genus. 

Die Zahl der Charaktere, welche zu einer gegebenen Form f gehören 
und nicht von Tornherein durch die Ordnung 



" 0' 



dieser Form bestimmt sind, ist stets endlich. Denn wir sahen^ daß allein 

die in dem Produkt 2 o^o^ ••'<>» i'^^if) enthaltenen Primzahlen 

derartige Charaktere liefern 'können. 

Wir fassen alle diejenigen Formenklassen, welche dieselbe Ordnung 
und dieselben Charaktere wie eine gegebene Form besitzen^ in ein Genus 
7on Formen zusammen. 

Der Satz M. in Kap. X zeigt uns, daß die Klassen eines und des- 
selben Genus in bezug auf jeden Modul p^>p*'n-i(p) und in bezug auf 

jeden Modul 2'> — -2'''«-i(*) kongruent sind, woraus wir mit Hilfe des 

Satzes n in Eap. VI schließen, daß zwei Klassen desselben Grenus in bezug 
airf jeden "beliebigen Modul kongruent sind. 

umgekehrt ist klar, daß zwei Klassen f und g von gleichem Index J, 
welche verschiedenen Genera angehören, nicht in bezug auf jeden Modul N 
kongruent sein können. Denn wenn die Invarianten oder die Charaktere 
der JBlassen f und g nicht die gleichen sind, so kann, wie man leicht er- 
kennt, nicht gleichzeitig f^g (modTTC/*)) und f^g (modTT(^)) sein. 

Man kann die sämtlichen Charaktere einer Klasse f mit Hilfe eines 
Hauptrestes dieser Klasse für den Modul TT herleiten. Folglich werden 
zwei Klassen derselben Ordnung die gleichen Charaktere besitzen, so- 
bald sie in bezug auf den Modul TT einander kongruent sind. Also kann 
man ein Genus von Formen auch in der folgenden Weise definieren: 

Ein Genus f besteht aus allen denjenigen Klassen, welche der Ord- 
nung f angehören und in bezug auf den Modul T\{f) der Klasse /* kon- 
gruent sind. 

I. Um zu entscheiden, ob zwei Klassen derselben Ordnung in dem- 
selben Genus enthalten sind, kann man sich der Grundformen dieser 
Klassen für den Modul TT bedienen. — Wir behaupten: 

*) Siehe die Note [[am Schlüsse dieser Ahhandlung, S. 186—148]]. 
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Jede primitive FonnenklaBse f der Ordnung besitzt für den Modul TT 
Grundformen (p^ in welchen die Zahlen (pf^ zu den Zahlen 9>a~i * ^a+i 
relativ prim sind. 

In der Tat: wir bemerken zunächst, daß eine Form /]^^i =» {t^*"*"*^} 
(i, & = 1, 2, . . ., Ä + 1) von A + 1 Variablen und von einer Ordnung 






stets in eine äquivalente Form { ^5 ) (*; ^ ™ 1» 2, . . ., A + 1) transformiert 
werden kann^ in welcher die Teilform /]^ — [rfl) (i,Ä: «— 1,2, ..., A) von 
A Variablen eine Ordnung 



Ol, 0,, ..., o^.„ (ij,(Pk'Of^^J 



mit einer zu der Zahl TT • 9);^^] relativ primen Zahl q>f^ besitzt, um eine 
Form von der gewünschten Beschaffenheit zu erhalten, brauchen wir näm- 
lich nur eine Grundform der Klasse fj^^^ in bezug auf den Modul TT-9>j^^j 
zu bestimmen. 

Wenden wir diese Bemerkung für A-=w— 1, w — 2, ..., 1 an, indem 
wir von der Form /* = /!»={ y^*J? } (i, Ä = 1, 2, . . ., n) ausgehen, so ge- 
winnen wir einen Repräsentanten 9? = { ^^ } (t, A; *= 1, 2, . . ., n), in welchem 
die Teilformen [rf}] (i, Ä = 1, 2, . . ., A) eine Ordnung 



\0l, Og, ..., Oj.j, <fj,(Pi,'0^_J 



besitzen, während die Zahlen 9^ zu den Zahlen Tf'q)j^^i relativ prim sind. 
Dieser Repräsentant q) gibt uns also eine Grundform für den Modul TT 
mit Zahlen 9^^, welche zu den Zahlen 97^-1 * 7a+i relativ prim sind. 
Eine solche Form 9 nennen wir eine charakteristische Form der Klasse f. 

Es möge irgendeine charakteristische Form (p der Klasse f vorliegen. 
Wir wollen die Formen von A Variablen, welche aus den A ersten Reihen 
des Systems von (p gebildet sind, durch {9^} bezeichnen. Es mögen die 
Indizes dieser Formen {9);^} (A = 1, 2, . . ., 9t) gleich Ij^ sein. Dann ist 
I^ «— /, und wir setzen noch Iq = 0. Wir schreiben (— 1)^* — Sj^. Die 
n + 1 Einheiten «^ stellen die Vorzeichen der Größen (pj^ vor, und es werden 
daher die Größen Sf^tpf^ sämtlich positiv. 

Für die Formen [q)j^} erhalten wir nach einem bekannten Satz die 
ZerleiTungen 



90 9»! Vi 9» 9ä-i9a ' 

Führen wir jetzt n Einheiten d^, d^, ..., S^ vermittels der Beziehungen 
d^ sa f^fj^.i, ^A "* '1^2 * * * ^A ^^9 ^^ müssen von den A ersten Einheiten 
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^1} ^%f •••> ^k i°^ ganzen J;^ gleich — 1 und h^ Ij^ gleich + 1 sein, und 
wir bekommen insbesondere 

J^JZ^^JAZI 7, (7,-1) 1-7,1 

(-1)«* =(~1) » :=(-l)L"«J. 

Wenn wir diese Einheit durch die Größen e^ ausdrücken, so ergibt sich 

A-l 

(-1)"« -(-iy=^ ' . 

f— li— 1 f— 1«— 1 f. . — 1 «. ,—1 f. ,—1 *. — 1 

o i , i * • j_ A — t Ä — 1 , h — 1 h 

Aus der in Kap. Vi (S. 43) aufgestellten Gleichung (8) gewinnen wir 
eine Kongruenz 

(36) - <yA-i2*"*(y,+i^,9>*-i9>A+i = ^H (mod (J.Va); 

in welcher die Zahl Xj^ zu (7,' 9, relativ prim ausfällt, da nach unserer 

Voraussetzung über die Form q> die Zahl — (fk^i^h^h-^i^h^i^h'^i ^^ ^a*9» 
relativ prim ist. Aus dieser Kongruenz folgt auf der Stelle die Gleichung 

welche wegen 

\«a9a/ ^ ^ ' ^ »hfh ' ^ 9a ' 



die Form annimmt 



•^-1 ^^ «^+1 v^-i 



Wir gewinnen denmach die n + 1 Formeln 

(Ä) ■ (Ä) - (- '^' C^) <■- ')"*'•'■•"(?). 



(dS:;) • (difr.) " (- ')-- C-^-) (- «'^ -'''(?-). 



i-l + ^Vn-l- 






(37) 
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Wir multiplizieren jetzt diese n + 1 Gleicliimgen miteinander und 
benutzen dabei das Reziprozitatsgesetz^ welches sich für zwei imgerade, 
zueinander relativ prime Zahlen U und V^ deren Vorzeichen gleich u 
und V sind^ in der Formel 

ausspricht. Dadurch erhalten wir die Relation 

> — ^— • -1 f — 1 • -2 f -1 r .-1 t ,-1 • ,-1 • — 1 






_ »— 1 w 

(— 1)L8J=(-_1)A = 1 •(— 1) 8 ' » "^ « ' "« T-T 2 2 "^ 2 ■ f 

«-1 
n-1 n-1* 5*-^ 



-/T("---^-'-)-I7(?) •(-')*- 






»=i • 'f" ' t=i^** 



^ 1^2 2^2 2^2 2f 1 

Bilden wir das Produkt aus den ersten iq^ oder aus den ersten 
9^^ + 1 der obigen Gleichungen, so erkennen wir, daß der Charakter (£^^(4) 
mit Hilfe der Charaktere (7(p), (7(4), C(8) und der Einheit 






oder der Einheit 









dargestellt werden kann. Infolgedessen können wir statt der Charaktere S^ 
die Charaktere D^ oder D^*" einfuhren. 

Zwischen den beiden Charakteren 2)~ und D^ besteht zufolge der 
Gleichung (36) die Relation 



(38) 



Wir können jetzt den Satz aussprechen: 

Eine charakteristische Form q> der primitiven FormenJdasse f hesiiet: 

I. icenYh 6j^_^0j^6j^_^^^Q (mod^) ist, einen Charakter 

II. wenn ^^ä-i^a^a+i ~ ^ (°^^d ^) ^y ^^^ Cfiarakiere 
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III. wenn (y^^.^Oj^eyj^^i = (mod 8) ist, einen Charakter 

Diese Charaktere sind an die folgenden Bedingungen gebunden: 



1. Es sind 



^7'./ ^»Z* fn-^ 



2. Wenn tf^^iO^tf^^^i = (mod 4) ist, so wird 

te) (- ')"" '"] fe;) (- ') ^'"l - ( '-=^*') (- « "'" " (?) ■ 

3. Wenn 6j^^2 ist, in welchem Falle 

^-lö^-ity* = = (yÄÖA+,<yA+, (mod 4) und 0, = 1 (mod 2) 
wird, so hat zwischen den Charakteren 

Va-1-1 n+i-^ 

(-1) » " und (-1) »"" 

die Beziehung statt: 

va-i-1 ^A+i::! lAti 

(-1) *"'.(-n ' * «(-1) '» . 

4. Wenn (y^_,o^_i<y^ = = (yj^0j^^i<yj^^2 (Daod4) und o^—l (mod 2) 

ist und zwischen den Charakteren (— 1) * und (— 1) * die Glei- 
chung 

(-1) '^ ".(-1) ^ =(-1)"^ 
statthat; so wird 

5. Wenn <y,_jO,(r,^j = (mod4), ff, _jO, <y^^^, = (mod 4) und 
A, — Ä„ — ± 1 ist, so wird 

Die Bedingungen 1. ergeben sich aus den Beziehungen 9>q » 1, 
4p^ =» (— 1)^; die Bedingung 2. stimmt mit der Gleichung (38) überein; 
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die Bedingung 3. entspringt aas der Kongruenz (35), welche für ein 
(7;^ » 2 die Relation 

-«*9*-i9a+i = 1 (mod4) 
liefert; die Bedingung 4. schließen wir aus der Gleichung 



welche eine unmittelbare Folge von (36) ist; die Bedingung 5. ist eine 
Identität. — Drücken wir die Charaktere D^ durch die Charaktere 64(4) 
aus, so werden sämtliche Bedingungen 2., 4., 5. zu Identitäten, und es 
bleiben allein die Bedingungen 3. und die Bedingung (37) zu erfüllen. 

n. Zu jeder Kombination von Charakteren i., iL, iii., welche allen 
Bedingungen 1., 2., 3., 4., 5. genügt, gehört ein Genus der Ordnung 0, 
welches wirklich primitive Formen enthält. 

Beweis: Es möge irgendeine Kombination der Charaktere l., n., IIL 
oder der Charaktere C7(p), C(4), C(8), 6(4) gegeben sein, welche keiner 
der aufgestellten Bedingungen widerspricht. Alsdann können wir leicht 
n — 1 Zahlen ^>^ finden, welche zu den Zahlen 20f^ relativ prim sind und 
für welche die Einheiten C?p(9>), GJ^^ C^8(^); ^4(9^) gloicl^ den gegebenen 
Größen (7(p), C(4), (7(8), S(4) ausfallen. Da die Einheiten (7,(^), CJ^\ 
Gsiv)} ^4(7) ^^^ ^^^ d^^ Resten der Zahlen 9^^ in bezug auf die Moduln 
So^ abhängen, so erhellt, daß für irgendein System von Zahlen q)^, welches 

den Kongruenzen 

^k = 9>k (modSoJ (A-l,2,...,w-2,n-l) 

genügt, gewiß auch die Einheiten C^{q>)f C^{(p)f ^sMy ^4(9^) gleich den 
gegebenen Einheiten C{p)y C(4), 0(8), S(4) sein werden. 

Wir wählen nun n Einheiten S^, d^y . . ,y d^y von welchen / gleich 
— - 1 und n — I gleich + 1 sein mögen, und setzen ^i^j...** — «». Aus 
dem bekannten Satz, daß eine jede arithmetische Progression jer5 + 5 (5 re- 
lativ prim zu S, j8f = — 00 . . ., — 2, — 1, 0, 1, 2, . . . + 00) sowohl unendlich 
viele positive als unendlich viele negative Primzahlen enthält, erkennen wir 
(mit Hinzuziehung eines einfachen Schlusses von h — 1 auf %), daß wir 
die Zahlen 9)^ = 9?^ (mod 80J (ä =» 1, 2, . . . , w — 2, w — 1) derart bestimmen 
können, daß die Größen ei^(pf^ positive Primzahlen werden, daß die Zahlen 
(Pf^ zu den Zahlen 2oiOg...o^_20„_i • (Pf,_i relativ prim ausfallen und daß 
n — 1 Kongruenzen der Form 

[9>o= 1] - <fk-iOk^k+i^k-iVH^i = ^k (mod tf^^V*) [9>»- (- 1)T 
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statthaben.''^) Nachdem wir n — 1 derartige Zahlen fp,^ gefunden haben^ 
suchen wir n — 1 Zahlen y^, Vs» • • -i y»_i auf^ welche den Kongruenzen 



[yo-O] 



- f ?^' = y** (•"«'^ <'*9'*) (/»=-l,2,..,n-l) 



genügen, und wir setzen die ganzen Zahlen 



und 



Die Form 



^T Y 






-^, 



Ol 



^* =- T,. 



V 



'1; 'i; '« 

'2; 'f> '3 



'»i-2> '«-!> 'n-1 

bildet jetzt, wie man sich leicht überzeugt, eine charakteristische Form 
für ein Genus 6r, welches die gegebenen Charaktere besitzt. — Die aus 
den ersten h Reihen von (p gebildeten symmetrischen Unterdeterminanten 
werden gleich den Zahlen (f^^k^iVh- 

Das soeben entwickelte Verfahren dient, wie zum Beweise der Exi- 
stenz eines Formengenus (r, so auch zum Nachweise der Existenz einer 
beliebigen Ordnung. Um ein Beispiel zu geben, zeigen wir, daß es pri- 
mitiye Formen mit 8 Variablen von der Determinante 1 gibt, welche der 

^^^ /M /2, 1, 2, 1, 2, 1, 2X 

,.. U*/ u, 1, 1,1, 1, 1, ir 

angehören. * ; 7 ; ; 7 ? 

Man erkennt, daß die 8 — 1 « 7 Zahlen 

9i =■ 1; Vi'^ 3, 9)3 — 5, 9)4 =• 13, 9)5 = 5, 9>6 =* 3, g?7 = 1 
den Kongruenzen (36) genügen, und man erhält die Form 



1, 2, 

1, 



9> 



m 



1 

4, 3 
3, 4, 5 
5, 20, 3 
3, 12, 1 
1, 4, 1 
1, 2 



r>j 



r2, 1 

1, 2, 1, 0,-1 
1, 2, 1, 
0, 1, 2, 1 
-1,0, 1, 2, 



1 
1, 2, 



1 

1, 2, 
1, 



1 

2 



*) Siehe Ditichlet, Yotleaangen Aber Zahlentheorie, hetansgeg. von Dedekind, 
1880, S. 8S8. [[i. Auflage (1894), S. 828]]. 
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Da diese Form einer anderen Ordnung angeboii wie die Form 

8 

q)^^^ = ^ x^^ BD kann sie dieser Form tp^^^ nicht äquivalent sein, und 

wir sehen somit; daß die Formen von 8 Variablen und der Determinante 
1 mindestens zwei Formenklassen liefern. Entsprechend liefern die For- 
men von n(=« 81^ I + Wq, Hq < 8j Variablen und der Determinante 1 

mindestens r~1 + 1 Formenklassen. Denn es sind die 1-^-1 + 1 Formen 

n 

(m = 0, 1,2,. ..,[!]) 

samtlich von der Determinante 1, und es können nicht zwei von diesen 
Formen einander äquivalent sein^ da die Anzahl der Darstellungen der 
Zahl 1 durch eine dieser Formen 9?^^^ gleich 2(n — 8 m) ist und mithin 
für keine zwei dieser Formen denselben Wert erhält. 

in. Die Anzahl der sämtlichen Kombinationen der Charaktere i., 
II., III., welche mit den aufgestellten Bedingungen verträglich sind, möge 
durch g bezeichnet werden. Wir wollen die Anzahl der Größen ff^^iOj^^j^^i 
(Ä — 1, 2, . . ., w — 2, w — 1), welche durch eine ungerade Primzahl p oder 
durch die Zahl 4 oder durch die Zahl 8 teilbar sind, von neuem gleich 
Ap— 1, gleich fi — 1, gleich 1/ — 1 setzen; die Anzahl der Fälle, in 
welchen zwei aufeinanderfolgende Zahlen (fk^i^h^h-^i (ä = 0, 1, 2, . . ., n— l,n) 
gleichzeitig durch 4 teilbar sind, sei gleich ^,, und die Anzahl der Falle, 
in welchen tf^^ = 1, (Jj^^i0f^_^6f^ = = ^k^k-\-i^h-^i (mod 4), o^ = 1 (mod 2) 
(A « 1, 2, . . ., n — 1) ist, sei gleich /i„; femer möge fi — ^q die Anzahl 
aller Invarianten (^^(A » 1, 2, . . ., n — 1) bedeuten, welche gleich 2 sind. 

Die Zahl 9, welche zugleich die Anzahl der sämtlichen wirklich vor- 
handenen Genera von der Ordnung 






ergibt, erhält den Ausdruck 

in welchem die Größen g^, {/Xq--/i„}, cd (fio ■—/*/— f*//) di© nachstehende 
Bedeutung haben: 
Es ist 
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worin die Summe ^U„ — 1) über alle Größen X zu erstrecken ist, 

(p) 

ii-i 

welche einer in dem Produkt JJoj^ aufgehenden ungeraden Primzahl p 

entsprechen. 
Es ist 

sobald Hq — ft,, > ist, und 

— 1 



{f^O-^rl-C-l)""'"'" 




8^"' 



[n = (mod 2)] 



A=l 



SA-1 



2^h-l 



sobald Hq — (i,f = 0, d. h. ft, = 0, n =- 2^ ist. 

Es wird 

«=3 0*0— /^/-^/)-0, 

wenn ft^ — /li, — ft,, > ist oder wenn irgendeine der Zahlen ^^a-i^a^a+i 
(A — 1; 2, . . ., n — 1) kein Quadrat ist, dagegen wird 

1 



I 



^ (n — C',- ft«) = *(« — 21) 



n-2/s! 1 ; 3 

d(n-2i)-jl|-l 









8''"2l- * 


J 


5 7 


2 


4 6 


(mod 8) 1 


1 1 


1 





-1 





wenn fi^ — /li, — /ii„ =» ist und die sämtlichen Zahlen (fj^^iOj^^^^^ Qua- 
drate sind. 

Offenbar besitzt nach dem Satze IL eine Ordnung stets primitive 
Formen, wenn nicht ^ ^ ist. Man erkennt leicht, daß nur in den fol- 
genden Fällen g =»0 werden kann : 

(czi = 0) wenn 



H 

2 



-/ 



'2A-1 



M.-0;^, = 0, ^„ = 0, (-1)« ■ /Y-^-^:^ s _ 1 (mod 4> 

A = l ^ 

ist; 

(d = — 1) wenn alle Zahlen ffj^^iOj^ef^^^ Quadratzahlen sind und ent- 
weder 



oder 


N-0', 


ft, - 0, n,, - 0, 


M 27=4 (mod 8) 


oder 


f*o = li 


/»/ - 1> /»r, = 0, 


n 27= 3, 5 (mod 8> 


oder 


N 1; 


1 ^-0, n„ 1, 


n 2/ = 4 (mod 8) 


ist. 


fto"2i 


M, 2, ft„ = 0, 


n 21- 4 (mod 8) 
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Kap. XIL A^jungierte Formen. — Beziprozitat zwischen den 

Ordnnngenf^^'^«'' '^-''M,J 



und C^-'' '^''' '''''''], I. 



Es sei f^^daX^x^ eine primitive quadratische Form von der De- 

terminante A(/*). Der größte gemeinsame Teiler aller (n — l)-reiliigen 
ünterdeterminanten c--- ist gleich d,_2. Setzen wir also 



Ca 



' ^-^-^-^s.a. 



wo « — (— 1)^^ ist, so wird die Form 

n 

ebenso wie die Form f primitiv sein. Diese Form f soll der Form f 
adjungiert heißen, imd wir schreiben fxf. 

n 

N. Wenn die Form f einer Form g =^ ^imViVm äquivalent ist, so 

ist die zu f adjungierte Form f der zu g adjungierten Form g'^ ^M^ViflL 
äquivalent. i,««! 

Denn nehmen wir an, die Form f gehe in g durch eine Substitution 

n 

Aber, so wird 

\mi,nt„..., w^_i/ 

Die ünterdeterminanten S.,, . v stimmen dem absoluten 

Werte nach mit den Zahlen — ^r -= s'r^jt} überein, und wir erkennen 

dsi n-i + l 

leicht^ daß die vorstehende Gleichung sich schreiben laßt 

n 
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Demnacli wird die Form f in g durch die Substitution 

n 

1=1 

transformiert. Man findet noch ' S'\ =- fii|"~^ Wenn also j/Si = 1 und 
ff^g ist, 80 wird |S'| = 1 und f '^g'» 

Die Substitution S' möge der Substitution S adjungiert heißen (S X S'). 

Wenn f vermittelst einer liuearen Substitution in eine Summe von 
n Quadraten 

/(/) n-/(/) 



f=-2^i+2^. 



2 
-A 

Arrl Asl 



transfoimiert wird, so läßt sich die Form f in der Gestalt 



r — 2^?+^^:' 

A=i Aal 

schreiben. Es gilt also die Beziehung 

Wir bezeichnen die w — 1 Invarianten 6, o, d der Form f durch 
<,o:,d;{J^ = l,2,.',n-2,n-l). 

Man beweist leicht den folgenden Satz: 

Wenn f der Form f adjungiert kt^ wird auch f der Farm f ad- 
jungiert sein. 

n 

Denn ist /^'^^.ötj^/'ir/' die zu f adjungierte Form, so gelten 
nach einem bekannten Determinantensatz die Gleichungen 



in denen « == (— 1)^ ist. Demnach ist der Quotient — immer positiv und 

für alle Werte von i und h derselbe. Da aber die Großen a// ebenso wie 
die a^J^ ganze Zahlen ohne einen gemeinsamen Teuer > l sind, so muß 

— = 1, d. i. /^' = /* werden. 

^ik 

Man kann die Ordnung der Form f aus der Ordnung der Form f 
herleiten. Wenn wir die symmetrischen /^- reihigen ünterdeterminanten 
der Form f und der Form f durch Fj^ und durch JF\' bezeichnen, die 
unsymmetrischen aber durch P^^ und durch P/, so bestehen nach einem 
bekannten Satz zwischen den P^^, P^^, P^', P^^' die Relationen 

Infolgedessen muß erstens der größte positive Teiler aller Zahlen («d^_j)*P/, 

Minkowski, OeMminelt« Abhandlungen. I. 6 
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(«d^_j)*P/ mit dem größten positiven Teiler der Zahlen («rf^_i)*""*2^^_j^, 
(^^■-i)*"^^«-.* übereinstimmen; zweitens wird der größte positive Teiler 
der Zahlen («rf^_,)*JP/, (£rf^_j)*2P/ dem größten positiven Teiler der 
Zahlen («d„.i)*-^J;_4, («d„.i)*-*2P^_4 gleich sein müssen. Wir be- 
kommen demnach die Gleichungen 

Die Division der zweiten Gleichung durch die erste gibt zunächst 



d. i. 




"k'^^n-k) 


(39) 


< = 


*«-!> *1 *«-»> ■ - -t *n-» °" "t» *ii-l "l- 


Dann führt die Kombination der drei Gleichungen 


(40.) 




diiw-d,*-id._»-„ 


(40,) 




di.,di_,^d\-_\d„_,_„ 


(40.) 




<--\dU = <--\d,_, 


ZU 

d. i. 




^k-^k-i ^n-k-^n-k-i . 


(41) 


V- 


o.-i» o»'=- o«-»> • • •» 0^-» = Oj, o,;_i = Ol- 



Die Form f gehört daher einer Ordnung 

an. 

Unter Benutzung des Satzes N. können wir jetzt das Resultat aus- 
sprechen: 

Jeder Klasse f der Ordnung f ), / ist eine bestimmte Klasse f der 

Ordnung ( ""*),/ adjungiert. 

Wenn 9 eine Grundform der Klasse f für den Modul N bedeutet, 
so stellt die der Form 9 adjungierte Form ^! eine Grundform der Klasse 
f für den Modul "N vor. Denn offenbar sind die «4-1 Zahlen qp/ der 
Form tp mit den n + 1 Zahlen ^>^ der Form 9 durch die Gleichungen 

d. i. 
verbunden. 
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Demnach sind die Charaktere der Klasse f aus denen der Klasse f 
ableitbar. Wir schließen hieraus den Satz: 

Gehören die beiden Formen f und g einem und demselben Genus 
an; so sind auch die ihnen adjungierten Formen f und g in einem und 
demselben Genus enthalten. 

Infolgedessen werden zwei Genera allemal dann adjungiert heißen, 
wenn eine Form des einen Genus einer Form des andern adjungiert ist. 



Zweiter Teil. 

Über die Darstellung ganzer Zahlen durch quadratische 

Formen. 

Kap. XUI. Hilfssatz. 
Es sei ein System von n-v ganzen Zahlen wJ(0<A;<n, O^Ä<i/) 



(«) 



Uq y U^y . . ., W^.l 



v<*o'"S**r"S "-y K-l 



{y<n) 



gegeben. Falls die sämtlichen i/-reihigen ünterdeterminanten 

(0, 1, ..., v-l) a-=.0 1 «i n 

welche sich aus diesem Systeme bilden lassen^ keinen gemeinsamen Teiler 
> 1 besitzen, so können wir w(n — i/) ganze Zahlen m^* (0 < t < n, i/ ^ A < n) 
so finden, daß die n-reihige Determinante 

; w/ j (A;, A =■ 0, 1, . . ., n — 1) 

den Wert 1 erhält.*) 

Beweis. — Dieser Satz ist evident, wenn v = ist; denn in diesem 
Fall kann man u^ — 1 (jfc = A)^ m^* = (ä; + A) nehmen. 

Ist 1/ > 0, so wird der größte gemeinsame Teiler der n Zahlen u^^ 
Vi •••,<-! in dem größten gemeinsamen Teiler der Determinanten 

^^(0, l,...,i;-l) 

enthalten und folglich gleich 1 sein. 

1. Wir beweisen zunächst; daß, wenn der größte gemeinsame Teiler 
der n ganzen Zahlen u^y «j®, . . .', u^_^ gleich der Einheit ist, stets eine 
Substitution 



*) Gauß, DisqnisitioneB ariihmeticae, art. 279. 

6 
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8: ^i^^jS^Uj^ (i, Ä =» 0, 1, . . ., n — 1) 

k 

von der Determinante 1 gefanden werden kann^ welche den n Gleichungen 

k k k 

genügt, d.h. welche die n Zahlen u^^u^^ durch die n Größen v^^l, 
f?i=« 0, . . ., v^_i = ersetzt. 

In der Tat, falls von den n Zahlen Uq^, u^^, , . ., u^^^ nur eine einzige, 
etwa uP, von Null verschieden ist, so stellt diese Zahl offenbar zugleich 
den größten. Teiler der sämtlichen n Zahlen Uj^^ vor, und es wird demnach 

ul^ -» ± 1, ^ i^h^y =■ 1 sei^- Ist dftMi i =- 0, so kann man als Substi- 
tution S die folgende wählen: 

in der i^ irgend einen von verschiedenen Index bedeutet; wenn aber 
» > ist, statt dessen die folgende: 

Vo^iup t?,= ±Mo; f?j^=w^ (Ä + 0, i). 

Falls aber unter den n Zahlen u^^, Uj^, . . ., u^_i mindestens zwei, 

n-l 

etwa U;®, Uj^^ von Null verschieden sind, so wird^ (^**^)* > 1; ^^^^ wenn 

(i*i®)' ^ (t*4*^)' ist, können wir eine Einheit ± 1 so bestimmen, daß (u^y 
> (u^® ± u^®)' ausfällt. Durch Ausübung der Substitution 

von der Determinante 1 erhalten wir dann n Zahlen ÜJ,®, [7i®, . . ., DJ.x 
ohne gemeinsamen Teiler, für welche die Ungleichung 



W?>^wy 



n-l n-l 

A sO A = 

statthat. 

Nehmen wir an, daß der Punkt 1. unseres Satzes bereits f&r alle 
Systeme üj,®, fZi^, . . ., üif_i ohne gemeinsamen Teiler, für welche die 

«-1 n-l 

Größe ^, {ü^^y kleiner als ^, (u^^f ist, bewiesen sei, so können wir eine 

Substitution (t) von der Determinante 1 finden, welche die Zahlen U^, 
17/, . . ., OJ_i durch die Zahlen 1, 0, . . ., ersetzt, und die zusammen- 
gesetzte Substitution S ^ (r) * (s) ergibt alsdann das gleiche Resultat 
für die Zahlen Uq®, Uj^, . . ., u^^^ 
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2. Bilden wir das Produkt des Systemes 



u — 






u 



1 } 



u 



1 7 



MW \ 
. n-1 

'7 ^»-1 



l«o 



«-1 



; ^1 



«-1 






in welchem die Zahlen t«/(i/ ^ A < n) vorläufig unbestimmte Größen sein 
mögen, und des Systemes 



S- 



*0 7 



»0? 





. 7 

1 






^1*7 • • •; ^n-l 



SO ergibt sich ein System von der Gestalt 

(1, 0, ..., ) 



^0 t *^l ; • • •> ^n-t 



V 



n-1 



»»1 



n-l 



> •• •> •'n-l 



V 



n-1 



in welchem die Größen t;/(l < A < i/) allein von den 5/ und den gegebenen 

Zahlen u^^* abhängen, während die Größen t;/(t/^A<n) sich durch die 

s/ und die gesuchten Zahlen ti/ ausdrücken. 

Aus dem umstände, daß die Determinante 1 8^^ \ gleich 1 ist^ erkennen 

wir, daß der größte gemeinsame Teiler der sämtlichen (1/ — l)-reihigen 

ünterdeterminanten 

(l,...,v-l) 



V 



des Systems 



(Ä*j, . . ., %_i) 



(Ä=« 1, . . ., n — 1) 



V. 



1 7 



'7 ^i-i 



W 



V 



r-1 



' n — 1 



u 



dem größten gemeinsamen Teiler der sämtlichen ünterdeterminanten 

(0, 1,..., v-1)^ 

d. i. der Einheit gleich sein wird. Nehmen wir also unsem Satz für den 
Fall ti — 1, v — l schon als bewiesen an, so können wir solche ganze 
Zahlen f?i*, . . ., v^_^ (y ^h <, n) bestimmen, daß die Determinante 

I V t (Ä, Ä = 1, . . ., w — 1) 

den Wert 1 erhält. Setzen wir alsdann noch für die Zahlen VQ^(y^h <») 
beliebige ganze Zahlen ein, so besitzt das zusammengesetzte System v-S"^ 
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offenbar die Determinante 1 and lauter ganzzahlige Koeffizienten, und seine 
V ersten Reihen stimmen mit den v Reihen des Systems (u) überein. 
Demnach liefert uns dieses System v-S'^^^u sofort n(n — i/) ganze 
Zahlen m/(v < A < n), für welche 

; m/ ; = 1 \k, A = 0, 1, . . ., n - 1) 

wird; und hierdurch ist unser Satz für den Fall n, v bewiesen. Da er 

gewiß für den Fall n — v, statthat, ergibt sich also seine Oültigkeit für 

die Fälle 

n — V + 1, 1; w — 1/ + 2, 2; . . .; n, v. 



Kap. XIY. Darstellung einer Form yon v Yariablen darch eine 
Form Ton n Yariablen. — Äqniyalente Darstellungen und Dar- 
stellungsgruppen. 

L Wir sagen, eine Form 
von V Yariablen sei darstellbar durch eine Form 

n 

von n Yariablen (w > v), wenn die Form f vermittels einer Substitution 

W'- ^i^^^-'ik (i-1,2,..., n), 

in welcher die Größen r^* ganze Zahlen sind, in q) übergeht. 
Für die Koeffizienten a,^ ergeben sich die Gleichungen 

n 
i,k=l 

Aus denselben erhellt, daß der größte Teiler cIq der sämtlichen Koeffizienten 
a^j^ in dem größten Teiler der sämtlichen Koeffizienten a,^ enthalten ist 
und daß die Substitution (r), welche die Form (p durch f darstellt, auch 

zur Darstellung der Form J = { ^f^ | durch die primitive Form ^- = |x I 

dienen kann. Infolge dieses Umstandes dürfen wir uns auf die Unter- 
suchung der Fälle, in denen die Form f primitiv ist, beschranken. 

Im Folgenden betrachten wir insbesondere Darstellungen (r), f&r 
welche der größte gemeinsame Teiler der t^- reihigen Unterdeterminanten 
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des Systems 









(v < n) 



gleich 1 ist, und welche wir eigentliche Darstellungen nennen. 

Wenn die Darstellung (r) eine eigentliche ist, so können wir nach 
unserm Hilfssatz n{n — v) Zahlen r^Qc > v) finden derart, daß die Deter- 
minante , ., /• I i o \ 

den Wert 1 erhält. Die Form f geht alsdann durch die Substitution 

n 

ü' »i'^rn, (i=.l,2,...,n) 

in eine äquivalente Form O über, in welcher die aus den ersten v Hori- 
zontal- und Yertikalreihen gebildete Form mit q> identisch ist. 

Wenn umgekehrt in der Klasse f ein Repräsentant O vorhanden ist^ 
in welchem die aus den ersten v Reihen gebildete Form gleich (p wird, 
80 ergibt jede Substitution, vermittelst deren /* in O übergeht, eine eigent- 
liche Darstellung von (p durch /*. 

Wir gewinnen aus dieser Bemerkung, in welcher die Form f nur als 
Repräsentant ihrer Klasse erscheint, den Satz: 

Durch zwei äquivalente Formen f und g können ebendieselben 
Formen fp eigentlich dargestellt werden. 

Femer ist es leicht den folgenden Satz zu beweisen: 

r 

0. Wenn die Form (p = ^ a^j^ |^ ^j^ durch die Form f eigentlich 
dargestellt werden kann, so ist auch jede der Form 9 äquivalente Form 
^ ""^ ßikViVk durch f eigentlich darstellbar. 

i,k=l 

In der Tat: es möge q) durch die Substitution 

(t): li^-^ti^rik (» = 1> 2, . . ., v) 

* = i 

von der Determinante 1 in die Form ^ übergehen. Wenn wir auf f zuerst 
die Substitution (r) und darauf die Substitution (r) anwenden, so erhalten 
wir zuerst die Form fp und dann die Form ^. Zu derselben Form ^ 
müssen wir nun offenbar gelangen, indem wir auf/* unmittelbar die zu- 
sammengesetzte Substitution (0*(r), d.i. die Substitution 



(«) 



*=1 \A«i / 



88 Zur Theorie der quadratdachen Formen. 

anwenden. Hiemach ist die Form ^ durch f vermiitels der Snbstitiition 

(5): x^ ^^8,^ri, (1 = 1,2,..., fi) 

darstellbar, in welcher 



t^i \t-=l, 2, ..., ny 



(42) 

ist. 

Nach einem bekannten Satz gelten die Beziehungen 

" * . *!' U, Ä-1, 2, ..., v/ 

■'■ ,(1,2,..., v)_^(l,2,..., v) 

\hy ^J> • • 'f K) Vif hf ' • '7 K) 

Diese Beziehungen zeigen uns, daß der größte Teiler der sämtlichen au» 
V Reihen der Substitution (s) gebildeten ünterdeterminanten gleich dem 
größten Teiler der sämtlichen aus v Reihen der Substitution (r) gebildeten 
ünterdeterminanten ist. Folglich ist die Darstellung (s) eine eigentliche, 
sobald (r) eine eigentliche Darstellung ist. 

Wir wollen die Darstellung (5) = (r) • (t) der Form ^ der Darstellung (r) 
der Form (p äquivalent nennen und schreiben (r ) ~ (s^). 

Unter den t/- reihigen Determinanten der Substitution (r) gibt es 
mindestens eine von Null verschiedene; es sei etwa 

\}if hf • • ') \) 
Wählen wir unter den Gleichungen (42) diejenigen v aus, welche den 
Werten * = »1, «j ' - -y \ ^^d h=^h entsprechen und lösen sie nach den. 
Koeffizienten x^ auf, so erhalten wir 

V*l » *f » • • • » *y^ 

Also können die Koeffizienten %j^ vermittels der Größen r/ und s^ aus- 
gedrückt werden. Daraus schließen wir, daß zwei verschiedene Trans- 
formationen (t) von 97 in ^ niemals dieselbe einer gegebenen Darstellung 
(r ) äquivalente Darstellung (s^) liefern können. 

IL Wenn zwei Formen q> und ^ durch f vermittels zweier Substi- 
tutionen (r) und {s) dargestellt sind, welche die Bedingungen 

(44) ^a'l'""t\-'^a'l""l] ii-h2,...,ny 

erfüllen, so ist stets 9 ~ ^ und (r ) '^ (s^). 
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In der Tat: sind die Zahlen r/(Z: > v) so gewählt, daß die Substitution 

n 

die Determinante 1 besitzt^ und setzen wir 8^^'== r^Qc^ v), so zeigen die 
Gleichungen (44) unmittelbar^ daß die Substitution 

n 

^' ^i-^^iVk (* = 1,2,..., «) 

gleich£Edls yon der Determinante 1 ist. Die beiden Formen i{*/*-i{»-0 
und S-f'8^^ können wir schreiben 

n H 

dann wird 

Offenbar gilt 

Man erkennt also, daß sich vermittels der Substitution 

n 

i^»S: l-^t.'rik, (»=.1,2,..,«) 

k=l 

in der 

^«*-^-i*-V (»,*-!, 2,...,») 

ist, die Form O in Y verwandelt. 



Wie man leicht einsieht, lassen sich die Zahlen -^—j- (i > v) mit Hilfe 

A 

der Großen r/. '.'*'.>. und mittels Zahlen r/ (A; > v) ausdrücken. 

FolgUch gUt 

d\K\ d\S\ 



Zri - ,s^ (»■ > ^)' 



abo 

1 {i = V) 

imd die Substitution Br^S nimmt die Form an 

Br'S'. ^.-^t/r], ii<v), 1,-1,, (i>v). 

k=l 
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Wir finden sonach 

ßim'-^^ikh'^irf (i, m = l,2, ..., v) 

und die Form q) geht vermittels der Substitution 

(t) : £, ^^x^rij^ (» = 1, 2, . . . v) 

in ^ über. Die Determinante dieser Substitution ist gleich der Deter- 
minante der Substitution Br^Sj d. i. gleich der Einheit Mithin ist die 
Form (p der Form ^ äquivalent. 

Setzen wir die Systeme 22 und R~^S zusammen^ so müssen wir zu 
dem System S gelangen. Daraus ergeben sich die Gleichungen 



h' -^r, 



A« k 



^HJ (* = l;2,...,v; i = l,2,...,n) 

A = l 

aus denen ersichtlich ist, daß die Darstellung {s^ der Darstellung (r ) 
äquivalent ist. 

in. Mit Hilfe des Satzes IL können wir leicht den folgenden Satz 
beweisen: 

P. Ist 9 ~ if\ (f ~ ^" und (r^) ~ (s^), (r^) ~ (^J/'), so ist («ir») <^ («^). 

Wir fassen die sämtlichen Darstellungen einer Form (p, welche einer 
gegebenen Darstellung dieser Form äquivalent sind, in eine Gruppe von 
Darstellungen der Form (p zusammen. Aus dem Satze P. folgt alsdann, 
daß zwei Darstellungen (r ) derselben Gruppe stets äquivalent, zwei Dar- 
stellungen (r ) aus verschiedenen Gruppen nicht äquivalent sind. 

Aus den Gleichungen (42) und (43) erkennen wir, daß die Anzahl 
aller verschiedenen Darstellungen (r) einer Form 9, welche in einer Ghruppe 
von Darstellungen dieser Form auftreten [d. i. die Dichtigkeit einer der- 
artigen Gruppe (r )J gleich der Anzahl der sämtlichen verschiedenen 
Transformationen (von der Determinante 1) der Form 9 in sich selbst ist. 
Daraus schließen wir leicht, daß die Darstellungsgruppen zweier äquivalenter 
Formen gleiche Dichtigkeit besitzen. 

Wir nennen zwei Gruppen von Darstellungen (r ) und (5^) äquivalent, 
wenn irgendeine Darstellung der einen Gruppe irgendeiner Darstellung 
der andern äquivalent ist. Der Satz P. zeigt dann, daß zwei beliebige 
Darstellungen nur dann äquivalent sind, wenn sie äquivalenten Gruppen 
von Darstellungen angehören. Hiemach bilden die sämtlichen Dar- 
stellungen (5^), welche einer gegebenen Darstellung (r ) äquivalent sind, 
eine Gruppe von Darstellungen der Form ^. 



Grundlagen für eine Theorie der quadratischen Formen. 91 

Kap. XV. A^'nngierte Darstellangen und a^ungierte 

Darstellungsgrappen. 

I. Es möge eine primitive Form f von n Variablen mit Hilfe einer 
Substitution 

n 

B: x.^^r.'lk (i = l, 2, ..., n) 

von der Determinante 1 in eine äquivalente Form O = {a^^} (i,Ä;=« 1,2, ...,n) 
fibergehen, und es möge tp die Form ^ a^^ i^ g^ von v Variablen be- 

/,* = ! 

zeichnen. Es sei f die adjungierte Form von f, 

R: x;^^r;n;; (i = l,2,...,n) 

die adjungierte Substitution von R und O' = [^n) (*, Ä = 1, 2, . . ., n) 
die adjungierte Form von O. In Kap. XII haben wir gesehen, daß die 
Form f mit Hilfe der Substitution ü' in O' übergeht. Wir setzen die 



«— » 



Form ^l alj^ ^ §/ von n — v = v Variablen gleich q>\ Ist die Deter- 

minante der Fonn g? gleich 6^d^_-^ • (9) und die Determinante von g)' 
gleich ffl'ä^.^^' {(f'), so gilt die Beziehung 

(y) = (y') . (- i)/co. 
Wir wollen sagen, die Darstellung 

(r'): ar/-^*»-;*!; (i = 1, 2, . . , ») 

der Form g?' durch die Form f sei der Darstellung 

W- ^<=2^»*^* (i= 1,2, ...,«) 

der Form (p durch die Form f ddjungiert, und wollen uns des Zeichens 
(r^p) X {r^') bedienen. — Aus der Reziprozität zwischen den Formen f und 
f erhellt, daß, wenn die Darstellung (r^) der Darstellung (r^) adjungiert 
ist, umgekehrt die Darstellung (r^) der Darstellung (r^') adjungiert ist. 

Da die Systeme R und B' adjungiert sind, bestehen für die Dar- 
stellungen (r) und (r') die sämtlichen Gleichungen 

(45) r^^ 2, ..., v) _^^(l, 2, ..., v)^ 

Khf hf ' ' f K) vif Hf ' • -9 V) 
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in denen die Indizes i und i' so gewählt sein sollen^ daß die n Zahlen 
t\*, n + 1 — i/, abgesehen von der Reihenfolge den n Zahlen ly 2, , , ., n 
gleich sind und die Permutation 

(»1, f,, . . ., i^, n + 1 — Vi "'jn+l—^,n+l — f/) 
aus (1,2,...^ n) vermittels einer geraden Anzahl von Transpositionen 
hervorgeht. 

II. umgekehrt sind die beiden Darstellungen (r^) imd (r^') stets 
adjungiert^ sobald sie die sämtlichen Bedingungen (45) erfüllen. 

In der Tat: seien die Zahlen p/* (k > v) so gewählt^ daß die Sub- 
stitution 

die Determinante 1 besitzt, und sei 

(P): ^.=2«**^* +2^'*^* (i=l,2,..,n) 
die adjungierte Substitution von (q'). Es wird dann 

woraus sich wegen der Gleichungen (45) 

^(1, 2, ..., v)^^il, 2, ..., v) 

ergibt. Wir erkennen nunmehr, daß die Substitution 

R: x,=^rn,+^Iin, (♦=.l,2,...,n) 

die Determinante 1 besitzt und daß die adjungierte Substitution von R 
die Form erhält: 

B': x:^^r:n:+^ii;'i^ (»-1,2,...,»»). 

Also ist die Darstellung (r') in der Tat der Darstellung (r) adjungiert. 

III. Wir können jetzt den folgenden Satz beweisen: 

Ist (ftp) r^ (s^f) ((p<^ii) imd (^y)x(v)i (ß^)^i^'^)f ^^ ^^* ^*®** 

(v) '^ (^V'') i^'^^l ^^^ (X9) X (v)i W ^ WO- 
In der Tat ergibt die Voraussetzung 

^(1, 2, ..., t')_^(i, 2, .... »')_^,(i, 2j ..., t'')_^,a, 2, ..., v')^ 

woraus unmittelbar die Richtigkeit der aufgestellten Behauptung folgt 
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Dieser Satz zeigt^ daß zwei äquivalenten Darstellungen stets dieselben 
adjungierten Darstellungen zukommen. 

Wir nennen zwei Gruppen von Darstellungen (r), (r ) adjungieri, so- 
bald irgendeine Darstellung der einen Gruppe irgendeiner Darstellung der 
andern adjungiert ist. Aus dem vorstehenden Satz schließen wir, daß, 
wenn zwei Gruppen von Darstellungen adjungiert sind, jede Darstellung 
der einen Gruppe jeder Darstellung der andern adjungiert ist. 

Den samtlichen äquivalenten Darstellungsgruppen^ welche zu Formen 
«iner bestimmten Klasse (p von v Variablen gehören, sind äquivalente 
Darstellungsgruppen einer bestimmten Klasse 9' von v Variablen adjungiert. 
Die beiden Klassen (p und 97' besitzen hiernach eine gewisse Reziprozität 
in bezug auf die Formen f und f, und man kann sehr bemerkenswerte 
Relationen zwischen den Indizes, den Ordnungen und den Genera dieser 
beiden Klassen aufstellen. Wir leiten an dieser Stelle nur die Relation 
zwischen den Indizes her. 

Q. Bezeichnen wir durch J den Index von (p, durch J' den Index 
von (p' und durch / den Index von f und f, so hat die Gleichung statt 

Denn setzen wir die aus den ersten h(=^ 1, 2, . . .^ n) Horizontal- 
und Vertikalreihen von O resp. O' gebildeten Unterdeterminanten gleich 
6j^df^_^tkf^ resp. e^d^^^A'^j so ist die Zahl J resp. J' gleich der Anzahl 

der sämtlichen negativen Größen aus der R«ihe . * - (Ä = 1, 2, . . . , 1/; Aq = 1) 

resp. aus der Reihe ^t^ (A = 1, 2, .. ., v'; Aq = 1), während die Zahl I 

A 
gleich der Anzahl der negativen Größen aus der Reihe ^^ (ä = 1, 2, ..., n) 

oder aus der Reihe ^/- (Ä = 1, 2, . . ., w) wird. Nun haben wir nach 

Kap. XII die Relationen A^= (— 1/- A,',_,, (h = 0, 1, 2, . . ., n); dieselben 
führen mit Leichtigkeit zu dem angegebenen Resultate. 

Von besonderem Interesse ist der Fall, in welchem die Form 9) eine 
Ordnung 

und die Form (p' eine Ordnung 



besitzt 
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Kap. XVI. Darstellung Ton ganzen Zahlen durch Formen 

mit n Tariablen. 

Wir wollen weiterhin insbesondere den Fall betrachten, in welchem 
eine der Zahlen v, v gleich 1 ist. Es sei v=» 1, v'=«n — 1. 
Wenn die Form f mit Hilfe der Substitution 

(t): a;,. = ^J (t = 1, 2, . . ., n) 

in eine (einvariablige) Form 6 5* übergeht, so wird die Zahl b dnrch / 
vermittels der Zahlen 

dargestellt, nnd umgekehrt ist die Form b^^ stets durch f darstellbar, 
sobald die Zahl b durch f dargestellt werden kann. 

Wir nennen die Darstellung Xf = f^ der Zahl b durch die Form f 
eigentlich, wenn die Darstellimg von b^^ durch f eigentlich ist, d. h. wenn 
der größte gemeinsame Teiler r der n Zahlen t^ gleich 1 ist. 

So oft der Teiler r größer als 1 ist, muß b den Faktor t* > 1 ent- 
halten, und die Darstellung x^ =^ t^ der Zahl b durch f liefert die eigent- 
liche Darstellung a;^ =» — der Zahl j durch f. Wir gelangen infolge- 

dessen zu allen überhaupt möglichen Darstellungen einer Zahl b durch 
eine Form /*, indem wir die sämtlichen quadratischen Divisoren t' von h 

au&uchen und alle eigentlichen Darstellungen der Zahlen , durch die 
Form f bestimmen. 

Wir setzen die Form f als primitiv voraus. Zwei eigentliche Dar- 
stellungen (i) und (i^) einer Form 6 g* oder einer Zahl b durch die Form f 
werden nach unseren Definitionen nur dann äquivalent sein, wenn die 
sämtlichen Gleichungen <^ = ^^° (i = 1, 2, . . ., n) statthaben, d. h. wenn 
sie identisch sind. Infolgedessen sprechen sich die in Kap. XY aufgestellten 
Sätze für den Fall v = 1 folgendermaßen aus*): 

I. Zu jeder eigentlichen Darstellung (t) einer Zahl b durch die Form / 
sind eigentliche Darstellungen (r') gewisser Formen tp' von n — 1 Variablen 
und der Determinante (— iyd^_2 • b durch die Form f adjungiert. 

r. Zu jeder eigentlichen Darstellung (r') einer Form tp' von w — 1 
Variablen und der Determinante (— l)^rf^'_j • 6 durch die Form f ist eine 
einzige eigentliche Darstellung (/) der Zahl b durch die Form f adjungiert. 

n. Zu zwei äquivalenten Darstellungen (r') und (s') zweier äqui- 
valenter Formen tp' und t' von n — 1 Variablen und der Determinante 
(— l)^d^_, • b durch die Form f ist eine und dieselbe Darstellung (t) der 
Zahl b durch die Form f adjungiert. 

*) Siehe Gauß, Disquisitiones arithmeticae, art. 280. 
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U'. Wenn zu einer und derselben Darstellung (t) der Zahl b durch 
die Form f zwei Darstellungen (r) und {s') zweier Formen 9?' und ^' mit 
n— 1 Variablen und von der Determinante (— iyd^_,-6 durch die 
Form f adjimgiert sind^ so sind die Formen 9' und ^' und die Dar- 
stellungen (/) und (s) äquivalent. 

Um die sämtlichen eigentlichen Darstellungen einer Zahl j^ durch 
eine primitive Form f zu bestimmen^ können wir jetzt in folgender Weise 
verfahren: wir wählen aus einer jeden Formenklasse mit n — 1 Variablen 
und von der Determinante (— l)^d^_, • & einen Repräsentanten tp' aus, 
suchen die sämtlichen nicht-äquivalenten Gruppen von eigentlichen Dar- 
stellungen dieser Formen (p' durch die Form f auf und bestimmen zu 
jeder dieser nicht-äquivalenten Gruppen die einzige adjimgierte eigentliche 
Darstellung der Zahl b durch die Form f. Auf diese Weise wird man 
zu den sämtlichen überhaupt möglichen eigentlichen Darstellungen der 
Zahl b durch die Form f gelangen und zwar zu einer jeden dieser Dar- 
stellungen nur ein einziges Mal. 



Kap. XVII. Darstellungen von Formen mit n — 1 Variablen durch 

Formen mit n Variablen. 

Wir wenden uns jetzt zu einer näheren Untersuchung der eigent- 
lichen Darstellimgen einer Form mit n — 1 Variablen durch eine primi- 
tive Form mit n Variablen. 

n — 1 

I. Es möge eine Form 9^' = /^ &/*S/5ifc' ^^^ ^^^ Determinante 

{—iyd^_^-b durch eine primitive Form f^^^alk^i^k vermittels 
einer Substitution aasi 



n-l 



(*'): x;=^»;'%' (< = l,2,...,n) 



* = 1 



[[eigentlich]] dargestellt werden. 

Bestimmen wir n Zahlen t^j so daß die Substitution 



n-l 



(0: <=^*/*g; + </r (i=l,2,..,n) 



jfc = i 



die Determinante 1 besitzt, so wird die Form {() *f{f)=B' der Form f 
äquivalent sein und sich schreiben lassen 



n-l n-l 



B' =2 ^'* V 1; + 2^ i; 1; r + h' r ». 



i,A: = l < = 1 
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n 

Wir bezeichnen durch /* = /^ ^ik^i^k ^^® ^^ f adjungierte Form, 
durch <,* = ! 

n-l 

(0: », = <,S+2'*«*S* (» =- 1, 2, . . ., n) 

die adjungierte Substitution von {f) und durch 

die zu B' adjungierte Form. Die n Zahlen t^ drücken sich dabei durch 
die gegebenen Koeffizienten '9-/* aus. Es gelten die Beziehungen 

(46) J'v<,-,.i=i, '^Kitx+t:.,,,h'-\ |,*^*^, 

und wir bekommen B ^ (t) - f - (f), d. i. 

n 

und 

n n 

(47) i=^ant,t„ \=^a,,t,»,\ 
Mit Benutzung der Summen 

n 

können wir die Formeln (47) auch schreiben 

(48) h-^T,t,, \=^T,»,\ 

i-1 i-1 

Wir setzen | &/*!== j 9>' |; I &<* | = | 9 j ^uid 

Da die Formen f und f adjungiert sind, gelten nach einem bekannten 
Determinantensatze die Gleichimgen 

{{-iy-d:_,h){{-\y.d:_,h,,\-{{-\y.d',.M{{r-iy-d:_M 

= (-i)'-<-i-{(-i)'-<-.-«»} 

oder 

(49) - o^Ci^ = hfi^ - 66«, 
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aus denen wir die Kongruenzen gewinnen 

(50) —o^^ik = hh (niodfe) 

oder 

Jede Darstellang (d"^ der Form (p' durch die Form /^ liefert auf 

aolche Weise bestimmte Lösungen (&i, ftj, . . ., 6««i) der — r — ^ Kon- 
gruenzen (50). Wir sagen, die Darstellung ('9-') gehöre zu diesen Lösungen 
(&,)(Ä- 1,2,... ,»-!)•). 

IL Wenn wir den n Zahlen t^', t^\ . . ., i^ alle möglichen Werte er- 

fi 

teilen, welche die Bedingung 2^^»'^«-»+i ^ ■'^ erfüllen, so erhalten wir 

alle Lösungen (&J der Kongruenzen (50), zu welchen die gegebene Dar- 
stellung {^') der Form q>' gehört. Es besteht nun der Satz: 

Alle Lösungen (&i; 62, • • •> 6„_i) der Kongruenzen (50), zu welchen 
die nämliche Darstellung ('9-^ der Form q/ gehört, sind nach dem Modul h 
kongruent. 

In der Tat, die Summen 

nehmen mit Hilfe der Formeln (48) und (46) die Werte an 

Es kommt also 

(51) 2*--"'*H-i-^*-2'«"^* KUx^O (-"«dJ). 

A=l A=l 

(/= 1, 2, ..., n) 

Fassen wir irgendwelche n — 1 von diesen n Gleichimgen zusammen, 
etwa alle diejenigen, welche einem Index i + g entsprechen, so können 
wir dieselben nach den n — 1 Größen j^;^ auflösen, und es ergibt sich 



(i) ^^^n-i'\'l ;t = i / 



*) Siehe Gauß, Disqnisitiones arithmeticae, art. 282. 

Minkowski, Oetammelte Abhjindlaiigen. I. 
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Es ist klar, daß die Größen L, --r- vermittels der Koeffizienten ^/* 

der Darstellang ('9-') ausgedrückt werden können; es sind daher auch die 
Reste der Zahlen 

nach dem Modul 6 durch diese Zahlen d/* yoUstandig bestimmt. Da die 
Darstellimg (0*') eine eigentliche ist^ können die n Zahlen t^, t^y . . ., i^ 
keinen gemeinsamen Teiler größer als 1 besitzen^ und es müssen sich 
daher unter diesen n Zahlen solche befinden, die zu einem beliebigen 
Primfaktor q von h relativ prim sind. Infolge dieses Umstandes sind 
auch die Reste der n — 1 Zahleu &^ für jede in b aufgehende Primzahl- 
potenz g^ und mithin für den Modul b selbst eindeutig durch die Koeffi- 
zienten d'i^ bestimmt, und hieraus geht unmittelbar das Behauptete hervor. 

Setzen wir jetzt voraus, man könne n Zahlen ^/ f ^ ^tK-i-^i "" ^) 

so finden, daß die Darstellimg (d'') zu der Wurzel (6J der Kongruenzen (50) 
gehört, und es möge (&J eine andere, nach dem Modul b der Wurzel (ftj 
kongruente Wurzel dieser Kongruenzen sein. Alsdann kann man n Zlahlen 

n 

^' (2^^/^n-<+i ^ l) derart finden, daß die Darstellung (d') zu dieser 



»=i 



Wurzel (6J gehört. 

In der Tat, es möge bf^=^bf^ + be,^ sein. Für die Zahlen ^/ müssen 
die Beziehungen 

(51) 2 ^-"tx • ^* -2 «" ^* * • ^--'+» 

A=l *=1 

statthaben. Die Differenz der Gleichungen (51) und (51) ergibt sogleich 

w-l 

(52) i; "t; -'^ »;'-•> e,. 



Daraus geht hervor, daß die Bestimmung der Zahlen f/ jedenfiedls nur 
auf eine einzige Weise möglich sein kann. Führen wir nun für die 
Zahlen t^ die Ausdrücke (52) ein, so ist die Gleichung (51) wirklich 
erfüllt. Multiplizieren wir dann diese Gleichung mit t^ und bilden die 
Summe über alle Werte t == 1, 2, . . ., n, so bekommen wir 

n » 

1=1 <,*x=l 
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d. i. 

Die Darstellung (O*') gehört also in der Tat zu der Wurzel (bj^ der Kon- 
gruenzen (50). 

Ist insbesondere 6;^ = 0, 6j^ =« &;^(A «= 1, 2, . . ., n — - 1), so wird 
*/=» ii'(i «= 1, 2, . . ., w). Man sieht demnach^ daß es nicht zwei ver- 
schiedene Substitutionen (t*) geben kann, welche dieselben Koeffizienten ^'^^ 
besitzen und die Form f durch dieselbe Form B' ersetzen. 

ni. Zu den eben bewiesenen Sätzen gelangen wir auch auf folgendem 
Wege*): 

Es seien t^, t^\ . . ., t^ irgendwelche Zahlen, welche ebenso wie die 
Zahlen t^j t^, • • • ; ^«' ^ö^ Gleichung 

genügen, und es möge die Form f durch die Substitution 

{iy. x; =2 *;*!'»+ t;l' (» = i, 2, . . ., «) 

in eine Form 

i'~^h;X\;+ 2^6/1,1 + 6i'» 

übergehen. Der Substitution {t') sei die Substitution 

(0: ar, = ä+2'***l (»- 1, 2, ...,n) 

und der Form B' die Form 

»-1 n-l 



^=6|« + 22'Ml,+2i«is* 



adjungieri Wie man aus Kap. XIY (II) ersieht, geht alsdann die Form B 
mit Hilfe der Substitution 

(0-^.(0: S = l+^\-l, l*=l» (Ä-l,2,...,n-l), 

A = l 

in welcher 



t=i 



*) Siehe Gauß, Disquieitiones arithmeticae, art. 282. 

7* 
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ist, in die Form B über. Wir bekommen daher 

6a-&a+K; h = \ (modfe), 

und die beiden Lösimgen (&J und (&J der Kongruenzen (50) sind in der 
Tat kongruent modulo b. 

Die Substitution (O"^'(^0? Solche die Form B' in B' verwandelt, 
läßt sich jetzt schreiben 

(o-^-(ö: s;=l;-c»_»-l' (A-i,2,...,»-i), r=l'. 

Durch Zusammensetzung der beiden Systeme (t') und (O~^(^0 müssen 
wir zu dem System (f) gelangen. Auf diese Weise erhalten wir von 
neuem die Bedingungen (52). Führen wir aber für die Zahlen t^ die 
Werte (52) ein, so ist die Substitution (t') in der Tat von der Deter- 
minante 1 und verwandelt die Form f in eine Form B', deren ad- 
jungierte Form B ansteUe der Koeffizienten \ die Zahlen \ aufweist. 

IV. Man kann leicht die folgende Relation beweisen, welche später 
Anwendung finden wird: 

(53) YJo,' (n - 2)bb'-fJo,+ oX-'^c,,e:_,^,_,. 

Asl A = l i,k = l 

In der Tat hat man 
d. i. 

n — 1 

Die Determinante der Form B läßt sich schreiben 

n-l 






I , * = 1 

daraus ergibt sich 

n— 1 »— 1 n— 1 

Führen wir hierin statt der Zahlen 6^6^ die Zahlen — OiC^* +^^<* ^^ ^"^^ 
benutzen die Beziehung (54), so bekommen wir sofort die behauptete 
Gleichung. 

y. Es ist klar, daß es überhaupt keine eigentlichen Darstellungen 
der Form 9^'=={6/t} von der Determinante {—^Y-d^^^'h durch die 

Form/*' geben kann, sobald nicht die Größen Cn-<,n-**" (""l/'J? — P5>' 
ganze Zahlen werden. Sind aber diese sämtlichen Größen ganze Zahlen, 
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80 wird eine jede eigentliche DarsteUnng (^^ der Form (p' durch /*' zu 
einer einzigen Lösung (&J (mod j^) der Kongruenzen 

-OiC,-4 = 6A (mod 6) 

gehören, und wir werden sonach alle möglichen eigentlichen Darstellungen (^^ 
der Form (p' durch f bekommen, indem wir die sämtlichen modulo b in- 
kongruenten Systeme 

(Pl7 K ' ' -y *n-l) 

aufsuchen, welche diese Kongruenzen erfüllen, und für jedes dieser Systeme 
die sämtlichen eigentlichen Darstellungen (d'') bestimmen, welche zu dem- 
selben gehören. 

FOr ein bestimmtes gegebenes System (J^J (mod V) kann dies auf 
folgende Weise geschehen: 

Wir bezeichnen die ganzen Zahlen 

b 
durch bij^ und untersuchen die Form 

Diese Form geht mit EUlfe der Substitution 

i~V-'^^V,, ^,-V, (Ä-l,2,...,n-l) 
in eine Form 

n-l 



5o = 6V+2- 



^ik 



„ b 
I, * = 1 



^iVk 



über. Wir ersehen hieraus, daß die Determinante von B gleich (— l)^-rf„_i 
ist. Femer gilt ^^ =• (— ly-^^-j-i^/itJ ^°^ ^^^ setzen 

Aus den vorhergehenden Sätzen leuchtet ein, daß wenn die Form B 
der Form f nicht äquivalent ist, keine eigentlichen, zu der Wurzel (&J 
der Kongruenzen (50) gehörenden Darstellungen der Form 9' durch f 
existieren. Sobald aber B<^f ist, so wird auch die zu B adjungierte 
Form B' der Form f äquivalent sein und sich schreiben lassen 

<,* = ! rfal 



• • I 
• I 
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Eine jede SubBtitation 



«-1 



(O: xf^^^;%'+t,r 



(t=l,2, ...,n) 



*=i 



von der Determinante 1, mit deren Hilfe die Form f in B' übergeht, 
liefert dann eine eigentliche Darstellung 

(^0: <-^*/*i; (. = 1,2,..,«) 



*=1 



von (f' durch f\ und wir gelangen, indem wir samtliche verschiedenen 
Substitutionen (t") von der Determinante 1 bilden, durch welche /" in B' 
transformiert wird, zu allen überhaupt möglichen Darstellungen {d"^*), 
welche zu der Wurzel (6^^) gehören, und zwar zu einer jeden dieser Dar. 
Stellungen ein einziges Mal. Denn wir haben gesehen, daß zwei ver- 
schiedene Transformationen (t') niemals die gleichen Koeffizienten ^/* 
darbieten können. 



Kap. XYIU. Index^ Ordnung und Genus der durch eine Form von 
n Variablen darstellbaren Formen von u — 1 Tariablen. 

n 

Es sei eine primitive Form f ^^^ o^^x^Xj^ von einem Index J, einer 

Ordnung 0:1 *| und einem Genus G gegeben, und es möge die Zahl h 
vermittels eines Systems 

durch f dargestellt sein. 

Da die Koe^zienten a^^, 2a^J^ sämtUch durch 6^ teilbar sind, wird 
die Zahl h den Faktor a^ enthalten. Es bedeute ä das Vorzeichen der 

Zahl h und m den absoluten Wert von - • Dann wird h ^ ö - ö.m. Wir 

betrachten insbesondere Zahlen 6, für welche die Größe m zu der Deter- 
minante A von f relativ prim ist. 

Wir nennen den größten gemeinsamen Teiler T der n Zahlen 

n 

Tf = ^, O'ikh ^®^ Teuer der Darstellung (t), \md sagen, eine Darstellung (i) 

sei primär, wenn ihr Teiler T gleich 1 ist. Eine primäre Darstellung ist 
stets eigentlich; denn der größte gemeinsame Teiler t der n Zahlen ij^ 
geht in allen Summen T^ und folglich auch in der Zahl T auf. Ist daher 
T= 1, so wird auch der Teiler r der Einheit gleich sein. — Aus den 
Gleichungen (48) erhellt, daß der Teiler T der Darstellung {t) in den 
sämtlichen Zahlen &, 6i, ig, . . ., &„_i aufgehen wird. Andererseits erkennen 
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wir aus den Gleichangen (51 ), daß der größte Teiler der Zahlen b, hf^ in 
den samtlichen Zahlen T^ aufgeht. Es stimmt demnach der Teiler T der 
Darstellung (t) mit dem größten Teiler der Zahlen b, bf^ überein. Die 
Kongruenzen 6^0, 6;^ = (mod T) ergeben unmittelbar A = (mod T). 
Folglich wird, falls die Zahl m zu A relativ prim sein soll, der Teiler T 
in <^i aufgehen, und eine [[eigentliche]] Darstellung {t) der Zahl b wird 
stets primär sein, außer in dem Falle, daß (^^ = 2, m ^ 1 (mod 2) ist und 
die Zahlen T^ alle gerade ausfallen. 

Der Darstellung (t) der Zahl b durch die Form f ist eine Darstellung (d-') 

n-l 

einer Form y'= /^V*5/5*' ^^^ ^^^ Determinante (— lyd^^^-b durch 

n 

die Form f'--^a;,x;x; adjungiert. Wir woUen die Beziehungen unter- 

1,4 = 1 

suchen, welche zwischen den Indizes, den Ordnungen und den Genera der 
Form y' xmd der Form f bestehen. 

Index der Form q>\ 

Nach dem Satze Q. (Kap. XV) muß der Index der Form tp' gleich I 
oder J— 1 sein, je nachdem die Zahl b positiv (d =» 1) oder negativ (d = — 1) 
ist. Da der Index einer Form von n — 1 Variablen stets zwischen den 
Grenzen und n — 1 eingeschlossen ist, wird die Form (p' niemals durch 
die Form f darstellbar sein, wenn 7=0 und 6 < oder I = n und 
J > ist. 

Ordnung der Form q>\ 

Es sei der größte gemeinsame Teiler der sämtlichen Koeffizienten b/t 
der Form 9' gleich e\ xmd es seien ß/, «2', . . ., «^'_j die Invarianten und 

'^i; V> •••; ^n-J ^® Invarianten ö der primitiven Form ^' Es gilt als- 
dann die Beziehung 
(55) <},d:_,tn = e'-»c/- V"-*- • • C«- 

m* MM.' 

Wir bezeichnen durch Q , q die höchsten Potenzen einer Primzahl g, 
welche in den Größen e', 6/ aufgehen. Wir wollen jetzt die Zahlen t', e/ 
durch die Zahlen co^' ausdrücken. 

1. Es bedeute zunächst q eine in m aufgehende Primzahl Wäre die 
Größe e' oder eine der w — 3 ersten Invarianten ^i', V, ..., «„'«s ^^iJ^h 
diese Primzahl q teilbar, so müßten die sämtlichen ganzen Zahlen 

c^jt = ( — ly* J-? — o|^/ -- gleichfalls durch q teilbar sein, und die 
Gleichung (53) gäbe /7o;^ oder A = 0(modg), was gegen unsere Voraus- 
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Setzung streitet^ daß die Zahl m zu A relativ prim ist Wir finden sonach 
£Ür jede in m aufgehende Primzahl e'= 0; «/= 0, €,'=« 0, . . ., ^„'„s— 0. 
Wegen (55) wird dann die Größe g*«-« der größten Potenz von q gleich 
sein, welche in ö^m oder in b aufgeht Indem wir dieses Resultat fOr die 
sämtlichen in m enthaltenen Primzahlen q anwenden^ erkennen wir, daß 
die Invariante e^_^ durch m teilhar sein muß. 

2. Es bedeute jetzt q eine ungerade Primzahl p, welche nicht in m 
aufgeht. Da die Zahl b alsdann zu p relativ prim ist^ so können wir die 
Zahlen (j^^, ft,^ . . ., ^«-1)9 ^^ welchen die Darstellung (d') gehört, so 
wählen, daß sie neben den Kougruenzen (50) far den Modul b noch den 
weiteren Kongruenzen 

6^ = 0, 6, = 0, ..., 6^_i=0 (modpO 
für irgend einen Modul p\>p^n-i(p)) genügen. Es wird alsdann 

OiCa=bbf^ (modjpO, 
und die Form B besitzt für den Modul p^ einen Rest 

fb, , ..., 



B = 



0, 






0, 



^'l«— 1,1 ^'l^^«-!,*-! 



(modpQ. 



Schlüsse, welche denen von Kap. DI ganz analog sind, zeigen jetzt, daß 
II -1 

die Form ^ ^ikh^k primitiv in bezug auf p sein muß und daß die hoch- 

sten in den Invarianten dieser Form aufgehenden Potenzen von p bzw. 
gleich p'^n-i, pK-iy » ' -f p*"*! sind. Andererseits müssen diese Potenzen 
gleich p'n-j, i)*n-8, .. .,p*i sein; denn die Form [c^j^] ist ein Multiplum 
der zu ^ adjungierten Form. Wir gewinnen also die Beziehungen 



f 1 = (Dl , f « =■ (D« , . . . , f ^ 9 = CO. 



'1 > «^2 — ^if ' ' '} «'it -a — *"» -2 • 

Indem wir jetzt diese Werte der Zahlen c/ in die Formel (55) einführen, 
finden wir noch £'=0. Die Form ^>' muß also in bezug auf |) primitiv sein. 

3. Es möge endlich die Primzahl q gleich 2 sein. Gemäß imserer 
Annahme, daß die Zahl m zu A relativ prim sei, werden wir die beiden 
Fälle m = 1 (mod 2) und m = 0, A = 1 (mod 2) zu untersuchen haben. 

I. Wir betrachten zunächst den Fall m = 1 (mod 2). 

((^1= 1). Ist in diesem Falle (^1= 1, so wird die Zahl b ungerade 
sein, und wir können infolgedessen die Zahlen (pub^y - * -jb^^^j zu 
welchen die Darstellung (0*') gehört, so wählen, daß sie neben den Kon- 
gruenzen (50) nach dem Modul b noch den Kongruenzen 
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61 = 0, 6, sO, ..., 6,_i = (mod20 
fOr irgend einen Modul 2'(> 0,_j-2'n-i<*>) genflgen. Alsdann wird 

OiCa = 6&,t (mod 2*) 
nnd folgUch 

(b, , ..., 



B = 



>, 


b 


f 


• • •; 


Ol«!, n 

b 


-1 

• 


• 

) 


• • • 




* m 


• • • 


n-1 



(mod 20- 



n-l 



Aus diesem Rest von B ersehen wir, daß die Form^ c ^L^^ zu 2 primitiy 

ausfallt, daß die Zahlen e', e/ durch die Gleichungen 
(56) e'- 0, e/= o/, £,'= o/, . . . , «;_, = ajj^j 

gegeben sind und daß die Potenzen (^J_a'^*~^ ™^^ ^^^ kleineren der 
Potenzen 

r' .•2^A-S t' . ,.2^A 

übereinstimmen oder, was auf dasselbe hinauskommt, daß die Invarianten <^^.^ 
mit den kleineren der je zwei Zahlen 

<_, und <.,_!. 2"i^"«+-^"a 
übereinstimmen. 

Wir wollen nun annehmen, daß die «i — 1 (1 ^ ^i ^ w) ersten der 
Gfrößen a^, nämlich ©i, Oj, . . ., aj^^_i gleich Null seien, während die x^** 
dieser Zahlen, (d^, von NuU verschieden sei. Alsdann ist nach Eap.IY (^i» 1, 
<y,-l, ...,<y,^_i-l; (y^=l. Die Größe <_,,!. 2''i^"«''"'''ä wird für 
Ä<«i gleich r^'_jk_i und für A ^ x^ größer oder gleich 2irJ_j^_i ^^n-*- 
Für Ä^Xj ist daher immer <y„'_;^ =» r„'_j. 

Die Relationen (56) ergeben 

Die Xj — 2 letzten Invarianten r/ können infolgedessen nach den in 
Kap. IV gegebenen Sätzen nur die Werte 

(57x) 

oder die Werte 

(57,) 
annehmen. 

Der letztere Fall (57,) ist an die Bedingungen x^ — 1 = (mod 2) und 
Xj — 1 > gebunden. Wenn also x^ = (mod 2) und auch wenn Xj = 1 
wird, erhalten wir stets r^^' — (Jj^' (A = 1, 2, . . ., n — 2). Ist dagegen Xj = 1 
(mod 2) und x^ > 1, so sind die Fälle (57 J und (57,) alle beide möglich. 



^n-Xi + l ~ ^J ''^w-Xi + 2 "■■*■» ' ' 'f '"'n-i '~ ^ 



n-Xi + l 



^} '^„-Xi + 2 ■■ I? • • •; ^n-2 — -^ 
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Der zweite dieser Fälle tritt offenbar nur dann ein, wenn die Inyariante 
^M-2 gleich 2 ist, d. h. wenn die Zahlen 

alle kongruent (mod 2) sind, oder, was auf das nämliche hinauskommt, 
wenn die « — 1 Kongruenzen 

(58) bi = bn (mod 2) [6 = 1 (mod 2)] 
gelten. 

Wir können voraussetzen, daß der Rest f(mod 2) von der in Kap. LH 
angegebenen Gestalt /|^ ^ ist. Geht dann f durch die Substitution 

(t): x,-t,i+^»,% (i=l,2,...,«) 

in B Qber, so wird 

6, = t,»,' +/,#,'+... + t,»l, b„ = »,* +»,*+... + »i^ (mod 2), 

und der Fall (57,) ist dnrch die Bedingungen 

(59) (t,-l)»,*+(t,-l)»,* + .-- + (t,-l)»,\ = 0imoi2) (i=l,2,..,n-l) 

gekennzeichnet. Zn diesen Kongruenzen können wir noch die Eongraenz 

(60) (t^-l)t,+ (t,-l)t,+ ... + (<,, - 1) t,^ ^ (mod 2), 

die wegen ^j(^^— 1) = (mod 2) evident ist, hinzufägen. Da die De- 
terminante der Substitution (t) ungerade (= 1) ist, können die x^-reihigen 
ünterdeterminanten des Systems 

I i„ V, »,', ■■:»r'\ (Ä - 1, 2, . . ., Xi) 

nicht sämtlich gerade sein. Demnach gibt es unter den n Kongruenzen 
(59), (60) Xj, deren Determinante ungerade ist. Lösen wir dann diese 
Xj Kongruenzen nach den x^ Großen ^i — 1, ^ — 1, . . ., f^^— 1 auf, so 
bekommen wir 

t^—l = 0, ^3-1=0, . . ., /^^ — 1 = (mod 2). 

Man erkennt also, daß die Kongruenzen (58) die einzige Lösung 

<i = l, /, = !, ..., t^^^l (mod 2) 
zulassen. 

(ö^ = 2.) Es sei jetzt (Jj = 2 und mithin 6 «= d • (Jjin = 2 (mod 4), 

Die w — 1 Zahlen (&i, ftj, . . ., &««i) sind dann entweder alle gerade, oder 

es befinden sich unter ihnen auch ungerade Größen. Im ersteren Falle 



wird T< = /, ciatj^ := (mod 2) (i = 1, 2, . . . , n), und folglich ist die ge- 






gebene Darstellung (t) der Zahl b nur im zweiten Falle primär. 

Wir woUen annehmen, von den Größen (Oj^ seien die Xj— 1 (l^Xj^n) 
ersten, nämlich ©i, «j, . . ., gJ;^ „i, gleich Null, während die x^** dieser 
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Zahlen, cd^^, von Null verschieden sein möge, und wir woUen annehmen, 
daß der Rest f (mod 4) von der in Kap. III angegebenen Gestalt f^^^^ sei. 
Dann gelten die Kongruenzen 

^1 ^Uf ^2 ^ hy ^8 ^ hy ^4 — ^8? • • •> ^xi-i ^ ^x^y ^x» ^ ^Xi-i5 

T, = 0(mod2) (A>x,), 

und es werden die Zahlen T^ nur dann sämtlich gerade ausfallen, wenn 

^1 = 0, U = 0, . . ., t^^^O (mod 2) 

wird. Diese Kongruenzen bilden demnach die notwendige und hinreichende 
Bedingung dafQr, daß die n — 1 Zahlen j^^ sämtlich durch 2 teilbar werden. 
Diese Kongruenzen sind jedoch mit der Annahme 6 = 2 (mod 4) nur in 
dem Falle verträglich, daß 2'''^^6^^^^^2 and also 2*"'^ - 2, (J^^+i = 1 
wird. In der Tat, ist 2*"**(y^^^i = Ü (mod 4), so sieht man leicht, daß in 
dem Rest f=<i^^^^ + T^^f^^^)\mo^4.) alle Koeffizienten 2"''*a/fx), 2"'«*2a/jx) 
kongruent Null (mod 4) werden. Infolgedessen ist eine jede Zahl &, 
welche durch f vermittels gerader Zahlen t^j t^y • -y^x^ dargestellt wird, 
durch 4 teilbar. 

Wenn von den n — 1 Zahlen &j, \y . . ., \^i einige ungerade aus- 
fallen, so werden sich auch unter den Zahlen c^^^ - -(—&<*+ 66«) ungerade 



n-l 



Ol 



= 



Größen befinden. Die Form =" ^c^j^i^k ^^^^ daher in bezug auf 2 pri- 

mitiv ausfallen und sich in einen Repräsentanten 

^ y W > • • •; «-8 

h ; hl' • • •? h,n-2 

verwandeln lassen, in welchem c* ~ 1 (mod 2) ist und die Koeffizienten 
^j*, . . ., c*_g kongruent Null nach einem Modul 2^(>(y„_i- 2*'«-i^*)) sind. 
Bedeutet Jlf den größten Teiler der sämtlichen Koeffizienten von O, so wird 

die Form — ^ der Form ^ adjungiert sein. Wir wollen durch -*^> die 

zu -4=r- adjungierte Form bezeichnen. Dann ist die Form q>' der Form q>' 

äquivalent. Anstatt der vorliegenden Darstellung (0*') der Form ^>' durch 
f können wir jetzt irgendeine äquivalente Darstellung {%^ der Form q>' 
durch f betrachten. Für diese Darstellung (O*') möge anstelle der Form 
B eine Form 

treten. 
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Wir erhalten die Gleichungen 

Da wir 6 = (mod 2) und c* = 1, c,* = (mod 2) Torausgesetzt haben^ 
ergeben sich die Kongruenzen 

6^,= 1; 6i = 0, ..., 6^_, = (mod 2). 

Die Darstellung (0*') bestimmt nur die Reste der Zahlen b^ nach dem 
Modul & [= 2 (mod 4)]. Wir können daher die Zahlen so wählen, daft 
sie den Kongruenzen 

'h^c*,...,K_, = c*_, (mod 2'+») 

genügen. Alsdann werden wegen b^b^ — 6 • 6o< *^ """ ^i^* ^^® Kongruenzen 

6^^ = (mod 2*) und wegen bj)^— 6 • 6^-= — öjCjJ die Kongruenzen (f^^O^ 

2c^^ = (mod 4) statthaben , und die Form B wird für den Modul 2* 
einen Rest 

b, 6o 



B = 



K Ko 




Oi^n 


<>i<i%-» 


b ' 


• • •; 5 


ÖlC-8,1 


<>lC-2,«-.2 


b ' 


• • •> 5 




• 


h — a h—^ 


^ — ^»9* — 



(mod 20 



Dieser Rest von B zeigt, daß die höchste in allen Koeffizienten cf^ 

n-i 

der Form ^c^^hh aufgehende Potenz von 2 gleich 2*"«-«+^ ist, sowie 

daß für die in bezug auf 2 primitive Form I — ;---] die Invarianten 

2«W gleich 2*"«-«, . . ., 2*^*' und die Invarianten 6 gleich (^„'^8, . . ., <yi' 

sind. Indem wir dieses Resultat auf den Rest der Form O (mod 2^ an- 
wenden, erkennen wir, daß die Invarianten 2*"(*^ dieser Form gleich 
6^ • 2'^»-«, 2*"«-s, . . ., 2*^' und die Invarianten ö dieser Form gleich ö^^^y 
^n-Zf-'-y^i ^^^' Andererseits ist offenbar, daß die Invarianten 2**W 
der Form O mit den Zahlen 2*«-2, 2*»»-«, . . ., 2**' und die Invarianten 6 
dieser Form mit den Größen ^^_2, t^_8, • . •; i^i' übereinstimmen. Folg- 
lich wird 



^ '0t ^ 



8> ^n-J 



-8 



1. 
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Führen wir diese Werte der Zahlen b^ in die Relation (55) ein^ so finden 
wir noch «' — 0. 

n. Wir betrachten endlich den Fall, in welchem m = (mod 2) und 
A = 1 (mod 2) ist. Es sei 2* die höchste in m aufgehende Potenz von 2. 
Wir sahen in 1., daß die Zahlen b, BjI durch die Gleichungen 

B- 0, <- 0, V- 0, . . ., f:_3 - 0, 2'n-2 = tf, . 2* 

gegeben sind. 

Wir haben sonach nur noch die Invarianten r/ zu bestimmen. Die 

letzte dieser Invarianten, ^n-«» wird, da 2*«-> ^ 2 ist, stets gleich 1. Die 
übrigen n — 3 Invarianten r/ müssen nach den in Kap. IV gegebenen 
Sätzen entweder die Werte 

Tj =1, Tj ■- 1, . . ., t„_3 = 1 
oder die Werte 

Tj « 2, T, = 1, . . ., T^_8 =» 2 

erhalten. Der letztere dieser beiden Fälle ist an die Bedingung n ~ 2 = 
(mod 2), also n = (mod 2) gebunden. Außerdem muß, wie wir leicht 
einsehen, eine jede Invariante r/ die entsprechende Invariante 6^ als 
Faktor enthalten. Wir gewinnen daher das folgende Resultat: Wenn 
n = 1 (mod 2) wird, in welchem Falle stets tf/= 1, 6^ ^ 1? • • •? ^1-% = 1> 
<y^_i = 1 ist, so haben wir Ti'= 1, t:,'= 1, ..., r^.j == 1, t^_2 = 1; 
wenn dagegen n = (mod 2) ist, so wird, falls <y/=l, tfj'-»l, ..., 
<y«_,= 1, <y„'_i = 1 ist, entweder r/« 1, T2'=- 1, . . ., ^,I_8==' 1, ^^«-2= 1 
oder r/— 2, Tg'«« 1, . . ., t^.j = 2, t^_2 = 1, und falls tf/« 2, <y/= 1, 
• ••; ^^n-s'^l» ^»-1 "^ 2 wird, haben wir stets t/=2, r^'^l, ..., 
^»-B^^* 2> ^«-«" 1- 

Wir können die Sätze, zu denen wir gelangt sind, in der folgenden 
Weise zusammenfassen: 

Wenn eine primäre Darstellung (t) einer Zahl h = ö * 6^m (m relativ 
prim zu A) darch die Form f einer Darstellung (-O"') einer Form q/ von 
n— 1 Variablen und der Determinante (— l)^«d„'_,6 durch die Form f 
adjungiert ist, so fällt q/ primitiv aus und gehört zu einer Ordnung 



ö (» 



1, 2, . . . , n — 2), J' =- 1^ , 

deren Invarianten Sj^ den Gleichungen 

genügen und deren Invarianten r/ entweder die Gleichungen 

oder auch, falls tfj =- 1, m = x^ = 1 (mod 2), x^ > 1 ist, die Gleichungen 
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Tj = 4^1 , Tj 



ai) 






n-Xi + l 



2, T^_- +8= 1, . . ., 



'«-3 



1, <-,-2, 
oder, falls x^ = n, ^j =« 1 , w = x^ = (mod 2), Xj > 2 ist, die Qleichungen 

Tj = 2, Tg =» 1, . . ., t:^_3 = 2, T^_2 '^ 1; 

^1^ 1, tf, = 1, . . ., <y„_3 = 1, tf„_2 =« 1 



(n) 



erfüllen. 

Wir wollen die Ordnung der Form tp', je nachdem die Gleichungen 
(I) oder (U) statthaben, durch 0/(b) oder durch 0//(6) bezeichnen. 

Sei jetzt (p die der Form (p' adjungierte Form. Aus dem obigen 



n-l 



«-1 



Satz erhellt, daß (p gleich ^,c<tUt oder gleich — ^,c^t6<l* Söi^ wird, je 
nachdem die Zahl b positiv oder negativ ist. Wir können daher 

n-l 

V '^ ^ ' ^^ik^^k setzen, und die Form q> wird primitiv sein und der 
Ordnung 



^n-9f ^n-8> ' ' '9 ^1 / 



angehören. 

Wir wählen die Form (p' in ihrer Klasse so aus, daß <p einen Haupt- 
rest fOr den Modul b vorstellt. Dann wird 



f ^f 



d • q) 






«1*, 



'11? 
'81 > 






12 > 



•> 



'l,n-2 
'2,11-2 



* 



* 



'n-2' n-2,1? «-2,2? *••? «-2,«-2/ 



fc*, 0, 0, ..., 0) 
0, 0, 0, . . ., 
0, 0, 0, . . ., 

0, 0, 0, ..., 0) 



(mod b\ 



wo c* zu 6 relativ prim ist, und den -^ — - Kongruenzen 

(61) — OjC* = 6o* (mod 6), — o^c^* = ft^ft^ (mod 6), ~ o, c/J = bj)^ (mod &) 

(f,Ä; = l, 2, ...,n-2) 
kann nicht anders genügt werden, als wenn man 

(62) -.o^c* = V (mod 6) 
und 

6^ = 0, 6, = 0, . . . , 6^_2 = (mod 6) 

hat. Es wird daher die Anzahl der sämtlichen inkongruenten Systeme 



(6o, 6i, . . .; 6n-2) (mod 6), welche den 



n{n — 1) 
2 



Kongruenzen (61) genügen, 
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mit der Anzahl der inkongmenten Lösungen 69 {^od b) der einzigen 
Eongraenz (62) übereinstimmen. Diese letztere Anzahl ist^ sobald die 
Kongruenz (62) überhaupt keine Lösungen besitzt, gleich Null, dagegen 
wenn die Kongruenz (62) lösbar ist und wenn in der Zahl h im ganzen 
II ungerade Primzahlen p aufgehen, gleich 2^, falls 6 = 1 (mod 2) oder 
6^2 (mod 4) ist, oder gleich 2^+*, wenn 6^4 (mod 8) ist, oder gleich 
2^+^ feUs 6 = (mod 8) ist. 

Genus der Form q>\ 

Wir wollen jetzt zeigen, daß die Form q>' nur einem einzigen Genus 
ö/(6) oder Gn{b) der Ordnung 0/(&) resp. On(h) angehören kann und 
daß die Charaktere dieses Genus völlig durch die Charaktere des Genus G' 
der Form f bestimmt sind. 

Vergleichen wir zu diesem Zweck die Charaktere der Form ^' und 
der Form B' in bezug auf einen Modul q^ miteinander. Der Einfach- 
heit halber denken wir uns die Form ^)' als eine Grundform für den 
Modul q gewählt. Bezeichnen wir die aus den h ersten Reihen der 
Form B' und der Form q>' gebildeten symmetrischen Unterdeterminanten 
durch <y/rfjk'_iS/ und durch tj^dl_^(p^y so bestehen die Beziehungen 

<y;j5;=T>;(A^n-2) und (- 1)^. JB„'_i = - =- d • m. Die Größe 

(— ^y * "^'n-^^'n-i stimmt mit dem Koeffizienten c* der Form S - (p über- 
ein, so daß wir die Kongruenz (62) auch 

(63) - (- 1)/ . o,r:_,v:_, ^ V (mod tt,b) 

schreiben können. 

1. Bedeutet zunächst q eine ungerade Primzahl p, welche nicht in h 

und nicht in A aufgeht, so besitzt weder die Form q>' noch die Form B' 

einen Charakter (L. 

p 

2. Zweitens sei q eine ungerade Primzahl p, welche in b aufgeht 
und mithin zu A relativ prim ist. Alsdann besitzt die Form B' keine 

Charaktere C^, während die Form (p' den einzigen Charakter (^"-7 

i L_L_l_JLl^8| 

erhält. 

3. Wenn drittens q eine ungerade Primzahl p ist, welche in A auf- 
geht und mithin zu b relativ prim ausfällt, so stellt die Form B' eine 
Grundform für den Modul p vor, sobald wir für (p' eine Grundform für 
diesen Modul genommen haben. Es besitzt die Form tp' einen Charakter 

( ) } wenn die Invariante «/ durch p teilbar ist, und die Form B' einen 
~^j, wenn die Livariante 0/ durch p teilbar ist. Nun ist 
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offenbar ein jedes e^ (& ^ n — 2) dann und nur dann durch p teilbar, 
wenn das zugehörige 0/ durch p teilbar wird. Demnach zieht ein jeder 

Charakter (~^) einen bestimmten Charakter (— j nach sich, und es sind 

diese beiden Charaktere wegen (y/JB/=» r/g?/ gegenseitig durcheinander 

gleich \ -) sein. 

4. Endlich untersuchen wir die Charaktere für einen Modul ^ » 2^ 
I. Es möge zuerst m = 1 (mod 2) sein. Gehört dann die Form 9' 
zu der Ordnung 0/(&), gelten sonach die Beziehungen <y/=t^/ (Ä^n— 2), 
so stimmen die Zahlen 97/ mit den entsprechenden Größen JB/ überein, 
und es werden die Größen Ty^'^^c^^'r^'^i (Ä ^n — 2) nur dann den Faktor 
4 oder 8 enthalten; wenn die entsprechenden Größen <^ä-i^a'^a+i (^^^ — 2) 
durch 4 oder durch 8 teilbar sind. Infolgedessen wird jeder Charakter 
C^y Cg, 64 der Form q>' gleich einem bestimmten Charakter C^y C^ S4 
der Form J5' sein. Außerdem wird, wie wir leicht bemerken, wenn 

r b 

<_2<-.i=0 (mod 4) ist, der Charakter (- 1)"" « ' gleich (- 1) «^~", 
und wenn 6^_^o^_^~0 (mod 8) ist, der Charakter (rt^-) gleich /-g-V 

Femer liefert, falls tf^ = 2 ist, die Kongruenz (63) die Bedingung 
— (— ly • Oig?^_2 = 1 (mod 4) oder 

(-1) ' -(-1) ' '. 

Wenn die Form 9?' der Ordnung 0//(6) angehört, so können wir 
ähnlich schließen, oder wir können auch auf die folgende Art vorgehen: 
Im Falle einer Ordnung 0//(6) ist jedenfalls tf ^ = 1 und 6 — d • ^^m = 1 
(mod 2). Infolgedessen können wir in diesem Falle die Zahlen b^yb^y 
• ..,6^_i sämtlich kongruent Null (mod 2<+<+-+*"»-i — 2^«-i) an- 
nehmen. Alsdann werden wegen der Gleichungen 

auch die Zahlen 6', b^, b^', . . ., b'^^^ durch 2^n-i teilbar sein. Daraus 
erhellt, daß für jede ganze Zahl J8^ die Kongruenz B' ^ 0' (mod 2*«-i) ge- 
nau 2*''*-'i mal soviel Lösungen besitzen wird als die Kongruenz 9>'^/ 
(mod 2''»-i). Nun können nach Kap. IX, wie wir wissen, die Charaktere 
der Form B' und die der Form tp' für die Moduln 2* aus den Anzahlen 
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der LösungeD der verschiedenen Kongruenzen B'^z' (mod 2''""i) und 
€p^e' (mod 2*»«-i) hergeleitet werden. Es sind daher in dem vorliegenden 
J^alle wirklich die Charaktere der beiden Formen ^>' und B' für die 
Moduln 2* gegenseitig durcheinander gegeben. 

n. Es möge endlich m = 0, A = 1 (mod 2) sein. Die Form 9' be- 

sitzt dann^ falls ^^6 = (mod 4) ist, einen Charakter (— 1) ' , welcher 

infolge der Kongruenz (63) den Wert (— 1) * besitzt, und falls 

<y^& = (mod 8) ist, einen Charakter l-, -\ welcher wegen (63) gleich 

— j ist. Alle übrigen Charaktere der Form fp' für die Moduln 2' können 

V-«"J / 2 \ 
durch diese Einheiten (—1) * und 1 -> — ^ j und durch Charaktere G^ aus- 

gedrückt werden. ^^""-'^ 



Kap. XIX. Über den Inbegriff der Darstellungen einer ganzen Zahl 
durch die yerschiedenen Formen eines Genus O. 

Bekanntlich gibt es nur eine endliche Anzahl von Formenklassen, 
welche dieselbe Determinante A und denselben Index I aufweisen. Da 
nun die Formen, welche einem und demselben Genus angehören, gewiß 
dieselbe Determinante und denselben Index besitzen, so wird infolgedessen 
auch ein jedes Genus nur eine endliche Anzahl verschiedener Klassen be- 
sitzen. 

Es sei ein bestimmtes Genus G von Formen gegeben; wir greifen 
aus jeder seiner Klassen irgendeinen Repräsentanten heraus. Wenn das 
Genus G sich im ganzen aus g verschiedenen Formenklassen zusammen- 
setzt, bekommen wir auf diese Weise g untereinander nicht -äquivalente 
Formen /i, f^, . . ., Z*^, und es ist klar, daß eine jede Form des Genus O 
einer und nur einer dieser g Formen äquivalent ist. Daher wird das 
System dieser g Formen tu ftj - - -y fg ^^^ vollständiges Formensystetn für 
das Genus G genannt. Man erkennt leicht, daß die den Formen fuf%y "jfg 
adjungierten Formen f^, /"g', . . ., /'^ ein vollständiges Formensystem für das 
dem Genus G adjungierte Genus G' bilden. 

Bezeichnen wir durch 6^q>^ irgendeine durch Formen f des Genus G 
darstellbare ganze Zahl, fiir welche q)^ zu A relativ prim ausfällt. Eine 
jede andere Zahl &, welche ebenfalls durch Formen f des Genus G dar- 
stellbar ist, muß alsdann einer bestimmten Kongruenz von der Form 
i^6^q>^Z^ (mo^L^QO^e^ Genüge leisten. Es liege eine solche Zahl 
h^ S'öy^m vor, für welche m zu A relativ prim ist, und wir wollen die 
Gesamtheit der primären Darstellungen dieser Zahl h durch die ver- 

Minkowski, 0«sammelt« Abhandlangen. I. S 
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Bchiedenen Formen f eines vollständigen Formensystems des Genus G be- 
trachten. 

Erinnern wir uns^ daß wir in Kap. XVIII f&r jede Zahl h ^ 6-6^m 
(m relativ prim zn A) ein bestimmtes Genus Gj(b)y und falls i^i»!, 
m = Xi = l (mod2), x^>l oder 6^ = 1, w = Xi = 0(mod 2), Xi> 2 ist, 
außerdem ein bestimmtes Genus Gjj{b) definiert haben. Wir verschaffen 
uns jetzt ein vollständiges System von Formen tp' für das Genus Gj{b) 
und; falls das Genus Gjj{b) zulässig ist, auch fUr das Genus 6r^^(&). Als- 
dann wird jeder primären Darstellung der Zahl b durch eine der Formen f 
eine einzige Gruppe von Darstellungen einer einzigen dieser Formen ip' 
durch eine der Formen f adjungiert sein. Wir erhalten mithin sämtliche 
möglichen primären DarsteUungen der Zahl b durch die f, indem wir für 
jede der Formen q>' die sämtlichen nicht-äquivalenten Gruppen von Dar- 
stellungen durch die Formen f aufsuchen. Für eine bestimmte Form 
q)'=^[b!^] kann dies auf folgende Weise geschehen: 

Wir denken uns der Einfachheit halber (p' so angenommen^ daß die 
ihr adjungierte Form 9> = ^ '{c^*} einen Hauptrest für den Modul b vor- 
stellt; und bezeichnen durch (— ly-^i^J-j^J-j den ersten Eoefüzienten 
dieser Form tp. Infolge der besonderen Wahl des Genus Gj(b) oder zu- 
treffendenfalls des Genus G'^j{b) ist gewiß die Kongruenz 

auflösbar^ und wir schließen hieraus mittels der in Kap. XVIII g^ebenen 
Sätze sofort, daß auch die -^-r — - Kongruenzen 

(50) — Oj c^j^ = 6,6^ (mod 6) 

losbar sein werden. Es sei N die Anzahl der sämtlichen inkongruenten 
Lösungen (6|; ftj • • , 6„_i) (mod 6) dieser Kongruenzen. Enthalt der 
Modul b genau /t verschiedene ungerade Primzahlen, so ist die Zahl N, 
wie wir sahen, gleich 2^, wenn 6 = 1 (mod 2) oder & = 2 (mod 4) ist, 
gleich 2^ + ^, wenn 6 = 4 (mod 8) ist, und gleich 2^' + ', wenn 6 = (mod 8) 
ist. Eine jede Gruppe von eigentlichen Darstellungen der Form q>' durch 
eine der Formen /*/, f^', •••;/'/ niuß jetzt zu einem und nur zu einem 
dieser N inkongruenten Lösungssysteme (6^, 6^, . . ., 6^_i) (mod 6) der 
Kongruenzen (50) gehören. Um die Darstellungen von q>' zu finden, 
welche zu einer bestimmten dieser N Wurzeln (6^, 6,, . . ., 6,_i) gehören, 
können wir folgendermaßen vorgehen: 
Wir setzen , , , 

OlCik + Oif)^ __ , 

b "" ^^* 

und n-i «-1 
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Da wir gezeigt habeD^ daß der Index^ die Inyarianten und die Cha- 
raktere des Genas G' auf eindeutig bestimmte Weise durch den Index^ 
die Invarianten und die Charaktere des Genus Gj(b) oder des Genus G^jib) 
dargestellt werden können, muß jetzt das Genus der Form B mit dem 
gegebenen Genus G identisch sein. Daher besitzt die der Form B adjun- 
gierte Form die Gestalt 

und gehört dem Genus G' an. Diese Form B' wird daher einer und nur 
einer der g Formen /i', /",', ...,/*/ äquivalent sein, die wir mit f bezeichnen 
wollen. Es gibt dann keine Darstellung von (p' durch eine der übrigen 
g — 1 von f verschiedenen Formen /*/; welche zu der Wurzel (6J gehört. 
Dag^en sind wohl Darstellungen von (p' durch die Form f vorhanden, 
welche zu der Wurzel (6^) gehören, und es liefert eine jede Substitution 

n-l 

(0: <-^^;*5;+</r (t=i,2,...,n) 

von der Determinante 1, welche die Form f m B' verwandelt, eine der«^ 
artige Darstellung 

n-l 

(r): x;^^»;% (i = l,2,...,n) 

* = 1 

• 

der Form 9' durch f. Femer ist aus Kap. XVII bekannt, daß zwei ver- 
schiedene Transformationen {t') von f in B' stets zu zwei verschiedenen 
Darstellungen von q>' durch f führen. Infolgedessen ist die Anzahl der 
sämtlichen verschiedenen Darstellungen von q>' durch f, welche zu der 
gegebenen Wurzel (&J gehören, gleich der Anzahl der verschiedenen 
Substitutionen von der Determinante 1 , welche die Form f in B'j oder, 
was auf dasselbe hinauskommt, welche die Form f in sich überführen. 

Diese samtlichen Darstellungen lassen sich dann in eine gewisse 
Anzahl B, nicht-äquivalenter Darstellungsgruppen verteilen. Eine jede 
dieser R Gruppen enthält genau soviel verschiedene Darstellungen ('0-'), als 
man verschiedene Substitutionen von der Determinante 1 bilden kann, 
durch welche die Form tp' in sich selbst übergeht. Den B verschiedenen 
Gruppen von Darstellungen der Form q>' durch f sind endlich B ver- 
schiedene Darstellungen der Zahl h durch die Form f adjungiert, welche 
alle zu der Wurzel (61, ?^2> • • •> ^n-i) gehören. 



S' 
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Kap. XX. Maß eines positiyen Genus. — Maß der Darstellungen einer 
ganzen Zalil durcli die Formen eines positiven Genus. 

Wir wollen jetzt unsere weiteren Untersuchungen auf den Fall / — 0, 
d. i. auf den Fall positiver Formen f und f beschranken. Die Anzahl der 
ganzzahligen Substitutionen von der Determinante 1^ vermittels deren 
eine positive Form f in sich selbst übergefiihrt werden kann, ist, wie man 
weiß, stets eine endliche. Wir bezeichnen diese Zahl durch t(f). Die 
Größe t{f) nimmt; wie man weiß, für alle Formen f derselben Klasse den 
gleichen Wert an. Femer erkennt man leicht, daß für zwei adjungierte 
Formen f und f die Größen t{f) und t{f') gleich sind. In der Tat, wird 
die Form f durch eine Substitution S in sich selbst transformiert, so geht 
die Form f nach den in Kap. XII aufgestellten Sätzen durch die adjun- 
gierte Substitution S' in sich selbst über. 

Die Größe T7^ heißt das Maß der Klasse/**). Bedeuten fiifty-yfg 
verschiedene Formenklassen, so wird die Summe der Maße 

Wki (*"" -^^ ^' •• ''^^ 

der einzelnen Formen/*^ das Maß des Klassensystems fu f%y - - -yfg genannt. 
Zum Beispiel ist das Maß eines Genus G die Summe der Maße aller in 
diesem Genus enthaltenen Klassen und das Maß einer Ordnung die 
Summe der Maße aller in dieser Ordnung enthaltenen Klassen. Hiemach 
ist das Maß einer Ordnung gleich der Summe der Maße der sämtlichen 
in dieser Ordnung enthaltenen Genera G. 

Durch eine positive Form f können nur positive Zahlen h dargestellt 
werden, und durch eine positive Form f können nur positive Formen 9' 
dargestellt werden. 

Wenn eine Zahl h vermittels eines Systems x^ =- 1^ durch eine Form f 

dargestellt wird, so wird die Größe jr^ als das Maß dieser Darstellung 

bezeichnet. Wenn mehrere Darstellungen {() einer oder mehrerer Zahlen h 
durch eine oder mehrere Formen f vorliegen, so wird die Summe der 
Maße aller dieser einzelnen Darstellungen (f) das Maß des ganzen vor- 
liegenden Systems von Darstellungen genannt. Hat man beispielsweise R 
verschiedene Darstellungen derselben Zahl h durch dieselbe Form /", so 

wird -.fK das Maß dieser Darstellungen sein. 

Wir betrachten jetzt wieder den Inbegriff der sämtlichen primären 
Darstellungen einer Zahl 6 = tf •<yim[= tfj^jjZ^ (mod tf^o^tf,), m relativ 
prim zu A] durch ein vollständiges System von Formen /;, /i, ...,/; eines 

*) EiBenstein, CreLles Journal, 6d 85. [[Math. Abhandlungen, S. ISO.]] 
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Genus G. Aber wir wollen jetzt die Zahl b und das Genus G als positiv 
Yoraussetzen (d»l, /»O). Es sei wiederum tp' irgend eine Form aus 
dem Genus Gj(b) oder auch, falls ^^ — 1 , w = x^ = 1 (mod 2), Xj > 1 oder 
4^1 — l, w^Xi = (mod 2), Xj > 2 ist, aus dem Genus G'jj{b)y und es be- 
deute 9>""{^i;t} ^^^ ^^ ^' adjungierte Form. Aus jeder Lösung der 

!i^ Kongruenzen 

(50) — Oj c^j^ = 6,6^ (mod 6) 

entspringen (nach Kap. XIX) i? = r-^ verschiedene Darstellungen der Zahl h 

durch eine bestimmte Form f aus der Reihe der g Formen f^, f%j - - yfg- 
Für das Maß Mq dieser R Darstellungen erhält man daher 



«(qp-) m «(qp-) 

Die Größe M^ ist also gleich dem Maße der Form q>' und fällt demnach 
unabhängig von der besonderen Form f aus. Infolgedessen liefert jede 
der verschiedenen Wurzeln Q>i, \y . . .,h^_^ der Eongrueozen (50) ein 
gleiches Maß von Darstellungen der Zahl h durch die Formen des Genus G, 
Es ist dieses eben derjenige Umstand, durch welchen die Einführung des 
Maßbegriffes der Formen und Darstellungen eine so hohe Bedeutung ge- 
winnt. Das Maß aller Darstellungen von &, welche zu den N verschiedenen 

Wurzeln der Kongruenzen (50) gehören, wird nun offenbar gleich jr .., 

d. L gleich dem N- fachen Maße der Form ^i\ Demgemäß wird dann das 
Maß aller derjenigen Darstellungen von h^ welche aus den verschiedenen 
Klassen ^' des Genus 6r^(&) oder zutreffendenfalls des Genus Gjjih) ent- 
springen, gleich dem N- fachen Maße aller Formenklassen des Genus G'j(b)y 
resp. des Genus Gjj(b)y d.i. gleich dem N -fachen Maße des Genus Gj{b), 
resp. des Genus Gjj{b), Wir gewinnen dadurch den folgenden Satz: 

Das Maß aller primären Darstellungen einer Zahl b == ö^m (m relativ 
prim zu A) durch die verschiedenen Formen /' des Genus G ist im all- 
gemeinen gleich dem N -fachen Maß des Genus Gj(b) und im besonderen, 
wenn tfj = 1, m = Xj (mod 2), x^ > 2 wird, gleich dem N-fachen Maß der 
beiden Genera Gj(b) und Gjjil)), 



£[ap. XXI. tJber die Anzahl der Darstellungen einer ganzen Zahl 

durch eine Summe von f&nf Quadraten. 

Die Anwendung des zuletzt gewonnenen Resultates auf den Fall 
n » 5, A « 1 verschafft uns einige interessante Sätze über die Darstellung 
von ganzen Zahlen durch eine Summe von fünf Quadraten. 
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Bekanntlich bilden die positiven Formen mit fünf Variablen von der 
Determinante 1 eine einzige Formenklasse, welche durch die Form 

/•= Xi*+ V+ V+ ^4*+ V 

repräsentiert werden kann. Diese Form /* gehört dem einzigen Geschlecht G 
der Ordnung 

\Oi = l, Oj — l, Öj = l, 0^=1/ 

an, und sie repräsentiert zugleich, da alle Formen dieses Genus die Deter- 
minante 1 besitzen müssen, die einzige Klasse dieses Genus. 
Der Form f ist die Form 

adjuDgiert, welche mit f identisch ist. Das Maß der Klassen f und f 
oder des Genus G ist, wie man ohne weiteres erkennt, gleich 

1 111 



1.2.3.4-6-2* 2^.8.6 1920 itf^ 

Bezeichnen wir für einen Augenblick die Anzahl der samtlichen 
Systeme x^ ohne gemeinsamen Teiler, welche einer Gleichung f{x^ =» m 
genügen, mit {m\y so ist das Maß der eigentlichen Darstellungen einer 

Zahl m durch eine Form des Genus G gleich \^ . Da A » 1 ist^ so wird 

eine jede beliebige Zahl m zu A relativ prim, und es können die Größen 

~^ nach dem in Kap. XX bewiesenen Satze durch das Maß des einen 

Genus Gj{m) oder der beiden Genera Gj(in) und Gjj(m) von Formen mit 
vier Variablen ausgedrückt werden. Wir haben infolgedessen, um zu einer 
Kenntnis der Größen {m\ zu gelangen, nur die Maße dieser Genera auf- 
zusuchen. 

Die Form f ist ein Hauptrepräsentant für den Modul 2; es ist tf^ »= 1 
und Xj = 5 = 1 (mod 2). Wir müssen demnach für eine Zahl m die Dar- 
stellungen x^ » ti, in welchen die fünf Zahlen t^ nicht alle ungerade sind, 
und die Darstellungen x^ = ^,., in welchen t^^ t^= t^ = t^ = t^ = l (mod 2) 
ist, voneinander unterscheiden. Die Darstellungen (t) der ersten Art sind 
mit Darstellungen von primitiven Formen q>' des Genus 

adjungiert, während die Darstellungen (t) der zweiten Art mit Darstellungen 
primitiver Formen tp' des Genus 

^;»= 0'°°!' ?'°!' ?^°°1)» «^' = 0; -29,'^^ (modm) 
\Ci — 1, c, =-1, Cj = m/ 

adjungiert sind. Bezeichnet N die Anzahl der Lösungen der Kongruenz 



G, 
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X^^l (modm)^ so ist infolgedessen die Anzahl (rn\^ der Darstellungen 
erster Art gleich dem Jlfg-N -fachen Maße des Genus G j(fn) und die An- 
zahl (ni\^ der Darstellungen zweiter Art gleich dem ilfg* N -fachen Maße 
des Genus ö^^(w). 

Wie man leicht erkennt^ gibt es für eine Zahl m nur dann Dar- 
stellungen (t) der zweiten Art, wenn m^b (mod 8) ist. Denn die Kon- 
gruenzen ^^ = 1 (mod 2) (i =» 1 , 2, 3, 4, 5) ergeben unmittelbar t^* = 1 (mod 8) 

6 

und m =* /. ^/*= 5 (mod 8). — Die in Kap. XI aufgestellten Bedingungen 

ffir die Existenz eines Genus lassen erkennen , daß das Genus Oj(m) fQr 
jede Zahl m und das Genus G^jim) nur für ein m = 5 (mod 8) Formen 
enthält. Es wird demnach eine jede Zahl m als eine Summe von fünf 
beliebigen Quadraten darstellbar sein^ während nur die Zahlen m=5 
(mod 8) sich als eine Summe von fünf ungeraden Quadraten darstellen lassen. 

Alle Darstellungen einer Zahl m durch eine Summe von fünf Qua- 
draten; bei welchen die fünf einzelnen Quadrate abgesehen von ihrer 
Reihenfolge und den Vorzeichen ihrer Wurzeln x^ miteinander überein- 
stimmen; fassen wir als eine einzige ZerfäUung der Zahl m in eine Summe 
von fünf Quadraten zusammen. Bezeichnen wir die Anzahl der Zer- 
fällungen einer Zahl m in eine Summe von fünf Quadraten durch D^, die 
Anzahl der sämtlichen Darstellungen von m durch eine Summe 

Wi^^i* + n^x^^ H h n^ir/ (n^+n^-\ h w^ ^ 5) 

durch R(n^f'n2y . . ., n^), so gilt die Relation 

^6- 8&^(l' 1' 1' 1' 1) + iL^(l' 1' 1' 2) + 4b(1, 1, 1, 1) 
+ ^B(l, 1, 3) + lü(l, 2, 2) + 1b(1, 1, 2) + -^5gB(l, 1, 1) 

+ ii?(l,4) + ^B(2,3) + ^B(l,3) + ^B(2,2) + AB(i,2) 
Kap. XXII. Ober die Bestimmung des Maßes einiger positiver Genera« 

Unter Anwendung der von Dirichlet*) gegebenen Prinzipien können 
wir das Maß eines beliebigen Genus G positiver Formen bestimmen. Ich 
wollte zeigen; worauf sich allgemein diese Bestimmung gründet; wegen 
der Kürze der Zeit muß ich mich jedoch darauf beschränken; in dem 

*) Dirichlet, Recherches aar diverses applications de Tanalyse infinitesimale 
k la thäorie des nombres, Grelles Journal, Bd. 19 und 21. [[Werke, Bd. I.]] 
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Folgenden nur die Maße einiger spezieller Genera mit drei und vier 
Variablen zu betrachten. 

I. Wir gehen dabei aus von Summen der Form 

in welchen f(x^) eine beHebige positive Form von einer Determinante 
A > und Q eine beliebige positive Größe bedeutet^ und in welchen die 
Variablen x^, x^, , . ., x^ Systeme von n ganzen^ nicht sämtlich verschwin- 
denden Zahlen durchlaufen sollen. 

1. Es sei N eine ganze positive Zahl und a^y o,, . . ., a^ irgend- 
welche n Reste für diesen Modul N. Wir wollen zunächst ftlr die Größen 
^17 ^ft9 ' "} ^n ^U® Systeme von ganzen Zahlen einsetzen, welche nach dem 
Modul N die Reste a^, a^, . . ., a^ lassen, das sind alle Systeme von der 
Gestalt 

{x) Xi^NVi+a^, (t?^—-oo,. •.,-!, 0, 1,..., -f oo) 

(wobei das System x^^O, rc, «= 0, . . ., a:^= 0, falls es gleichfalls von der 
Form Nv^+ a^ (i =« 1, 2, . . ., n) ist, stets ausgeschlossen wird). Da die 
Form f positiv ist, so nimmt für jedes einzelne dieser Wertesysteme (x) 

n 

der Ausdruck [f{Xi, x^, . . ., xj)^ einen positiven und von Null ver- 
schiedenen Wert an. Wir wollen die Anzahl aller derjenigen unter diesen 

n 

Systemen, für welche die Größe [f(x^)]^ nicht größer ausföUt als eine 
positive Größe t, durch r bezeichnen. Anstelle der Ungleichung 



n 



können wir schreiben 









oder, indem wir 



setzen, auch 



Nf f Nf 



^AM,£^- 



i,k=l 



Der Grenzwert des Verhältnisses ~ für ein unendlich wachsendes / wird 
nach einem bekannten Satze von Dirichlet gleich dem n- fachen Integral 
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in welchem die Variablen |^ alle diejenigen Wertsysteme zu durchlaufen 
haben, fflr welche die Ungleichung 

erftült ist. Dieses Integral erhält nach Dirichlet den Wert 

n 



. H^\ 



in welchem {^^| die aus den n' Qrößen A^^ gebildete Determinante be- 
deutet. Diese Determinante ist wegen ^j« »u-^* gleich |a^j|^*" = A-^'". 

Femer wird bekanntlich die Größe ff^J = ä*, während r(l + ^^j, je nach- 
dem n gerade oder ungerade ist, den Wert 

1 o Q ♦* ♦* n — 2 4 2 

L*7S*0*** "ZT ^^ 1^ * 



-— • • • 



2 2 2 2 2 

oder den Wert 



18 6 n r/i\ i ^ 

8 8 8 8 \2) 8 

annimmi Wir können mithin 

Mi" 

setzen, und wir bekommen 



n n— 2 8 1 

2"*Y 



-— — • • • 




f^-) - 



ö« 



1 



Der Grenzwert des Quotienten — für ein unendlich abnehmendes -j- ist 

hiemach endlich. 

Infolge dieses Umstandes konvergiert nach einem weiteren Satze von 
Dirichlet die unendliche Reihe 

S^y^ - /^i-Nvt+a^, V, oo,...,-l,0,l,.-,4-(X)\ 

lf(x;)]^^'^'^ \ (^i,^,,...,^n) + (0,0,...,0) / 

för ein jedes positive q, und es wird der Grenzwert von q-S für ein 
positives unendlich abnehmendes q gleich 

lim(p.iS)==J'=c„--^-. 

Ist der Modul N gleich 1; so haben die Variablen x^ alle möglichen 
Systeme von ganzen Zahlen mit Ausnahme des einen a;^ <= 0^ j;, "^ ^; • • •» ^«"^ ^ 
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zn durchlaufen, uud der Limes von Q'S nimmt seinen größten Wert 
«^:]/A an. 

2. Wir wollen jetzt annehmen; daB der größte gemeinsame Teiler der 
n Zahlen a. zu N relativ prim wird, und wir wollen den n Größen v^ nur 
solche ganzzahligen Werte erteilen, für welche die n Zahlen x^= Nv^+ a^ 
ohne gemeinsamen Teiler ausfallen. Anstatt der Summe 8 erhalten wir 
dann eine kleinere Summe Sq. 

Bezeichnen wir die Terschiedenen in N aufgehenden Primzahlen durch 
«17 &, • • V ffir ^^ setzen wir 



^n — y, ^p" "~ 1« + 2" "^ 3" "*" 



«=1 



so wird der Grenzwert von q - Sq für unendlich abnehmendes q gleich 

lim(p.S,)=|.A^l. 

Wir bemerken, daß wir den hier auftretenden Ausdruck g>n{N) ^^ 
ähnlicher Weise definieren können wie die speziellere Funktion 

,.OT-^(i-i)(.-i)...(i-i). 

Denn wir haben den Satz: 

Lassen wir jede der n Zahlen a^ die sämtlichen JV Werte 1,2, ...,JV 
•durchlaufen, so gibt es unter den N^ sich dabei ergebenden Systemen 
(p^{N) Systeme, für welche der größte Teiler der n Größen a^, o^, ..., a. 
zu N relativ prim wird. 

Man kann leicht die folgenden Relationen beweisen, in denen die 
•(Jröße m alle ganzen positiven und zu N relativ primen Zahlen durch« 
laufen soll: 

3. Wir leiten jetzt eine Umformung her, welche für die weiteren 
Untersuchungen wichtig ist. Wir wollen mit m oder m^ alle positiren 
und zu N relativ primen ganzen Zahlen und mit ff', ff"; . . ., ff^^ die ver- 
schiedenen in einer Zahl m aufgehenden Primzahlen bezeichnen. Es 
seien ^(w) und Y(w) zwei Funktionen, welche den Bedingungen 

^(w . mo) = t(m) . V'(wo); V(m • m^) = V(m) • Y(mo), 



genügen. 



^(1)^1, -l<^(ff)<l; Y(l) = l, Y(g)==±-^ 
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Die über alle verschiedenen Zahlen m ausgedehnte Summe 

ist f&r jedes positive q konvergent. 

Indem wir die Zahlen m in ihre verschiedenen Primzahlpotenzen g' 
zerlegen, erkennen wir, daß die Summe ^ gleich dem über sämtliche in N 
nicht aufgehenden Primzahlen q ausgedehnten Produkt 

/J[l + (1 + V'(g))V(3) + (1 + *(?))Y(j«) + (1 + *(?))V(j'>) + . . •] 

t 
wird. Die Einzelglieder dieses Produktes sind wegen M'(5') = [M'(3)]' gleich 

sodaß wir 



s^_lli- ^(.qyiij - »(g)V( g) 



-<^ TT L 

ii/'(9)'»'(5)J' 



bekommen. Nun gilt, wenn man = Y oder =^-Y oder =^(»*-M'* 
nimmt, stets 

und hieraus geht sofort die Identität 

^M'(m).^>(m)V(m) 
(64) V = ^-^^ 

hervor. 

n. (n = 2.) Bekanntlich haben zwei positive binäre Formen f, welche 

demselben Genus angehören, stets dasselbe Maß ittnI^y oder =» — 
oder == -r-J . Infolgedessen ist das Maß eines Genus f von Formen mit 

zwei Variablen gleich der mit der Konstanten ^7^ multiplizierten Elassen- 

anzahl dieses Genus und kann daher mit Hilfe der von Dirichlet auf- 
gestellten Formeln bestimmt werden. So findet sich z. B., wenn N irgend- 
eine Zahl kongruent 1 (mod 4) ist und Pj, Pj, . . ., P^ die verschiedenen 
in N aufgehenden Primzahlen sind, das Maß eines beliebigen Genus 

gleich 
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WO 



* (^) = i2 ("^ i ("' "^^ P""- "'^ 2^ 



m 



ist [Ä(?r)>0]. 

(n => 3). Wir betrachten jetzt eine Ordnung 



- C; :■) 



von primitiven Formen mit drei Variablen. Dieser Ordnung wird die 
Ordnung 

\0, 0/ 

adjungiert sein. 

Wir beschäftigen uns insbesondere mit dem Fall^ in welchem die In- 
varianten und o' alle beide ungerade sind. In diesem Falle wird tf»l, 
<y'=l; o = l,o'=l (mod 2). Wir bezeichnen die Primzahlen^ welche 
in au%ehen^ durch ^^ ^^ . . ., ^^> die Primzahlen, welche in o' aufgehen, 
durch t^', i^j . . ., t'^,, die Primzahlen, welche in o, aber nicht in o' auf- 
gehen, durch i>i, ft, . . .; l>,r, die Primzahlen, welche in ö', aber nicht in o 
aufgehen, durch p/, p,', . . .,!>//, endlich die Primzahlen, welche sowohl 

in als in o' aufgehen, durch r^ = r^', r, = V> • • •; ^t™ ^t'^^ "^ '^')- ^^® 
Zahlen t bestehen aus den Zahlen p und den Zahlen r, die Zahlen t' aus 
den Zahlen p' und den Zahlen r'; mithin ist ^ = d + r, ^'= 8'+ r\ 

1. Es möge eine in der Ordnung auftretende Gfrundform für den 
Modul 2oo' und O' ihre in der Ordnung 0' auftretende adjungierte Foim 
sein. Setzen wir den ersten Koeffizienten von O gleich 9 und den ersten 
Koeffizienten von O' gleich 9', so besitzen die Formen O und O' die 
-^ + -d-' Charaktere 

"«^ ©'© if)-' ©.©.■-©' 

welche der Gleichung 
oder 

o> + l 09^+1 + 1 o' + l , ^ , ,^ 

(_1)-«-— =(-l)-i--.-(^).(y=T 

genügen. 

Wenn die Form O Hauptrepräsentant für einen Modul N ist, so läßt 
sie sich schreiben 



2*1 2'« 2' S 



Gnmdlagen für eine Theorie det quadratischen Foimen. 125 



<D = 



9, 


0, 





0, 


0<p' 





0, 


0, 


00' 

/ 



(mod N). 



9 

Indem wir N^i oder N — p' annehmen, erkennen wir hieraus leicht, 
daß die Anzahl der Lösungen der Kongruenz 

(li, ß„ ?») = (mod t) resp. O (g^, g,, g,) = (mod p') 
^eich 

<« resp. ^'»+(-^»:)p'(p'-l) 

ist. Dementsprechend wird die Anzahl der nach einem Modul t oder p' 
inkongruenten Systeme {ii,i,^,i^j für welche die Form 0(6i, Sj^^s) ^^ ^ 
resp. p relativ prim ausfällt, gleich 

'■(1-1) -P- «■•• (!-?)[' -(-;'-)?]■ 

Ist der Modul N gleich 4, so hat die Anzahl der Lösungen (|^, ^y I3) 
(mod 4) der Kongruenz 

<»>(Su 1,^3)^0' (mod 4) 

den Wert 2 »(2 - 1) oder 2 «(2 + 1), je nachdem die Einheit 

oy'+l o'y + 1 

T = (-l)'~« 8 ' 

gleich 1 oder gleich — 1 ist. Unter diesen 2*(2 — T) Lösungen der Kon- 
gruenz 0(5^) = ö' (mod 4) befinden sich, wie man leicht erkennt, jeden- 
falls nicht die Systeme |i=l, |, = 1, ^3 = 1 (mod 2). Denn für diese 
Systeme wird stets 

^{li)^'P + "-^ + ^^-o' (mod4). 
2. Wir gehen jetzt zur Bestimmung des MaBes M eines Genus 

über, in welchem die Charaktere C((p), C\ip') gegebene Werte (1 oder — 1) 
besitzen. Wir bilden zunächst ein vollständiges Formensystem O^, <t>^, . . ., Ojt 
für das Qenus G, 

Eine zu 2oo' relativ prime, positive Zahl m, welche = 0' (mod 4) 
ist, kann offenbar niir dann durch die Formen O dargestellt werden, wenn 
die Einheiten C(m) gleich den gegebenen Charakteren C{{p) sind. Sobald 
aber die sämtlichen Gleichungen C(m) « C(ip) statthaben, wird, wenn wir 
annehmen, daß die Zahl m die fi ungeraden Primzahlen qi^q^, •••;9^ ^^^ 
halt, das Maß der eigentlichen Darstellungen von m durch die Formen <t> 
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gleich dem 2^ -fachen Maße des Oenus 

"■■■ (;j'(f)-(f)'©-(x)' 

d. i. gleich 



sein. 

Wir bilden jetzt die Summe 






in welcher die GröBen ^u^^f^z ^^ verschiedenen Systeme von ganzen Zahlen 
ohne gemeinsamen Teiler durchlaufen sollen^ fQr welche 4>;^(Si> It; ^s) ^^ 
2oo' relativ prim und = o' (mod 4) ausfällt. Diese Systeme 1^, l^; Is ^üid^ 
wie sich aus dem in 1. über die Kongruenzen = (mod t) oder (moip') 
und = o' (mod 4) Bemerkten ergibt, in 

i-(i-l)(4ooO'(WX.J7[i-R''')F] 

ariü^metischen Reihen 

gi=4oo'Fi+=„ g,-4oo'rj+=j, 5, = 4oo'F, + =, 

entibalten. Der Grenzwert von Q-^« für ein unendlich abnehmendes ^ 
wird infolgedessen gleich 

• i-(x-l)(W,.(Soo')../7[l-(=^7-)l].V^ 

l/o*o"' {iLOO') » (200')8 • 5'a 

Jetzt können wir die Summe ^ nach den numerischen Werten der 
Zahlen 0;t(li; S3; £3) ordnen, und wir bekommen dadurch einen Ausdruck 

'^ ^ 'S^ _{jn^ _ Im reL pr. zu 2oo';\ 

^e ^ JCi + ^V ^^'^, ^ 1 (n,od 4)/ 

in welchem die Funktionen { m } die Maße der Darstellungen der Zahlen m 
durch die sämtlichen Formen bedeuten werden. Mithin können wir 
schreiben 

-^ P ä'"" '^ J (» + "' [o'm^l (mod 4)/ 

und 

L = lim (p V ) = -V. • lim (p y- T^_*(»:!?)\ . /C^W = ^i^P) \ 
p=oV-^f/ 2* y^ m*^^^"^ ' Vwsl (mod 4)/ 

Ein Vergleich der beiden für den Grenzwert L gewonnenen Aus» 
drücke ergibt die Formel 
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(. - 1) (...v/7 [. - (=^) f ] 77 [> - i-f^) i] ■ « • -. 

P P 

2oo'{2oo\S^ 
( y^H(o'fn)TJ\l -{-'''') r\ 






[o'o'tn = 1 (mod 4); C(m) = G(<p)] 
Dieselbe verwandelt sich, indem wir 

^-^-77['+{T-)F]n['+(~-^);i]- 

•r((»-r,')('4)-^ 

r = r 

setzen^ in 

f65) (^oOi(^^<>^)i'<^^o _ lim /"p y Vfnh(o'o'm) \ fo^o'm = 1 (mod 4)\ 
^ ^ 2^. (2000.. 25, \ -^ J(^ + e) / \,C(m) = C(9)) / 

Beachten wir nun, daB das MaB des Qenus 



\0, I 



mit dem Maße des Oenns 

\o j J 

übereinstimmt, so können wir sofort eine zweite Gleichung hinschreiben: 

/gg/x (200 V(2oo'),_-p, 3fo _ j.^ / yy y^fe (o^«ofnO\ /o'»ow'=l (mod4)\ 
^ ^ 2^'. (200-),. 25. \:^ ^,\iX^a) )' \C\m') ^ C\q>') ) 

Wir ersehen jetzt aus der Gleichung (65), daß die Größe Mq von 
den speziellen Charakteren C\(p') unabhängig ist, und aus der Gleichimg (65^, 
daß die Größe Mq von den speziellen Charakteren C{q>) unabhängig ist. Die 
Größe Mq kann daher nur von den beiden Invarianten o und o' abhängen. 

3. Um den Wert von M^ zu finden, können wir auf folgende Weise 
verfahren: 

Bilden wir die Summe der Gleichungen (65) für die sämtlichen Genera 
der Ordnung 0, welche die nämlichen Charaktere C^q)") besitzen, so ergibt 
sich die Gleichung 
(2ooV(W), -«sitfo _ 1- / ^VfnHoWm)\ _ , . ,. /oVm=l (mod4)\ 

(200-).. 2-5;- -''"^[^Zj ja + c^) j^^' ""''UreLpr.zuoV;/ 
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worm die Smnmation jetzt über aUe zu 2o^o' relativ primen ZaUen m, 
welche =o'o' (mod 4) sind^ auszudehnen ist. Ebenso erhalten wir aus 
der Gleichung (65^ die Relation 

(200'). . 2S. - ^^ \92, - ^1(1 + ,) j " «^ ^»' U' reL pr. zu o'^o) 

worin die Summation über alle zu 2o'^o relativ primen Zahlen m\ welche 
^o'^o (mod 4) sind^ auszudehnen ist. Es ergibt sich demnach die Gleichung 

In dem Falle^ daß eine der Invarianten o, o' gleich 1 ist, gewinnen 
wir daraus insbesondere die Formel 

{D»} = {D), [7) = 1 (mod 2)] 

mit deren Hilfe wir dann noch 

|öV} = {o'*o}-{öo'} 
bekommen. 

Wir wollen jetzt die Größe 

{D} - lim f, ^V%K^.^] (^^ - 1 ^^od 4)N 
\ R ijf^' + ^^ / \R reL pr. zu 2 DJ 

bestimmen. Es möge r eine in der Größe D nicht aufgehende ungerade 
Primzahl bedeuten. Wir zerlegen dann {D}; indem wir die Zahlen jR 
nach der höchsten in ihnen enthaltenen Potenz von r ordnen, in eine 
Summe von Grenzwerten 

[Br'B^ = 1 (mod 4); R^ rel. pr. zu Dr] 
Die hier auftretenden einzelnen Grenzwerte 



lim L y;YEJ^(Pr'B>>\ 



sind, wenn 5>0 ist, gleich [Dr*]^[Dr]. Ist aber 5 = 0, so können 
wir die Summe 

{D; 0} = lim L ^VEimM^ /^^- 1 ("»««J 4)X 

in zwei Partialsummen L^, und £_ zerlegen, indem wir alle diejenigen 
Glieder von {D; 0}, für welche M^ quadratischer Rest von r ist, in eine 
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Summe L^ und alle diejenigen Glieder von {D; 0}, für welche JBq qua- 
dratischer Nichtrest von r ist, in eine Summe L_ zusammenfassen. Jeder 
der beiden Grenzwerte L,(£ = + 1, —1) laßt sich schreiben 



(-r^f \ ^ ^ 



1(1+ e) 



-r-(%i"°('2'^f-*)^ [(>)-] 



L.-Y- 



80 daß sich 



-^T 






ergibt. Demnach finden wir 



1 ; 



fürs^l: {2)r'} = {2)r}=-{i)}.^^i^. 

Durch eine wiederholte Anwendung dieser Formel gewinnen wir die 

Gleichung 

(66) {2)} = {l}.(^-i^. 

Die Relation ^■"^' 

(2ooO.(2oo') ,e,.af. _ , ^,, 

nimmt jetzt die Form an 

^o = i*6V{l). 

Die Größe M^ ist mithin eine Konstante; wir bestimmen dieselbe aus 

dem Maß des Genus (.'.)* Bekanntlich ist dieses Maß gleich rj^ und 

es wird folglich -Mj, -= jr • 

Dieser Wert von Mq kann auch direkt mit Hilfe der Formel (66) 
hergeleitet werden. In der Tat; nehmen wir an, daß die Größe D die 
samtlichen ungeraden Primzahlen enthält^ die unterhalb einer Größe Q 

liegen, so werden die Grenzwerte der Ausdrücke -jf^, (-O)»? {I^h ^^ 
Q-oc bzw. gleich 3^>-, ^2^^-^^, j-^j^^- Wir finden also {l} = ^A^r 

und folgUch ■Mo = 3«^e,-Ä- 

Minkowski, Getammelto Abhandlangeu. I. 9 
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Wir gelangen auf diese Weise zu dem folgenden Resultate: 
Das MaB eines Genus 

ist gleich 



+ 1 o'+l 

2' 
^— Oqp'\ 1 



•n[>+(^''-)?]n('-^)- 

Dieser Satz ist bereits von Eisenstein in Band 35 von Grelles Journal 
angegeben worden. 

Insbesondere schließen wir hieraus für das Maß eines Genus 

1, 1 



^■- G;!)' (I)' 



wenn die Zahl m ungerade ist und im ganzen fi Primzahlen q enthält, 
die Gleichung 

9 

Mit Hilfe ähnlicher Betrachtungen können wir auch das Maß eines 
beliebigen Genus von Formen mit drei Variablen bestimmen. 

Wir erwähnen hier nur noch den besonderen Fall, daß das Maß 
eines Genus 

'''•• ^1,1^' (7)' (-l^^'-=-l |m-=.l(mod2)l 
gleich 



m 
4S 



f/i + i 



I >+(-•)-'" ©I ?I7[' +(¥) |] 



ist. 

III. (» = 4). Wir werden die Ordnungen 

1, 1, 1 



"''»' d; ■; .() 



untersuchen, welche eine so wichtige Rolle in der Theorie der Darstellung 
ganzer Zahlen durch eine Summe von fünf Quadraten spielen. — Es 
möge 2" die höchste in d aufgehende Potenz von 2 sein. Setzen wir 
r/ = 2' • d^ [d^ = 1 (mod 2)] und bezeichnen wir mit i^i, ft, . . ., p^ die in 
d^ enthaltenen ungeraden Primzahlen, mit O' eine Grundform der Ord- 
nung Oj'{d) für den Modul 2a, so besitzt die Form O', wenn fp^ den 



e)-(S)' •■■•©' (-'"'©■ («>^' 
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ersten Koeffizienten ihrer adjungierten Form O bedeutet, je nach den 
FäUen t? < 2, t; = 2, r > 2, die -d-o == -O-, ^ + 1, -d- + 2 Charaktere 

©)-(S)- ■•■■©' ("<^) 

Folglich besteht die Ordnung 0/ (d) aus ^r ■= 2^« verschiedenen Genera ö^', 
Cr,', . . . , Cr^'. Wir bezeichnen die Maße dieser Genera durch -If/, M^, 

...,m;. 

Ist p eine der d* Primzahlen j}^, 1?,, - - -yP»j bo besitzt die Kongruenz 
0(S,) = (modp) |)' Lösungen (|,.) (mod jp) und die Kongruenz <t)(|J = 
(mod 2) im ganzen 2^ Lösungen (|,) (mod 2). Infolgedessen wird die 
Anzahl der inkongruenten Wertsysteme (S^) (mod p) oder (mod 2), für 
welche die Form 0(5^) zu einer der Primzahlen p oder zu der Zahl 2 

relativ prim wird, gleich p*— 2>'-=p*(l j oder gleich 2*— 2*=2*(l — ^K 

und die Anzahl der nach dem Modul 2d inkongruenten Wertsysteme (^), 
fär welche 0(1,.) einen za 2d relativ primen Wert annimmt, ist gleich 

(2d)*.(2(i)i. 

Bedeutet jetzt P{(p^ irgendein Produkt der Charaktere C((j>i)f so 
muß die Funktion P(m) (m relativ prim zu 2(2) den Bedingungen 

P(m) • P(wo) = P(fii • Wo), P(w) . P(w) - 1 

genügen. Bestimmen wir jetzt ein vollständiges Formensystem <l>^, O,, 
. . ., ^K för die der Ordnimg 0/ adjungierte Ordnung 0/ und bilden wir 
die Summe 






y _ ^ / ^ P*(?i). •. {<W} 



über alle möglichen ganzzahligen Wertsysteme |^, 1,, I3, ^4 ohne ge- 
meinsamen Teiler, für welche der Ausdruck <t);t(S^) zu 2rf relativ prim 
ausfällt, so wird dieselbe für jedes positive q konvergieren, und der Grenz- 
wert von Q '^^ wird für unendlich abnehmendes q gleich 

L=(Vp(0(9.,)iK;).J?^^-4. 

werden. 

Wir ordnen jetzt die Summe ^ nach den numerischen Werten der 

Zahlen 4>^(li; Is; §s; SJ- Das Maß der Darstellungen einer zn 2d relativ 

primen Zahl m, in welcher /t ungerade Primzahlen ii, Q^f - - », Qf^ ftuf- 

9* 
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gehen, durch die Formen O^ ist gleich dem 2''-fachen Maße des Genas 

'■■ (;;»)■ (i)-(v)' 

d. i. gleich 

'-r(-ir'''-^©©]-n['+(7)7]- 



m 
12 



Infolgedessen können wir für die Summe ^ schreiben 

z-Ä^{[' - u- ')'' ' "^^ © 0] m + (7) 7] ■ ml 

12 (' 24 e' 
wo 

^. -SW + (^) 7] 5t.<Ä. n-^J7[' + (7)7] © ."^i 

int. 



Die Summen T und T können wir mit Hilfe der in I. gegebenen 
Formel (64) umformen. Da die Größe P(w) dem absoluten Werte nach 
gleich 1 ist, ergibt sich 

Es wird also 

7. = lim ((> V ) « -^ lim (^T ) - ~ lim (qT) 

und 

Für die Größe P(w) wählen wir der Keihe nach die 2*^» Glieder des 
über alle d-^ Größen C(in) ausgedehnten Produktes 

Durch jedesmalige Vergleichung der beiden Ausdrücke des Grenzwertes L 
erhalten wir dann 2*^« lineare Relationen zwischen den 2*^'' Ghrößen Jlf/, 
vermittels deren diese Größen eindeutig bestimmt werden können. Denn 
die Determinante dieser 2''^o Gleichungen ist, wie man leicht erkennt, 
dem absoluten Werte nach gleich 2''^«>* " . 
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Die beiden Grenzwerte 



:;n). '.--('2'#) 



/ == lim (p ^ 

sind bereits von Dirichlet angegeben worden. In den Fällen v = 0, 
d^j = — 1 (mod 4) und i; =» 1 ist der Grenzwert Iq gleich Null, während 
der Grenzwert / gleich (2d)| oder gleich ist, je nachdem P(w) mit 
dem Gliede 1 des Produktes // Qbereinstimmt oder nicht übereinstimmt. 
In diesen Fällen i; = 0, d^ = — 1 (mod 4) und t? =• 1 erhalten wir daher 

Wenn dagegen v = U, (/(,= ! (mod 4) oder v ^ 2 wird, so erscheint 
die Größe 

- m — 1 rf» — 1 

selbst unter den Gliedern des Produktes ££] es findet sich infolgedessen 

der Grenzwert Iq gleich {2d\ oder gleich 0, je nachdem P(w) = f— ) ist 

oder nicht; ähnlich wird der Grenzwert l gleich {2d)^ oder gleich 0, je 
nachdem P(w) mit 1 übereinstimmt oder nicht übereinstimmt. Wir be- 
kommen demnach für die Fälle v = 0, ^o — ^ (mod 4) oder t; ^ 2 die 
Formeln 

Mit Hilfe dieser Gleichungen für die Größen Jff/ können wir ins- 
besondere das Maß des in Kap. XXI betrachteten Genus Gi(d) finden. 
Wir bekommen so den folgenden Satz: 

Die Anzahl der eigentlichen Darstellungen einer ganzen Zahl d durch 
eine Summe von fünf Quadraten, welche nicht sämtlich ungerade sind, 
ist, wenn rf = 3 (mod 4) oder = 2 (mod 4) ist, gleich 

dagegen, wenn rf = 1 (mod 4) oder ^= (mod 4) ist, gleich 

Wir können diese beiden Formeln in eine einzige zusammenfassen 
und erhalten dann den folgenden Satz: 

Die Anjsahl der eigentlichen Darstellungen einer ganzen Zahl d durch 
eine Summe von fünf nidit lauter ungeraden Quadraten beträgt 

f, (3 - (- l)ffi) V^ . 2(^) ^, . {m rel. pr. zu 2rf) 
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Ähnlich können wir die Maße der Genera einer Ordnung 

'2, 1, 2\' 



/2, 1, 2\ 



bestimmen. Die Formeln für das Maß des in Kap. XXI betrachteten 
Genus Gn{d) ergeben dann den folgenden Satz: 
Eine Zähl d = 5 (mod 8) hesUzt 

'iy^-2(i)i (m reL pr. zu 2rf) 

eigenUicJie Darstellungen durch eine Summe von fünf ungeraden Quadraten. 
Eine Zahl d, welche nicht kongruent 5 (mod 8) ist, läßt sich nicht durch 
eine Summe von fünf ungeraden Quadraten darstellen. 

Die in diesen Formeln auftretenden Summen "iV^'^f— )— ? sü^d 
spezielle Fälle der Summen 



m 



Indem wir, je nachdem s ^ 2sq oder $ ='2sq— 1 ist, von den bekannten 
Werten der Reihe ^ - ^^ - oder der Reihe ^y — 2*~i~ Gebrauch 






machen, können wir für diese Summen analoge Ausdrücke finden, wie 
sie Dirichlet für den Fall s =^ l aufgestellt hat. 



Kap. XXin. Maß eines beliebigen Oenns einer Ordnung 

( M [o^ = 1 (mod 2)1. 

Die Untersuchung über die Maße positiver Genera habe ich soweit 
gefordert, daß ich in kurzer Zeit das Maß eines jeden beliebigen Genus 
angeben zu können hoffe. Um einen Begriff yoj;i den Resultaten zu 
geben, welche ich auf diesem interessanten Gebiet erhalten habe, will ich 
das Maß eines Genus G: 

(^^ 1, ..., 1, 1 \ 

mitteilen, für welches die Invarianten Oj^ sämtlich ungerade sind. 

Sind Uj u", ... 5 v, v", . . . irgend zwei Reihen ganzer Zahlen, so wollen 
wir durch das Symbol JVP(m', u", . . .; v', tS", . . .) alle Primzahlen be- 
zeichnen, welche in den sämtlichen Primzahlen u,u", . . . enthalten sind 
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und welche gleichzeitig zu 'den sämtlichen Zahlen v\ v\ . . . relativ prim 
ausfallen. 

Es sei r^ die Anzahl der verscliiedenen Zahlen NP(oj), Die An- 
zahl aller der Ordnung [ | angehorigen verschiedenen Genera wird dann 

gleich ^ — 2*"^ sein. 

Wir wollen mit k die samtlichen Zahlen der Reihe 1, 2, . . ., [ T" 1 

bezeichnen und mit i alle Zahlen, für welche k^i^n — k ist. Von den 
Zahlen o^^^ und o^^^ ist dann mindestens eine von Null verschieden, 
und es sind die Größen 

+ + - 

gleichfEÜls von Null verschieden. — Wir wollen die Zahlen NP(Of_j^, o^^^; r/*)) 

+ 
durch cö/*^ bezeichnen, ferner, wennÄ<i<n—Ä ist,dieZahlen^P(ö,_j'0,.,.j; r/*^), 

+ + - 
wenn aber i — Ä =» oder » + i = » ist, die Zahlen NP(o^_^, ö,.^^; r/*)) 

durch -O"/*) bezeichnen. Die Zahlen NPljJoA mögen p^^*) und die 
Zahlen NPl JJo^_A mögen p^^^^ heißen. Bilden wir das Produkt 

über alle möglichen Primzahlen 

G>A ^A W^ Pn^'\ (k£i^n^k) 

welche einem bestimmten Z* entsprechen, so wird dasselbe, wie man leicht 
erkennt, ein vollständiges Quadrat, und wir können es durch JJj^ be- 
zeichnen (//i>0)- Das Produkt 

i i L "^ V 0,/*) ') uw ' 

welches über alle Primzahlen co/*) ausgedehnt sei, die einem bestimmten k 
entsprechen, möge gleich D^ gesetzt werden. Ferner schreiben wir 

nn,-ii TI"'-" 

und ,_, 
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Endlich fahren wir die beiden Einheiten ein 

,^^ , X L* J *-^ — > « — L"« J \ L»'] +-^ " " f — 



n-1 



A = l '*' 



*.-/Tfe)-(-'> (-1) " '■' 

n 

Wenn n = 1 (mod 2) oder w = (mod 2), A = (- 1)* (mod 4) ist, 
findet man Sq^ d„, und wir setzen 

" 2 ^ 

n 

dagegen, wenn n = (mod 2), A = — (— 1) (mod 4) ist, 

Alsdann gelten für das MaB M des Genus G die beiden Formeln: 

und für n = (mod 2): 



fürnsl (mod2): Jlf = ^ • //• Z> • A* /l + 






worin die Größen £„ gewisse rationale Konstante bedeuten, welche nur 
von der Zahl n abhängen. — 

Um diese Formeln für den Fall n zu bestätigen, falls sie f£Lr den 
Fall n — 1 bereits bewiesen sind, können wir, wenn n = (mod 2) ist, 
genau auf dieselbe Art verfahren, wie Dirichlet zur Bestimmung des 
Maßes eines Genus mit zwei Variablen getan hat, und, wenn n ^ 1 (mod 2) 
ist, genau auf dieselbe Art, wie wir soeben zur Aufstellung des Maßes 
eines Genus mit drei Variablen verfahren sind. 



Note über die Kongruenzen /2^ (mod^'). 

In dieser Note wollen wir einen Beweis des Satzes M., Eap. X, geben. 
Wir bezeichnen durch qh-ii/) Sie höchste Potenz einer Primzahl j, 
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welche in den sämtlichen A^-reihigen Unterdeterminanten einer Form /* 
aufgeht, und wir setzen g*" *-i = g**^ g"*"'*-!« j*"*. 

I. [q-=^ p = l (mod 2). I — Zwei Klassen f und g von Formen mit 
n Variablen sind in hezug auf einen Modul j)'(>p*'«-l^^^ >2>*»'"i^0 ^^^' 
gruenty wenn die Relationen 

(67) /•{»»; 1)'} = </{»»;P'} [m = l,2,...,j)'(modpO] 

statthaben und wenn die Determinanten A(/*) und A(/;) nach dem Tdeineren 
der beiden Moduln p^'^n-i^^^ ^'"•"^«-2^^^ kongruent sind. 

Beweis. Wir können voraussetzen, daB die eine der beiden Formen 
f und g in bezug auf p primitiv ist. Denn ist f ^ J^ -f^t 9 "^ ¥^ ' % 
(d>0,d£t), so gilt f{h',p^)^f,(h'p^',p^^p^^'fo{h',p'-^) und 
^(A; j}') — p*^- ^o(^5 P'~^)*)? ^iö Beziehungen (67) ergeben also 

andererseits liefert die Kongruenz f^^g^ (mod p'"^) sofort f^g (modp^). 
Ist die Form f primitiv in bezug auf p, so wird die Kongruenz 
f{x^ = a (mod p^ für gewisse zu p relativ prime Zahlen a lösbar sein. 
Für diese selben Zahlen a hat dann die Kongruenz g{ti^ ^ a (mod p*) 
gleichfalls Lösungen; denn wir haben ^{a; ;>'} =*/*{a;i>^} vorausgesetzt. 
Folglich muß die Form g ebenso wie f in bezug auf p primitiv sein. — 
Da die Zahlen a im p relativ prim sind, können die x^ in einer Kon- 
gruenz f{x^ ^ a (mod p^ nicht sämtlich durch p teilbar sein. Es ist 
demnach möglich, n Zahlen £j = a?{ (mod/^O zu bestimmen, deren größter 
gemeinsamer Teiler gleich 1 ist. Alsdann kann man eine Substitution 



8 






, . . . , 
, . . . , 



' 6«» 



von der Determinante 1 finden, welche die Form f in eine Form /|ij über- 
führt, deren erster Koeffizient kongruent a (mod p^) wird. Nach Kap. II 
läßt sich diese Form f^^^ noch in einen Repräsentanten von der Gestalt 

/•(,) = «1» + FW (modpO 
transformieren. Für die Form /"^^j gelten die Beziehungen 

und 



*) Siebe Kapitel VII. 
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Die nämlichen Schlüsse finden auf die Form g Anwendung. Wir erhalten 
für diese Form einen Repräsentanten 

für welchen 

und 

ist. 

Setzen wir jetzt voraus, imser Satz sei bereits für Formen mit 
M — 1 Variablen als richtig erkannt, so wird 

F(i)^ß^(i) (modi^O 

und folglich /Ji^r^^^i^ (mod|)'). Damit wird unser Satz also auch für 

Formen mit n Variablen bewiesen sein. 

n. (2 = 2.) Zivei Klassen f und g von Formen mit n Variablen sind 

in hezug auf elften Modul 2'(> 2'»t-i^^\ >2*'«~i^^) hmgruent^ wenn die 

BdaMonen 

/•{m; 2^}-^{m; V] [m= 1, 2, ..., 2' (mod 20] 
und die Kongruenzen 

(68) 2*"*^^^= 2^*^^ (mod 2) (fc = 0, 1, .. ., n~ 1) 

statthaben und wenn die Detertninanien £k{f) und A(jg) nadi dem kleineren 
der beiden Moduln 6„^^(f) • 2'+^«-2^^\ <fn^i(g) * 2'"^^».-«^^ kongruent sind. 

Beweis. Es genügt, den Fall zu betrachten, daß die eine, /*, der 
beiden Formen primitiv in bezug auf 2 ist. 

1. Es sei zunächst (f^(f) == 1, Dann können wir ungerade Zahlen a 
finden, für welche /"{«; 2'} > ist, und für dieselben Zahlen a wird dann 
g{cc] 2'} > sein. Infolgedessen ist die Form g primitiv in bezug auf 2, 
und es gilt 0^(g) ^ 1. 

Sobald für eine ungerade Zahl a die Kongruenzen 

/•(!,) = « (mod 20, giv,)^" (mod 20 
lösbar sind, können wir f und g in zwei Repräsentanten 

/;,j = «1» + F^'^ = aV + 2^'- (^) • f^'^ (mod 20, 
(7(ij = ag» + G(i> = aV + 2"^^^ • g^'^ (mod 20 

transformieren, in denen f^^^ und g^^ primitive Formen in bezug auf 2 
vorstellen. 

Wenn eine der beiden Zahlen a}i(/'), (o^(ß) gleich Null ist, so ver- 
schwindet die andere gleichfalls; denn es ist 2*^^^ = 2*^^^ (mod 2). In 
dem Falle, daß 2'"i(^) = 2"'i(^) = 1 ist, kann man stets voraussetzen, daß die 
ungerade Zahl a und die Systeme ^ (mod 20 nnd 17^ (mod 20 so gewählt 
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sind, daß die Fonnen f^^^ nnd g^^^ alle beide eine erste Invariante 6 
gleich 1 besitzen. 

In der Tat, die Form /' möge von der in Kap. lU aufgestellten Ge- 
stalt /(xj sein, und es möge 



S = 






inj ^nJ ' 'f '^1 






(mod 20 



diejenige Substitution bedeuten, welche /* in f^^^ verwandelt. Ist ß)i(/0™O> 
so wird Xj (f) > 1. Damit die erste Invariante 6 der Form f^^^ gleich 2 
wird, müssen die Kongruenzen 

li + 1, + • • • + 5x, = 1, gi^i' + 1,^,' + • • • + Mi^o, 

-^j' + -&,' H h -^x, = (mod 2) 

gelten. Wie man leicht erkennt, können diese Kongruenzen nur in dem 
Falle bestehen, daß 

x, = l (mod 2); |^ = g, = . . . = g^ = 1 (mod 2) 

isfc FäUt also x^ = (mod 2) aus, so wird stets ^i(f^^^) = 1. Ist aber 
Xi = 1 (mod 2) und Xj > 1, so finden sich unter den 2"*"^ Systemen |< 

(mod 20, welche die Kongruenz /"(g^) = 1 (mod 2) erfttUen, 2»'-^(l--^) 

Systeme 1^ (mod 20, denen eine Form f^^^ mit einer Invariante (jj (/*(*)) = 1 

entspricht, und 2***~^«-j^-^ Systeme ^^ (mod 20, denen eine Form f^^^ mit 

einer Invariante <yj(/*W)».2 entspricht. 

Die Kongruenzen (68) ergeben die Beziehung Xi(/) = «^(s') == «i; und 
wir gelangen für die Form g zu Resultaten, welche denen für die Form f 
erhaltenen ganz analog sind. Im Falle x^ = (mod 2) findet sich dem- 
nach unsere Annahme verwirklicht. Prüfen wir jetzt den Fall, daß x^ = 1 
(mod 2) und x^ > 1 ist. Wenn keine der Zahlen a, die man mit Hilfe 
von Systemen ^^ (mod 20, für welche ^i(/*^^0 =* ^ wird, erhält, mit Hilfe 
von Systemen ?y< (mod 20 erhalten werden könnte, für welche 0i(ß^^^)=^l 
ist, so würde man aus den Gleichungen /*{«; 2'} ^ g[a'^2'] schließen, daß 

mindestens 2*"" Ml — j^-^ Systeme rj^ (mod 20 Formen g^^^ mit einer 
Invariante <yj((/(^0 *= ^ liefern müßten. Aber das kann nicht sein, da 
wegen x^ > 1 und = 1 (mod 2) stets 2"'-^ ^^^_:j < 2"'-^ (l - —^ ist. 

Infolgedessen gibt es in der Tat Zahlen a und Systeme ^^ (mod 20 und 
ly, (mod 20, für welche man «^^(/'^^O ** ^ "^^ ^i(.9^^^) = 1 bekommt. 
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Nach Kap. II gelten jetzt die folgenden Relationen: 
und wir finden die Formeln 






ö(^)(Ä;20 = g{-g, («A;20 + O 



in denen // irgendeine Zahl bedeutet, die inkongruent 2'""^ (mod 2^ ist, 

und die Formeln 

F(^)(Ä; 20 = ü, Ö^^)(Ä; 20 = 0, (x^ = 1) 

F(i)(Ä; 20 = 2"', Ö(^)(A; 20 == 2"', (X, > 1) 

wenn A = 2'""^ (mod 20 ist. Nehmen wir also an, unser Satz sei bereits 
für Formen mit n— 1 Variablen bewiesen, so erhalten wir 2^0) ~ 0^*^ 
(mod 20 und daraus /(i)^/?^!) (mod 20- 

2. Es möge jetzt (fi{f) = 2 sein. Da f in bezug auf 2 primitiv ist, 
wird die Zahl 2 "'<»(/) gleich 1, und die Kongruenz 2^'^(/> = 2^^) (mod 2) 
ergibt 2'"^^^ ^ l. Also ist die Form g gleichfalls primitiv in bezug auf 2. 
Wir finden ^lig) = 2; denn wäre iii(g) = 1, so erhielten wir ^(2'""^ 20 = 0, 
während /'(2'"^; 20 gleich 2*" wäre. Die Kongruenzen (68) ergeben die 
Beziehung ^i{f) ^^ ^1(9)9 welche uns sofort zeigt, daß f^g (mod 2) ist. 
Es sei also ^ > 1. 

Sobald für eine Zahl 2a = 2 (mod 4) die Kongruenz f{^ = 2« (mod 20 
lösbar ist,, können wir f vermittels einer Substitution 

»1 7 ^1 j • • • ; ^1 



s = 



von der Determinante 1 in eine Form 



n- 1 



(mod 20 






2a , E^ , . . ., E^_^ 
£1 ,...,.. ., ... 



E. 



«-!> 



(mod 20 



transformieren. Wir nennen das System g^ (mod 20 primär, wenn unter den 
Zahlen E^, , . ,, E^_^ ungerade vorkommen. Allemal, wenn das System i^ 
primär ausfällt, läßt sich die Form Z*^,) ^ einen Repräsentanten von der Gestalt 

/;,) = 2(a6^ + agi + af «) + 2-.C/) . fW = ^ + FW (mod 20 
verwandeln, in dem ?l = 1 (mod 2) ist. 
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Wir wollen jetzt voraussetzen, die Form f sei von der in Kap. UI 
betrachteten Gestalt f^^^y Damit die Zahlen E^, . , .^ E^^^ sämtlich gerade 
sind, müssen dann die' Kongruenzen 

ii »,' + 5,^1* + • • • + 5x,.i^i+ gx,n-i ^ (mod 2) 
gelten, deren einzige Lösung 

[x,sO (mod2)], 5^ = 1,^. .. = 1^=0 (mod2) 

ist. Aber diese Kongruenzen sind nur dann mit der Kongruenz 2a ^ 2 
(mod 4) verträglich, wenn ^x^+iC/^) " 2*"xi(^) = 2 ist. Also werden, falls 
<^xx+i(/*)-2'"''x^^^>2 ist, die sämtlichen Systeme £^, für welche f{it) = 2 
(mod 4) ausfällt, primär sein. Sobald hingegen «^x^+iC/^) * 2*"xi(/) = 2 ist, 
finden wir unter den 2"'"* Systemen ^ (mod 2'), für welche /*(g^) = 2 

(mod 4) ist, 2*'"'^(1 -j primäre Systeme und 2"'~^ •— nichtprimäre 

Systeme. Dieselben Schlüsse finden auf die Form g Anwendung. 

Indem wir für den Fall 0^^+i{f) • 2**'x,(/) « 2 bemerken, daß die Zahl 

2i«<-i — <; 2"'"^ (1 ) ist, schließen wir wie in 1., daß wir die Zahl 2a 

2»^! \ 2**/ 

80 wählen können, daß einerseits die Kongruenz f(^) = 2a (mod 2') eine 
primäre Lösung g, und andererseits die Kongruenz ^(i^<) ::^ 2 a (mod 2') 
eine primäre Lösung rj^ besitzt. Ist dies geschehen, so liefert die Form f 
einen Repräsentanten von der Form f^^p ^^^ ^^^ Form g kann in eine 
Form von der Gestalt 

g^,^ ^ 2(ag« + ÄÜ + al') + 2''^(^) • ^W (mod 2') 

verwandelt werden, in der J. = 1 (mod 2) ist. 

Wir können jetzt voraussetzen, daß a^ ä (mod 2) ist. In der Tat, 
es sei zunächst ^^if^^^) • 2*^^^^ ^ 4. Alsdann wird die Anzahl der Lösungen 

der Kongruenz t\,) ^ 2 (mod 4) gleich 2«''-^ [l - | • (j^^^^-.)]- Die 

Kongruenz 2^(>')=2'^(^) (mod 2) ergibt2^'«<^>^2, und es gut <yi(sr(^)).2^(^)^4. 
Denn wäre 6^{g^^))'2^^) ^2, so bekämen wir 2"''(^) - 2, (ii{g^^)^l, 
und die Kongruenz g^^^^=2 (mod 4) hätte 2*""^ Lösimgen, so daß 
5r(,j{2;4} + /;jj{2;4) wäre. Ist jetzt (^^(f/^^)). 2^^^) ^ 4, so liefert die Be- 
ziehung /;,j { 2; 4 } = ^(,) { 2; 4 ) sofort (^- ^^1 ^) ^ (i^a"^«) ^ d- i- « = « 
(mod 2). 

Gut aber ö^(f^^^) • 2^^/) = (^1(5^^) . 2''-^ = 2unda = a + l (mod 2), 
so können wir die Form 2^^^^'g^^^ zunächst derart transformieren, daß 
einer ihrer mittleren Koeffizienten, r,!f , kongruent 2 (mod 4) wird. Durch 
Anwendung einer Substitution 

i = I', x/«) = i + <w 

gelangen wir dann zu einer Form, in welcher der Koeffizient a durch 



142 Zur Theorie der qnadxatischeii Formen. 

einen Koeffizienten a^ = a + 1 = ^ (mod 2) ersetzt ist, und diese Form 
kann wiedemm in eine Form Ton der Gestalt g^^^ rerwandelt werden, in 
der der Koeffizient Gq der nämliche ist 

Demnach ist es stets möglich, anzunehmen, daß 

a^ä (mod 2), 

^^ 4aa~«» = 4aa-^» (mod 8) 

gilt Infolge dieses ümstandes können wir eine Zahl Z finden, welche 

der Kongruenz 

4aß-a» =i4«a-^«)Z- (mod 2'+^) 

genügt^ und ^^^ geht vermittels einer Substitution 

i = Z4\ ^^W = _|, . ^P/W (mod 20 

Ton der Determinante 1 in eine Form über, welche dieselbe Gestalt be- 
sitzt, in der aber der Rest 

durch den Rest ^ ^ , ^ ^ 

l 2«, AZ \ , , ^ , 

ersetzt ist Dieser letztere Rest yerwandelt sich noch durch eine Substitution 

% — AZ 

6;=( -'S« ) (mod 2') 






in einen Rest ^ ^ 

' ( a : 2. ) - ' (-«^ ^•>- 

Für die Form g^^^ erhalten wir demnach eine Kongruenz yon der Gestalt 

<7(,)^X+ß(*^ (mod 20- 
Wir haben jetzt die folgenden Beziehungen: 

^(^'*') = i^it^. (modfl,_,(/-).2'+^-.(/)); 

J'«(A;20 = {|[|^, G(«)(A;2') = ?ff|-5. [x(A;20 + O] 

Nehmen wir an, unser Satz sei bereits für Formen mit einer kleineren 
Anzahl von Variablen als n bewiesen, so finden wir F^^ ^ G^*^ (mod 2') 
und daraus auch /^s)^9(S) (ii^^d 2[). 



Grundlagen für eine Theorie der quadratischen Formen. 143 



Inhal tsyerzeichiiis. 

Kapital Reite 

Begleitschreiben an die Acad^mie des Sciences 3 

Inhaltsübersicht 4 

Erster Teil. 

Über die Reste qumdratiselier Formen. 

I. Klassen quadratischer Formen. — Index, Invarianten und Ordnung einer 

Form 9 

n. Formenreste. — Die Invarianten o(f) sind ganze Zahlen 13 

ni. Hauptformenreste und Hauptrepräsentanten für einen Modul N . , , , 21 

IV. Bedingungen für die Existenz einer Ordnung 26 

y. Sätze über Hauptreste. — Grundformen für einen Modul N 38 

VI. Formengruppen für einen Modul N. — Charaktere 87 

n 

Vn. über die Anzahl der Lösungen der Eong^enzen f'^^a^^x^x^^m (mod JV) 46 

1 
VIU. Bestimmung der Größen f{h;q^ in den einfachsten Fällen 60 

IX. Charaktere der Hauptrepräsentanten und der Grundformen 68 

X. Bedingungen fiir die Gültigkeit der Kongruenz f^g (mod q') 70 

XL Genera von Formen. — Bedingungen für die Existenz eines Genus 71 

XII. A^jungierte Formen. — Reziprozität zwischen den Ordnungen 

\0, , 0, , ..., 0„_,, 0^_, / \0„_i, 0„_,, ..., 0,, Oj / 

Zweiter Teil 

Über die DarBtellang ganzer Zahlen durch qaadraÜBche Formen. 

Xm. Hilfssatz 83 

XIV. Darstellung einer Form von v Variablen durch eine Form von n Variablen 

{v<Cn), — Äquivalente Darstellungen und Darstellungsgruppen .... 86 
XV. Adjungierte Darstellungen und a^jungierte Darstellungsgruppen .... 91 
XVI. Darstellung von ganzen Zahlen durch Formen mit n Variablen .... 94 
XVII. Darstellungen von Formen mit n — 1 Variablen durch Formen mit 

n Variablen 96 

XVIIL Index, Ordnung und Genus der durch eine Form von n Variablen dar- 
stellbaren Formen von n — 1 Variablen 102 

XIX. Über den Inbegriff der Darstellungen einer ganzen Zahl durch die ver- 
schiedenen Formen eines Genus G 113 

XX. Maß eines positiven Genus. — Maß der Darstellungen einer ganzen Zidil 

durch die Formen eines positiven Genus 116 

XXL Ober die Anzahl der Darstellungen einer ganzen Zahl durch eine Summe 

von fünf Quadraten 117 

XXTT. Über die Bestimmung des Maßes einiger positiver Genera 119 

XXTTI. Maß eines beliebigen Genus einer Ordnung ( ) [oy^ == 1 (mod 2)] . . 134 

Note über die Kongruenzen fc^g (mod g') . 136 



144 Zur Theorie der quadratischen Formen. 

Verzeichnis der hauptsächlichsten vom Herausgeber übersetzten Stellen.'*') 

Das Begleitschreiben (S. 3 — 4) und die InhaUsühersicht (S. 4 — 9) finden sich, diese 
in deutscher, jenes in französischer Sprache, nur im deutschen Manuskript, während 
sie in den M^moires des Sayants dtrangers nicht mit zum Abdruck gelangt sind. 

Erster Teil. 

Überschrift (S. 9, Z. 21). 
Kap. I. S. 9, Fußnote. S. 10, Z. 1; Z. 6; Z. 34. S. 12, Z. 28—29. 
Kap. II. S. 13, Z. 16—22. S. 14, Z. 2—8; Z. 28—80; Fußnote. S. 15, Z. 1; Z. 21; 

Z. 82—33. S. 16, Z. 20—29; Z. 31 -S. 17, Z. 28. S. 18, Z. 6—6; Z. 16-16; 

Z. 28—31. S. 19, Z. 19—20; Z. 30—38. S. 20, Z. 3. 
Kap. m. S. 24, Z. 8; Z. 13; Z. 16; Z. 36. S. 25, Z. 25—28. 
Kap. IV. S. 26, Z. 1; Z. 22—28; Z. 32—34. S. 27, Z. 5-6. 
Kap. V. S. 33; Z. 9. S. 34, Z. 9—11; Z. 26—27. S. 35, Z. 17—18. 
Kap. VI. S. 37, Z. 26—31. S. 39, Z. 8; Z. 28 — S. 40, Z. 38. S. 41, Z. 6. S. 42, 

Z. 16—17. S. 43, Z. 22. S. 46, Z. 1; Z. 9—10. 
Kap. VII. S. 45, Z. 17—18; Z. 24—28. S. 47, Fußnote. S. 48, Z. 11; Z. 16. 
Kap. Vin. S. 60, Z. 12—13; Z. 19—20. S. 51, Z. 10—13; Z. 16—17. S. 63, Z. 20. 

S. 68, Z. 8—10. 
Kap. IX. S. 68, Z. 17—23. S. 62, Z. 13—14. S. 65, Z. 5—10. S. 69, Z. 18; Z. 26. 
Kap. X. S. 70, Z. 11 S. 71, Z. 4. 
Kap. XI. S. 71, Z. 5— 36. S. 72, Z. 12— 14; Z. 22— 28; Z. 27— 28. S. 74, Z. 21. S. 77, 

Fußnote. 
Kap. XII. S. 81, Z. 3—4; Z. 11; Z. 13—15. S. 82, Z. 28—24. 

Zweiter Teil. 

Überschrift (S. 83, Z. 9—10). 
Kap. Xm. S. 83, Z. 24 S. 84, Z. 5; Z. 9—18; Z. 18; Z. 24—30. S. 86, Z. 7—8. 
Kap. XIV, S. 86, Z. 24—27. S 88, Z. 13—14; Z. 17—27. S. 89, Z. 1— S. 90, Z. 2; 

Z. 5—7; Z. 13—14. 
Kap. XV. S. 91, Z. 8—10; Z. 25 — S. 93, Z. 2; Z. 6—7. 
Kap. XVI. S. 94, Z. 26—27. 
Kap. XVII. S. 95, Z. 29 — S. 96, Z. 9. S. 98, Z. 2; Z. 18—22; Z. 26 — S. 99, Z. 8. 

S. 100, Z. 5—6; Z. 9-^10; Z. 17—23. S. 102, Z. 10—12. 
Kap. XVIII. S. 102, Z. 20—22; Z. 28—30. S. 103, Z. 4—14. S. 104, Z. 20; Z. 28—26; 

Z.33. S. 106, Z. 8; Z. 18—24; Z. 32—33. S. 107, Z. 10; Z. 27—29. S. 108, Z. 6. 

S. 109, Z. 4. S. 110, Z. 28. S. 112; Z. 18—19; Z. 22. 
Kap. XIX. S. 114, Z. 3—6; Z. 25—27. S. 116, Z. 18—22. 
Kap. XX. S. 116, Z. 28—26. 
Kap. XXI. S. 118, Z. 26—29; Z. 37. 
Kap. XXII. S. 119, Z. 30. S. 120, Z. 16—16. S. 123, Z. 18—19. S. 124, Z. 20—21. 

S. 125, Z. 31. S. 129, Z. 23—28. S. 130, Z. 26. S. 181, Z. 6. S. 183, Z. 1—8; 

Z. 19—21; Z. 29. S. 134, Z. 3—4; Z. 16. 
Kap. XXIII. S. 134, Z. 22; Z. 27 S. 135, Z. 5. S. 136, Z. 14—20. 

Die i\rotc tlf6er die Kongruenzen fc^gimodq*) (S. 186—142) und das Inhalts- 
verzeichnis (S. 143) fehlen im deutschen Manuskript vollständig. 

•) Vgl. die Vorbemerkung auf Seite 3. — S. bedeutet „Seite", Z. „Zeile". Bei 
der Abzahlung der Zeilen sind die Symbole für Ordnungen und Unterdeterminanten 

(""""••■'''«-), 1, bzw. AÜ^'i ;*), s,^'" '"••••!*> 

einzeilig, die als Zahlsysteme geschriebenen quadratischen Formen oder Substitutionen 
hingegen mit der Anzahl ihrer Druckzeilen in Ansatz gebracht. 



n. 

Sni' la rednction des formes qnadratiqnes positiyes 

quaternaires*) 

(Comptes renduB de rAcad^mie des Sciences, Paris 1883, t. 96, pp. 1206—1210). 

(Note de M. Minkowski, pr^sent^e par M. Joidan.) 

M. Gharve a publik; aux Comptes rendus de 1881, une Note sur la 
rednction des formes quadratiques positiyes qnatemaires. Je prends la 
liberte d'ajouter snr cet objet les observations sniyanteS; auxqneUes je 
suis par venu en etndiant les beaux Memoires de M. Her mite dans le 
Journal de Grelle t. 40, 41 et 47. (Oeuvres, t. I, p. 94, p. 100, p. 164, 
p. 193, p. 200, p. 234.) 

Les recherches sur la rednction des formes quadratiques positives 
s'appuient sur le theor^me suivant: ^ 

I. Une fornie quadrcUique positive f ="^. «a*^*^* ^ determinant D 

n'obtient que pour un nombre fini de systemes numeriques (Xj^ tme vaieur 
qt4i ne surpasse pas une quantite positive donnee E, 

Detnofistration. En appliquant ä /* la Substitution au determinant 1, 

dP 
f sera transformee en 

oü Qj^ represente une forme positive aux w — 1 variables y^ (Ä + Ä). Par 
cons^quent, si la valeur de f ne doit pas etre plus grande que la quan- 
tite Ey nous obtenons im Systeme d'inegalites 



auquel ne peut satisfaire quun nombre fini de nombres entiers o;^. 

*) Der Text dieser Arbeit, wie er hier veröffentlicht wird, folgt einem Manu- 
skript, das von Minkowski angefertigt wurde, nachdem die Arbeit bereits in den 
Comptes rendus erschienen war, und das weit korrekter ist, als die dort zum Ab- 
druck gelangte ältere Fassung. (Anm. d. Herausg.) 

Minkowski, Gevammelte Ablumdlangen. I. 10 
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Nous arrangeons toutes les formes positives en un certain ordre. 

n 

Nous disons qu'une forme positive g =^y, ikt^h^k ös' pf^cee ä cote d'nne 

forme f^^.(^kk^h^k7 ^i les coeifficients 6^^ sont egaux aux coefGcients 

^hh7 P^ contre au-dessus (ou au-dessous) de la forme fy si les coefßcients 
^hh ®^ ^hh ^® ^^^^ V^ t^^s d'accord, et si le premier coefficient 6^^, qui 
n'est pas egal au coefGcient correspondant a^^^, est plus grand (ou plus 
petit) que w^^. 

A Taide du theoreme I on peut facilement demontrer: 1® que^ parmi 
toutes les formes qui resulteut d'une forme donnee f ä Taide des sub- 
stitutions num^riques au d^terminant 1 et qui donneut la classe /*, appa- 
raissent certaines formes (p qui sout placees au-dessous de toutes les autres 
formes de cette classe-, 2^ que le nombre de ces formes q) est ordinaire- 
meut egal ä 1, et que ce n'est qu'exceptiounellement qu'il deyient plus 
grand que 1 ; 3^ que ces formes (p penvent toujours etre trouyees par un 
proced^ fini. 

n 

Les formes (p =-^ «a*5aI* so^* ^ q^ö M. Hermite appelle des formes 

reduites. Les formes reduites 9 de la meme classe ont sürement les memes 
coefficients a^^^, 

IL Powr w == 2, 3, 4, une forme (p est reduüe, et die ne Vest que si 
eUe satisfait aux indgalites 

(I) «11 ^ «j» ^ • • • ^ a«n 

et ä toutes les inegalites 

dans lesqudles s^ signifie une unitc, et ou les autres s^ (k + h) ont ou les 
vcUeurs 0, om + 1, om — 1. 

Demonstration, A) Les conditions (I) et (11) sont sürement neces- 
saires pour que (p soit ime forme reduite; car si Ton avait a^^j^ > a^^ pour 
h <ik, (p serait transformee par la Substitution 

Sj: 5* - Vky 5* = Vh] ^i = Vi (A < *, l + h,k) 

et si Ton avait (p{e^, «,, . . ., fj < ccj^j^ («^ = ± 1? ^a = 0, ± 1), par la Sub- 
stitution 

Sn^ 5*-«*%, ik'^-Vk + Mk (* + Ä) 

en une forme qui serait placke au-dessous de 9; par cons^quent, (p ne 
pourrait pas etre reduite. Des inegalites (II) resultent specialement les 
conditions «^^ ± 2af^j^ + «^^ ^ a^^, c'est-ä-dire 

(«) a**^±2au- 
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B) Les conditions (I) et (II) sont aussi süffisantes pour que 9 soit 
rednite. Pour le demontrer^ nous observons: 

1^ Qae des inegalit^s (11) r^sultent toutes les autres inegalites 

(m) 9 (wi, w„ . . ., wj ^ a,^ (w^ > 0), 

dans lesquelles m^ signifie un nombre quelconque difPerent de z^ro^ et les 
autres m^^ des nombres entiers tout a fait ä yolont^. 

Nous designons par Bj^ le nombre 0, ou +1, ou — 1, selon que m^^ 
est ^gal ä zerO; ou positif^ ou negatif. Les quantites Sj^mj^ = fi^^ repre- 
sentent les valeurs absolues des nombres m^. Si les n quantites m^; ä Tex- 
ception du seul nombre mj^, sont Egales ä zero, y(w^) devient evidemment 
egal ä aj^^mj^ ^ ^aa ^^ Tinegalite (m) aura lieu. Mais si des nombres m^, 
au moins deux; sont difP^rents de zero^ nous d^terminons un indice t de 
la mani^re suivante. Nous cherchons les nombres m^j dont la yaleur ab- 
solue est la plus petite sans etre nulle; et nous posons^ si parmi ces 
nombres m^ se trouve aussi le nombre nij^y Tindice t » h, mais si ce n'est 
pas le cas^ t egal ä Tun quelconque des nombres t. Si nous ecrivons 
alors Sj^ = hV^tO^ + ®* ^t ^ 0, les nombres 5^ ne seront pas tous egaux 
ä zerO; et nous obtenons Tidentitä: 

9(wi,iw^,...,mJ-9(w4-S4 + 5;k)-9(w^--54)+2«a(Wi«* + %«<- V*) 

qui; ä cause de la relation 

prend la forme 

9>K) = 9>(%- «*) + ^t^lvi^k) - ««] + Sft.^f, (ft - h)^<^ikh' 

Ici, par suite des inegalites (11) et («), ni la quantite [^(f^) — cc^i\, ni 
les quantites 

iqpr \ »=2 n=8 «=4 / 

ne sont negatives; par consequent, nous obtenons Tinegalite 

pendant qu'on a en m§me temps 

Wa-5a>0 et ^ V >2(^* "■ ^*)'- 

Si nous mettons maintenant ^m^ = M, et si nous supposons que le 
point 1® du th^oreme B) soit d^jä prouve pour tous les systemes 

(Wj, m,, . . ., mj, W;^> 0, pour lesquels ^ni^ devient plus petit que Jf, 

10* 
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il ressort evidemment vi^k^ ^k) ^^hh ^* 9(%)^"aa- ^^^^ doute 
rinegalite (m) a lieu pour les systemes (w^^), pour lesquels on a ^w/^ 1, 
W;^>0, c'est-ä-dire pour le seul Systeme m^=^l, W;^ = (ä + ä). Ainsi^ 
le point 1^ est parfaitement demontre. 

2® Adraettons que pour la forme y les inegalites (I) et (II) soient 
satisfaites et, par consequent, aussi toutes les inegalites (m). Alors tp 
est, en effet, redaite. 

Demonstration. Supposons d'abord que q) puisse etre transformee 

n 

par une Substitution numerique ^H^^^hVk * determinant 1 en une 

forme ^ = ^, ßhkVhVk ^^i soi* placee au-dessous de q>, 

Soit ßi^ le Premier des coefficients jS^, ß^^, . . ., ß^^ de la forme V' 
qui n'est pas egal au coefficient correspoudant de la forme q). On aura 

ßkk = ^kk (* < e* ßii - 9> (Ti, ^if • • •> O < «.< • 

Soit r/ la demi^re des quantites r^, r,', • • y^J qui est differente de 

zero. On aura ß^^ =- 9)(. . ., r/, . . .) ^ ^/r Soit a,^ (^ ^ ^^ dernifere des 
quantites oCu, «jg, . . ., a^^, qui a encore la valeur a„ tandis que Uj^j^ de- 
vient >«,,, si Tindice ä est > ^. Des relations a<i>ft,-, A<^Ä«="«/f 
et des inegalites (I) on conclut que le nombre t est < i ; donc pour 
k^t on aura /^^i "■ a** ^ «</• Par consequent, toutes les quantites r^*, 
pour lesquelles on a A; ^ ^ et A > <, seront egales ä zero, puisque chacune 
de ces quantites, si eile diflFerait de zero, fournirait Tinegalite a^^^«**, 
tandis que Ton a (^kk^^tp ^aa^"«- Daiis le determinant ,r^*| s'eva- 
nouissent donc toutes les {t + 1) (n — t) quantites 

r^^* (Ä — 1, 2, . . . , ^; i; h^t+ly...,n) 

qui sont les termes d'un Systeme de n — ^ series horizontales et de < + 1 
s^ries verticales. Ce determinant doit donc etre egal k zero, et Ton ren- 
contre une contradiction. 

De ce qui prec^de on d^duit, ä Faide du theor^me I, que Ton peut 
determiner pour chaque fonne positive f toutes les formes röduites de sa 
classe ä Taide d'un nombre fini de substitutions de la forme Sj ou S|j. 
(Tonte classe /*, pour laquelle aucune des inegalites (I) et (II) ne se change 
en une equation, a une seule forme r^duite.) 

Dans le cas n =» 4, j'ai trouve pour la limitation des coefficients des 
formes reduites des identites sym^triques analogues ä ceUes que Gauss a 
etablies pour les formes temaires (Gauss, Oeuvres completes, t. U). Je 
reviendrai snr ces identites dans une autre occasion. 



m. 
Über positive quadratische Formen. 

(Grelles Journal fOr die reine und angewandte Mathematik, Bd. 99, S. 1 — 9.) 

Meine Abhandlung ^^Sur la theorie des formes quadratiques ä coef- 
ficients entiers^^*) schließt mit der Bestimmung des Maßes für einige 
Genera Ton positiven quadratischen Formen. Das Maß eines Genus ist 
eine Größe^ welche erhalten wird^ indem mau sämtliche Klassen des Genus 
abzählt und dabei die einzelnen Klassen in entsprechenden Verhältnissen 
rechnet, als sie verschiedene Formen besitzen. Ich hatte mich seinerzeit 
auf die Betrachtung spezieller Genera beschränkt. Mittlerweile bin ich 
zu einfachen Ergebnissen für das Maß eines beliebigen Genus gelangt. 
Die schließlichen Formeln sind zu einem Teile bereits von H. J. Stephen 
Smith veröffentlicht worden**). Das Resultat gewinnt aber außerordent- 
lich an Klarheit imd erlangt eine weitergehende Bedeutung, indem man 
jene Definition des Genus zugrunde legt, von welcher ich in der er- 
wähnten Arbeit ausgegangen bin, und zu welcher auch Herr Poincare 
geführt worden ist***). 

Ich setze Formen von fester Variablenzahl n und von nichtverschwin- 
dender Determinante voraus. Dann definiere ich: 

H 

A. Das Genus einer Form f^^, ^ik^i^k ^^^ gebildet von allen den 

1 
Formen g, welche denselben Trägheitsindex wie /' besitzen und welclie 

mit f für jeden beliebigen Modul N kongruent sind. 

Dabei heißt eine Form r/ kongruent mit f in bezug auf einen Modul iV, 
wenn es möglich ist, aus f mit Hilfe einer linearen Substitution von einer 
Determinante ~ 1 (mod iV^) eine Form herzuleiten, in welcher sämtliche 
Koeffizienten für den Modul JV dieselben Reste lassen wie die entsprechenden 
Koeffizienten von g. 

Die Definition A. stellt an die Formen g nur scheinbar unendlich 
viele Anforderungen. In Wirklichkeit gilt der Satz: 



*) Memoireti pr^sent^s ä rAcad^mie des Sciences T. XXIX. Nr. 2. Unter dem 
Titel „Grundlagen für eine Theorie der quadratischen Formen mit ganzzahligen Eoeffi- 
zienten^S diese Ges. Abhandlungen, Bd. I, S. 8—144. 

**) Proceedings of the Royal Society of London. 1868. (GoUected Papers, 
vol. I, p. 510.) 

***) Comptes renduB de FAcad^mie des Sciences a Paris. 1882. I. 
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B. Eine Form g gehört dann und nur dann dem Genas einer Form f 
an, wenn sie denselben Index I und dieselbe Determinante A wie f be- 
sitzt und dazu mit f für den Modul 2A kongruent ist. 

Immer dann, wenn diese Bedingungen erfüllt sind, wird es zugleich 
(nach Sätzen von Smith) möglich sein, die Form f in die Form g mittels 
solcher linearer Substitutionen von der Determinante 1 überzuführen, in 
denen die Koeffizienten rationale Zahlen mit einem zu 2A relatiy primen 
Generalnenner sind. 

Das Genus einer Form f^[(iik\ ist eindeutig bestimmt, sobald man 
sein vollständiges System von Invarianten kennt. Dieses System umfaßt 
die folgenden Gbößen: 

1. Den Index / der Form f. 

2. Die größten positiven Teiler der sämtlichen ünterdeterminanten 
von 1, 2, . . ., n Reihen des Systems la^^]. Diese Teiler mögen der Reihe 
nach mit d^, d^j . . ., d^_i bezeichnet werden, so daß sich insbesondere 

.., A-(-iy.d,_, 

ergibt. 

3. n— 1 Größen ^i; ^j, .., <?„_!, welche die Werte 1 oder 2 haben. 
Und zwar ist ein tf, gleich 1, wenn unter den symmetrischen Ä-reihigen 
Minoren von \a^^\ sich solche vorfinden, die, vom Teiler dj^_i befreit, un- 
gerade ausfallen; gleich 2, wenn das Entgegengesetzte eintritt. 

4. Eine Reihe von Einheiten ±1, die Charaktere der Form /*. 

In Art. lY imd Art. XI meiner am Anfange zitierten Arbeit [[diese 
Ges. Abhandlungen, Bd. I, S. 31 — 32 und S. 75 — 76]] sind alle Bedingungen 
zusammengestellt, denen die Invarianten eines (wirklich existierenden) 
Genus zu genügen haben. Insbesondere müssen die n Gleichimgen 

stets zu n ganzen Zahlen öq, ö^, . . ., ö^_^ führen. 

Ich will hier nur von positiven Formen sprechen, also / ■= voraus- 
setzen. Jede positive Form f läßt eine endliche Anzahl von Transfor- 
mationen von der Determinante 1 in sich zu. Diese Anzahl mag t{f) 
genannt sein. Die Größe t{f) ist konstant für alle Formen der Klasse /"; 
ihr reziproker Wert stellt das Maß der Erlasse f vor. 

Das Maß M eines positiven Genus /*(«={ a^^ } ) ist nun definiert durch 
eine Summe: 

erstreckt über sämtliche verschiedenen Formenklassen 9), welche das be- 
trachtete Genus aufweist^). 



*) Eisenstein, CrcUed Journal, Bd. 86. (Mathem. Abhandlungen, S. 177.) 
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Mit f{N) will ich bezeichnen^ wie viele fQr einen Modul N inkon- 
gruente Substitutionen von einer Determinante = 1 (mod N) man bilden 
kann^ die, auf /-= {a^) angewandt^ die sämtlichen Reste a^^ (mod N) un- 
geändert lassen. Gemäß der Definition A. wird die Zahl f(N) eine In- 
Tariante des Genus f vorstellen. Den reziproken Wert dieser Zahl wird 
man passend als das Maß des Genus /* für den Modul N bezeichnen können. 

Diese spezidien Maße yr^T finde ich als die wesentlichen Faktaren des 

Maßes M. 

In betreff der Zahlen f(N) gelten folgende Sätze: 

1. Wenn N sich aus mehreren Primzahlpotenzen zusammensetzt, 

N = Jlq', so ist fiN) = /7/-(20. 

Für Potenzen einer festen Primzahl q findet man: 

2. Für alle Potenzen q^, welche die höchste in 

2 JJo, 

enthaltene Potenz von q überschreiten, fällt die Größe 

konstant aus. Man setze diese Größe gleich 

WO q^ die höchste in VT (o^ ^ ) enthaltene Potenz von q sei. 

Ä = 

Alsdann wird f[q) im wesentlichen nur von quadratischen Charakteren 
des Genus f abhängen. (Femer wird für das zu f adjungierte Genus 

1 

die Gleichung F[q) ^f[q] gelten.) Die Größe f[q] bildet so den haupt- 
sächlichen Faktor aller Größen f{q^. 
Wenn nun 

n-l 
Asl 

SO erhalte ich für das Maß des Genus f einfach: 

(1) M^-c- VD -.- - - - 

W ^ ^^f{2] f{S} f{b} f{q) 

wo c die Konstante 
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r(-i).r(|) ...r(|) . 

2 ^(^ij (Kl) = y«, usw.) 

m) •" 

bedeutet, und wo das Produkt der Reihe nach über alle Primzahlen 
9 » 2; 3, 5, 7, . . . auszudehnen ist. 

Als Beispiel betrachte man ein positires Genus Ton (eigentlich) primi- 
tiven binären Formen yon einer Determinante A = 1 (mod 4). Man hat 
hier n = 2, ^i = 1, ö^ -= 2> = A. Für jede ungerade Primzahl g, die 
nicht in A aufgeht, ergibt sich 

dagegen für jede Primzahl q aus 2A: 

Bedeutet also fi die Anzahl aller (ungeraden) Primzahlen von A, so kommt 

wo m alle positiven und zu 2A relativ primen Zahlen zu durchlaufen hat. Ist 

A > 1; so besitzt jede E3asse unseres Genus das Maß - • Die Große M wird 

dann gleich der halben Klassenanzahl des betrachteten Genus. Man gewinnt 
so ein Resultat^ welches mit den Dirichletschen Formeln übereinstimmt. 

Ohne mich bei weiteren Beispielen aufzuhalten, wiU ich nur zeigen, 
daß der Ausdruck (1) stets einen endlichen Wert besitzt. 

Für jede ungerade Primzahl q, die nicht in D aufgeht, findet man, 
wenn n gerade: 

fl.i-(i-^.)('-^.)-(>-i^^.)}'-(^"-)-v!. 

und wenn n ungerade: ^ 

mi-(i-i)(i-j)-. •(>-;-,)■ 

Für jede solche Primzahl fällt also die Größe 



(i_.)(i_')...(i__^) 



-E. 



f{a) « 

besonders einfach aus. Nun kann man leicht in (1) diese Größe als all- 
gemeines Produktglied einfEihren. Man braucht nur mit der Identität 
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zu multiplizieren, wo S,^ die Summe 1 + «n + S«* "^ ' ' ' bezeichnet, deren 

Wert in bekannter Weise durch die Ä** Bernoullische Zahl, Bj^, aus- 
gedrückt ist. Setzt man, wenn n gerade: 

»-4 

und wenn n ungerade: 



»-8 



c = (y)' ■B.B,- B^- 



1 • 2 • • • 



2 

läßt man femer d die sämtlichen Primzahlen von 2D durchlaufen, so 
kommt, wenn w = (mod 2): 

(wo die Summation alle positiven und zu 2Z) relativ primen Zahlen m 
betriflpfc), und wenn w = 1 (mod 2), so kommt: 

(2) M=tVDfJi:,. 

Diese Ausdrücke sind denen ähnlich, welche Smith angegeben hat, 
und man kann wohl aus der erwähnten Note von Smith die Werte der 
Größen E^ für ungerade Primzahlen d, sowie in einigen speziellen Fällen 
auch für die Primzahl d =^2 entnehmen. Doch tritt dort nicht die hier 
entwickelte einfache Bedeutung dieser Größen zutage, und diese gerade 
ist es, welche erkennen läßt, daß ähnliche Verhältnisse auch für allge- 
meinere Formen bestehen. Vor allem fällt auf, daß der Ausdruck (1) 
nichts enthält, was an positive quadratische Formen gebunden ist. In der 
Tat besitzt dieser Ausdruck auch für alle indefiniten Genera (von nicht 
zerlegbaren Formen) einen endlichen Wert. Indem man nach der Be- 
dentung dieses Wertes forscht, gelangt man zu einer interessanten Erklärung 
des Maßbegriffes für indefinite Formen. 



Ich will noch einige Sätze in betreff der Reduktion der positiven 
Formen mit beliebigen reellen Koeffizienten hinzufügen. Tst \die8e) es ja, 
welche die Mittel gibt, um in jedem einzelnen Falle die Klassen eines 
Genus zu sondern und deren Maß zu berechnen. Ich wende (in etwas 
veränderter Form) diejenige Reduktionsmethode an, welche Herr Her mite 
im 40. Bande des Crelleschen Journals S. 302 (Oeuvres, T. I, p. 149) 
aufgestellt hat. 
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;yln einer gegebenen Klasse von positiven quadratischen Formen sollen 
diejenigen Formen ^ 

reduzierte heißen^ welche vor allen anderen Formen den kleinsten Wert der 
Verbindung jj „ ,^^ + , . ^^ + ^, . ,^^ + . . . + ^._. . „^^ 

ergeben^ wo d eine positive unendlich kleine Größe bezeichnet/' 

Gemäß dieser Definition werden alle reduzierten Formen einer Klasse 
in den n Koeffizienten v 

übereinstimmen. Der Koeffizient a^^ insbesondere wird das Minimum der 
Klasse f vorstellen. 

Die charakteristischen Bedingungen solcher reduzierten Formen rOhren 
für n = 2 von Lagrange und für n = 3 von Seeber her. Für den Fall 
n » 4 habe ich einen diesbezüglichen Satz in den Comptes rendus vom 
AprU 1883 [[diese Ges. Abhandlungen, Bd. I, S. 145—148]] mitgeteilt. 
(Der Beweis ist dort, namentlich am Schluß, durch eine Menge Druck- 
fehler sehr entstellt.) Ein weiterer Satz existiert nun für den Fall m =» 5. 
Ich fasse das Resultat für alle vier FäUe n « 2, 3, 4, 5 zusammen. 



» 



In diesen Fallen ist eine Form 



f^^<^ik^i^k 



immer und nur dann eine positive und reduzierte Form, wenn sie einer 
Reihe von Ungleichungen 

(I) /•(#»!, m^, . . ., mj > a„ (»= 1, 2, . . ., n) 

genügt, wo die m^^, je nach den vier Fällen, den folgenden Tabellen gemäß 
zu wählen sind: 



n 



m. 



-2, 



m.. 



n = 3, 
± *».^ I ± 



m./ 



m. 


±m 


n 

i' 




"T" W-.». 




1 










1 


1 
1 




1 









1 


1 



n 



5, 



ni. 



i *w,-. I ± m^M I ± m^,„ I ± m^iv 



'nn 



nn 
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und wenn femer 

(II) »11 ^ »«8 ^ • • • ^ %n 

In allen diesen Fällen wird also eine Hermitesche reduzierte Form 
durch eine endliche Anzahl einzelner linearer Ungleichungen definiert. 

Genügt eine Form allen Bedingungen (I), so ist sie entweder selbst 
reduziert oder läßt sich doch durch eine oder mehrere Substitutionen von 
der Art 

^i = y*; ^k Vi 

in eine reduzierte Form überf&hren. Jedenfalls stimmen ihre n Haupt- 
koeffizienteU; abgesehen von der Beihenfolge, mit den n Koeffizienten a,.^ 
einer ihr äquivalenten reduzierten Form überein. Nun erkennt man leicht, 
daß den Bedingungen (I) alle solchen Formen genügen müssen, welche in 
ihrer Klasse den kleinsten Wert der Verbindung 

oder der Verbindung 

oder gewisser ähnlicher Verbindungen 91 ergeben. 

In den Fällen n => 2; 3, 4, 5 liefern sonach die Her miteschen redu- 
zierten Formen einer Klasse fär jede einzelne der Größen aii + a,, + • • • +a„„ 

^11^2« + fl^iöj» + • • •, <^ii(^u ' " ^nn7 ' • • ^®^ kleinsten Wert, welchen diese 
Größe für Formen der betrachteten Klasse überhaupt annehmen kann. 
Umgekehrt, wenn eine Form von n (=- 2, 3, 4, 5) Variablen für irgendeine 
der Verbindungen 91 einen kleinsten Wert ergibt, so geht diese Form bei 
geeigneter Permutation ihrer Koeffizientenreihen in eine Hermitesche 
reduzierte Form über; sie liefei*t also auch für aUe anderen Verbindungen 9i 
einen kleinsten Wert. 

Diese Sätze, welche für n ~ 2 und n =» 3 interessante Eigenschaften 
ebener und räumlicher Gitter ausdrücken, scheinen um so bemerkenswerter, 
als sie nicht mehr für größere Werte des n gelten. 

Im allgemeinen ist eine reduzierte Form um so eigentümlicher, in 
je mehr von den Ungleichungen (I) und (H) das Gleichheitszeichen statt- 
hat Es gibt nun positive reduzierte Formen f, fttr welche ^ ^ — 1 
linear unabhängige von den Ungleichungen (I) und (II) in Gleichungen 
übergehen, durch die dann die Verhältnisse der -^^y Größen a^^^ voll- 
ständig und zwar in rationaler Weise bestimmt sind. Solche reduzierten 
Formen mögen Gremformen heißen. Unter allen Grenzformen, denen die- 
selben Verhältnisse der Koeffizienten zukommen, wird es offenbar eine 
geben, deren Koeffizienten ganze Zahlen ohne einen gemeinsamen Teiler 
sind. Diese heiße eine primitive Grenzform. 
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,,Da die Anzahl der Ungleichungen (I) und (U) eine beschrankte ist, 
so existiert (für n = 2, 3, 4, 5) immer nur eine beschränkte Anzahl von 
primitiven Grenzformen." 

Um dieselben wirklich darzustellen, will ich mit (a\ diejenige qua- 
dratische Form von v Variablen bezeichnen, deren v Hauptkoeffizienten 
sämtlich gleich a, und deren übrige Koeffizienten sämtlich gleich 1 sind. 
Die Determinante dieser Form ist (a— l)*""^ • (a — 1 + v). Ich finde dann 
folgende primitive Grenzformen: 

Wenn n »^ 2 ist, die Form q> = (2), = 2(x^^ + x^x^ + x^*) und deren 
Nebenreduzierte 2 (x, ^ — x^ x^ + x^^). 

Wenn n = 3 ist, die Form tp = (2)j und die Nebenreduzierten 
dieser Form. 

Wenn n = 4 ist, die Form q) = (2)^ und deren Nebenreduzierten; 
ferner die Form ^, welche durch die Substitution 

^k = yh + yiy ^i^^Vi (A = l,2,3) 

in 

(2X + (2X + (2), + (2), = 2iy,' + y,* + y,« + y,') 
Übergeht, und die Nebenreduzierten dieser Form il;. 

Wenn n = 5 ist, die Form tp = (2)5 und deren Nebenreduzierten; 
weiter die Form ^, welche durch die Substitution 

^k-yk + yby ^ = -»4 + ^6 (A=-l,2,3,4) 

in (2)i + (2)i + (2)3 übergeht, und deren Nebenreduzierten; endlich die 
Form X) welche durch 

^k-Vk + i-ifys, «6-2^6 (Ä = l,2,3,4) 

in (4)5 übergeht, und die Nebenreduzierten von %. 

Ohne Mühe wird man erkennen, daß die Klassen dieser Grenzformen 
identisch sind mit den ,/ormes extremesf', welche die Herren Korkine 
und Zolotareff in ihren interessanten Aufsätzen im 6. und 11. Bande 
der Mathematischen Annalen eingeführt haben. Es sind darunter positive 
Formen verstanden, welche die Eigenschaft besitzen, daß ihr Minimum ab- 
nimmt, 80 oft den Koeffizienten unendlich kleine Variationen beigelegt 
werden, welche die Determinante der Form nicht vergroßem. Die nahe 
Beziehung zu diesen „Formen mit größtem Minimum'' ist fär die Keduk- 
tionsmethode von Herrn Hermite charakteristisch. 

Wiesbaden, den 31. Januar 1885. 



IV. 

Untersuchungen über quadratisclie Formen. 

Bestimmung der Anzahl yersehiedener Formen, welche ein 

gegebenes Genus enthält. 

(InaaguraldiBsertation (Königsberg 1886); Acta Mathematica, Band 7, S. 201— 268.) 

Dem Andenken meines teuren Vaters. 

In meiner Arbeit ^Sur la theorie des formes quadratiqties d coefficievUs 
entiers^*) habe ich den BegrifiF des Genus lediglich aus dem BegrifiFe der 
Formenkongruenz hergeleitet. Ein solches Verfahren erwies sich bereits 
dort als äußerst vorteilhaft. Seine Berechtigung wird vielleicht noch 
schärfer durch die folgenden Entwicklungen hervortreten. Ich werde 
mich hier mit jenen Zahlen beschäftigen, welche im Falle allgemeiner 
Genera dieselbe Rolle spielen, wie im Falle binärer Genera die Klassen- 
anzahlen. Gewisse Sätze über Formenkongruenzen werden zunächst er- 
raten lassen, in welcher Gestalt sich die Ausdrücke jener Zahlen darbieten 
müssen. Unter Anwendung Dirichletscher Prinzipien soll alsdann ge- 
zeigt werden, daß die erratenen Formeln in Wirklichkeit richtig sind. 

Einleitung. 
1. Ein Genus und seine Formenanzahl. 

n 

Unter den Besten einer quadratischen Form f^^jCtik^i^k ^ bezug 

1 

auf einen Modul N verstehen wir alle diejenigen Formen, welche aus /' 
hervorgehen, indem die Koeffizienten a^^ in beliebiger Weise um Viel- 
fache des Moduls N geändert werden. 



*) Memoires present^s par divera sayants a TAcad^mie des Sciences de Tlnstitut 
de France. Tome XXIX, N". 2 (1884). Ich zitiere diese Arbeit im folgenden kurz mit 
F. Q. — Den auf F. Q. bezüglichen Zitaten fügen wir stets in [[ ]] den entsprechenden 
Hinweis auf die hier (Bd. I, S. 8 — 144) veröffentlichte deutsche Ausgabe hinzu. (Anm. 
d. Herausg.) 
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Wir nennen zwei Formen f und g (von derselben Yariablenzalil n) 
Tcongruent in bezug auf einen Modul Ny f^g(modN), wenn es lineare 
Substitutionen von einer Determinante = 1 (mod N) gibt, durch welche 
die Reste der einen Form für den Modul N in Reste der anderen Form 
für den Modul N übergehen. 

Wir betrachten ausschließlich Formen von nichtverschwindender De- 
terminante. 

Es kann der Fall eintreten, daß zwei Formen f und g für einen jeden 
beliebigen Modul kongruent sind. Solches findet offenbar immer statt, 
wenn f und g derselben Klasse äquivalenter Formen angehören, d. i. durch 
ganzzahlige Substitutionen von der Determinante 1 ineinander übergehen. 
£s ereignet sich überhaupt dann und nur dann, wenn f und g dieselbe 
Determinante A besitzen und in bezug auf den Modul 2A kongruent sind. 

Immer und nur dann, wenn die Formen f und g diesen Bedingungen 
genügen und dazu einen gleichen Trägheitsindex liefern, wird es möglich 
sein, die eine dieser Formen in die andere durch solche linearen Substitu- 
tionen von der Determinante 1 überzuführen, in welchen die Koeffizienten 
rationale Zahlen mit einem zu 2A relativ primen Generalnenner sind.'^) 

Alle Formen, welche denselben Trägheitsindex / haben wie eine 
gegebene Form, und welche mit dieser Form für einen jeden beliebigen 
Modul kongruent sind, fassen wir in ein Genus zusammen. Da die Formen 
eines Genus eine feste Determinante besitzen, so können sie, nach be- 
kannten Sätzen, nur in eine endliche Anzahl verschiedener Formenklassen 
zerfallen. 

Es ist aber im allgemeinen nicht sowohl die Anzahl dieser Kltissen, 
welche sich durch einfache Formeln ausdrücken läßt, als vielmehr die 
Anzahl der in einem Genus enthaltenen Farmen. Zwar ist die letztere 
Anzahl stets eine unendliche, denn schon jede einzelne Formenklasse be- 
sitzt unendlich viel Formen. Doch zeigt es sich bald,- daß für ein jedes 
Genus eine gewisse, positiv unendliche Größe Q existiert, welche nur von 
den einfachsten Invarianten des Genus abhängt, und zu welcher alle die 
Formenanzahlen der einzelnen Klassen des Genus in endlichen Verhält- 
nissen stehen. Dieses Q bestimmt dann auch den Grad, in welchem die 
Formeuauzahl des gesamten Genus unendlich wird. Fällt die Formen- 
anzahl in einer oder in mehreren Klassen des Genus gleich M - Q aus, 
so bezeichnen wir die positive endliche Größe M als das Maß der be- 
treffenden Klassen. 



*) Henry L Stephen Smith, Philosophical Tiansactiona, CLYU, 1867 (On the 
Orders and Genera of Temary Quadratic Forma, art. 12) und : Proceedings of the Boyal 
Society of London, XYl, 1868 (On the Orders and Genera of Quadratic Forma containing 
more tban three Indeterminatea, p. 202). (Collected Papera, yol. I, p. 480 und p. 616.) 
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Am eiDfachsten gestaltet sich der Begriff des Maßes fiir definite 
Formen, aLso in den Fällen 2=0 und I=nf mit welchen wir nns 
später hauptsächlich beschäftigen werden. Man weiß, daß eine definite 
quadratische Form f immer nur eine endliche Anzahl von Transforma- 
tionen von der Determinante 1 in sich zuläßt. Sei t(f) diese Anzahl. 
Nennen wir femer Q^ die Anzahl aller möglichen linearen ganzzahligen 
Substitutionen S von n Reihen und von der Determinante 1. Würden 
wir alle diese S auf die Form /' anwenden, so* müßten wir zu einer jeden 
Form der Klasse f gelangen, und zwar zu einer jeden genau t{f)-mBl. 

Die Anzahl der verschiedenen Formen der Klasse f wird daher tt^ • Qq 

betragen. Wählen wir demnach, was in der Tat geschehen soll, im Falle 
definiter Formen die erwähnte Größe Q = Qq, so können wir als das 

Maß einer definiten Klasse f die Größe jr^ erklären. Das Maß für die 

Formenanzahl eines definiten Genus wird dann ^.ttk seiö; wo die- Summe 

über alle verschiedenen Klassen f des Genus zu erstrecken ist. 

In solchen speziellen Fällen, wo die Größe t(f) konstant ausfällt 
für alle Formen eines Genus, ergibt die vorstehende Summe einfach den 
i(f)^^ Teil der Klassenanzahl des Genus. Derartige Fälle sind Regel bei 
binären Formen. Man hat da gewöhnlich t(f) = 2. Nur für die Klassen 
/•«d(a:> + y«) wird t{f) ^ ^, und für die Klassen /•- 2 d(a:«+ a:y + y>) 
wird t(f) = 6. 

Ich bemerke noch beiläufig, daß die Größe Q^ sich mit der (n*— 1)**° 
Potenz der Anzahl o aller möglichen ganzen Zahlen von — oo bis -f c>o 
vergleichen läßt. Es gilt nämlich in gewissem Sinne die Beziehung: 

wo 

St-l+^ + -V + ^ + -- (A: = 2,3,...,n) 

Eine Deutung des Maßbegriffes für indefinite Formen soU den Gegen- 
stand einer späteren Arbeit bilden. Ich erwähne nur, daß als Maß einer 
primitiven binären Form ax^ + 2h xy + cy^ von einer negativen, nicht 
quadratischen Determinante ac — 6* — — Z)<0 am passendsten der Aus- 
druck -—-- festgesetzt wird, wo 6 {=1,2) den größten Teiler 

log ( ^+7^ ) 

der Koeffizienten a, 26, c bedeutet, und wo T und U die zwei kleinsten 
positiven Zahlen sind, welche der Gleichung T*— Du*— cy* Genüge leisten. 
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2. Das ToUständige System Ton Inyaiianten eines Genus. 

um ein Genus eindeutig zu charakterisieren, bedarf es nicht durch- 
aus der Kenntnis einer seiner Formen. Es genügt bereits, wenn man im- 
stande ist, sein vollständiges System von Invarianten anzugeben. Wir ver- 
stehen unter dieser Bezeichnung eine Reihe von Größen, welche sich als 
arithmetische Punktionen einer repräsentierenden Form f des Genus dar- 
stellen lassen, und welche . die doppelte Eigenschaft haben, einmal: un- 
geändert zu bleiben, so oft die Form f durch eine andere Form desselben 
Genus ersetzt wird, dann aber: in ihrer Gesamtheit sich stets zu ändern, 
sobald für f irgendeine Form eines anderen Genus genommen wird. 

Ein vollständiges System von Invarianten eines Genus f umfaßt die 
folgenden Größen: 

1. den Trägheitsindex I der Form f. Derselbe sagt aus, wie viele 
Quadrate mit dem Vorzeichen Minus auftreten, sobald f durch irgend- 
eine reelle Substitution in eine Summe von n, zum Teil positiven, zum 
Teil negativen Quadraten transformiert wird; 

2. die n Invarianten d'oj ^i; ^«7 • • •; ^«-i; '^^^ ^^^ w — 1 Invarianten 
^if ^%9 • • -7 ^«-1 ^^r Form f. 

Die Invariante df^ stellt den positiven größten gemeinsamen Teiler 
der Koeffizienten a^^ von f vor. 

Zu den Invarianten Oj^ gelangt man in folgender Weise. Man be- 
zeichne mit d^y d^y , , . , d^_^ die positiven größten gemeinsamen Teiler 
aller 2-, 3-, ..., n-reihigen Unterdeterminanten von {a^j^l, so daß ins- 
besondere A = (— iy-d,_i kommt. Aus den Zahlen d^ entstehen die 
Invarianten Oj^ vermittels der Gleichungen: 

d * ^l' d* — ^1 ^8> '''f /f ♦» 1 > ••• *'«-!> 

**0 

oder 

Die Invarianten 6 sind Größen von den Werten 1 oder 2. Man hat 
6j^^l, wenn unter den symmetrischen A- reihigen Minoren von f sich 
solche vorfinden, die, von dem Faktor dj^_^ befreit, ungerade ausfallen; 
dagegen 6^ » 2, wenn diese Minoren alle durch 2d^_^ aufgehen. 

Die Größen Oj^ sind stets ganze Zahlen, und die Größen 6j^ müssen 
den folgenden Bedingungen genügen: 

I. Die Zahlen <fk-i^h^h-k-i ^^^ ^a dürfen nicht zugleich durch 2 teil- 
bar sein. 

n. Die Quotienten ^~^ ^ und ^^ ^*^ müssen iranz sein. 

Wir führen noch die Invarianten ein: ^o^l, <y„ =■ 1 und Oq •= 0, 0^ = 0. 
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3. die Charaktere der Form /*. Dieses sind eine Reihe von Einheiten 
± 1, welche in Gestalt Legendrescher Symbole auftreten. Um sie mög- 
lichst einfach darzustellen ^ trifift man am besten folgende Voraussetzung 
über die repräsentierende Form f: Die aus den ersten ä(= 1, 2, ..., n— 1) 
Reihen von f gebildeten symmetrischen Minoren sollen Werte <fk^)^^i^ti 
ergeben von solcher Art, daß ein jedes tpf^ relativ prim zu 2o^o^ ..,o^_^ 
und zu q>j^_i und (pj^^i ausfällt Dabei hat man sich noch 9>o ^ ^ ^^^ 
(p^ = (— ly zu denken. Nach jP. Q., p. 83 [[S. 72]], lassen sich in jeder 
Klasse des Genus Formen f von dieser Eigentümlichkeit finden; man 
nennt sie charakteristische Farmen. 

Es sei allgemein e^^ das Vorzeichen von (pj^] femer mag I^^ angeben, 

wie viele von den Einheiten — , --, .... — ^ nesrativ ausfallen, so daß 

insbesondere Iq=^0 und J^ =» / zu nehmen ist. Für eine charakteristische 
Form f erweisen sich folgende Einheiten C als Charaktere: 

1) wenn (fi^^iOj^6j^^^ durch eine ungerade Primzahl p teilbar ist, die 
Einheit 



&h 



P 

2) wenn öj^^^Oj^ö^^^^O (modA) ist, die Einheiten 

(- 1) ' - fe) (- 1)'* ■ (tu) (- « ' • 

3) wenn cy^^^jO^cy^^^^ = (mod 8) ist, die Einheit 



(-) 



Diese Einheiten bilden zusammen mit den Größen /, d^^ o^^ 6^ 
wirklich ein vollständiges System von Invarianten für das betrachtete 
Genus, so daß kein zweites Genus da sein kann, welches zu eben diesen 
Invarianten führt. 

Die Einheiten C müssen alle Bedingungen erfüllen, welche sich für 
sie aus den quadratischen Kongruenzen 

(1) - ^h-\^K^K^i9k-x9k^x = ^k (^od (J^^Va) 

erschließen lassen. Man findet diese Bedingungen in jP. ^., pp. 87 — 88 
[[S. 75 — 76]] zusammengestellt. 

Es gilt der Satz: 

(A) Wenn die Invarianten J, Jq, o, 6 und die Charaktere in be- 
liebiger Weise festgesetzt werden, doch so, daß sie den Bedingungen i., 
II. genügen, femer allen Bedingungen, welche aus den Kongruenzen (1) 
folgen, so existiert wirklich ein Genus, welches zu diesen Invarianten und 
Charakteren Veranlassung gibt. 

Minkowski, Getammelte Abhandlungen. I. 11 
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Ein Beweis dieses Satzes ist F. Q., pp. 89—90 [[S. 76—77]], mit Hilfe 
des bekannten Theorems über die arithmetischen Progressionen geführt. 
Ich habe dort diesen Hilfssatz (n — Ij-mal hintereinander angewandt zur 
sukzessiven Auffindung von n — 1 Zahlen 9>i, 9j, . . ., 9>„_i für eine 
charakteristische Form des gewünschten Genus. Man überzeugt sich aber 
leicht, daß es immer genügt, ein einziges Mal von diesem Satze Gebrauch 
zu machen, nämlich um allein (p^-i &ls Primzahl zu bestimmen; und man 
sieht dann ferner, daß in den Fällen n ^ 3 dieser Hilfssatz sich ganz 
entbehren läßt, wenn nur der Satz (A) bereits für n = 2 bewiesen ist. 

Alle Formengenera, welche dieselben Werte der Größen I, (Iq, Oj^, a,^ 
besitzen, werden in eine Ordnung 

zusammengefaßt. 

Wir beschäftigen uns meist mit Formen /*, deren d^ gleich 1 ist, 
und die man primitive Formen nennt. Im Falle die Größe d^ einer 
Form f relativ prim zu einer Zahl N ist, heißt diese Form primitiv in 
bezug auf JV. 

Erster Teil. 
3. Die Anzahl der Beste eines Genus in bezug auf einen Modul N. 

Wir wollen zunächst untersuchen, wieviel verschiedene Formenreste 
ein gegebenes Genus in bezug auf einen gegebenen Modul N liefert. In 
der Anzahl dieser Formenreste finden wir einen Divisor der Formenanzahl 
des Genus, und wir werden so alle wesentlichen Faktoren kennen lernen, 
aus welchen sich die Ausdrücke für die Formenanzahl zusammensetzen. 

Das Genus möge durch eine beliebige seiner Formen, /*, repräsentiert 
werden. Es ist dann klar, daß wir die Reste des Genus nach dem 
Modul ^ nur unter denjenigen Formen suchen dürfen, welche r^f (modN) 
sind. Man gelangt zu diesen Formen, indem man auf / ein vollständiges 
System von lauter inkongruenten Substitutionen T von einer Determi- 
nante = 1 (mod N) anwendet. Ein solches System wird leicht bestimmt. 
Man braucht beispielsweise nur von den N'*'' inkongruenten Substitutionen 

x^ = ^, ^/y* (inod N), </ = 1, 2, . . . , -^ (j, Ä; = 1, 2, . . ., w) 

k 

alle diejenigen fortzulassen, in welchen die Determinante nicht = 1 (mod N) 
ausfällt. 

In dem Systeme der T mögen sich im ganzen 91 Substitutionen 
finden lassen, — etwa die folgenden: 1\, T^,.. .^T^ — , durch welche f in 
SR verschiedene Reste: g^ 9%) - - j 9% (^^^ ^) übergehe. Das gegebene 
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Genus enthält dann sicher nicht mehr als diese 91 Reste. Wir behaupten 
aber, daß diese Reste wirklich alle dem gegebenen Genus, ja schon der 
(ganz beliebigen) Klasse f eigen sind. 
In der Tat, zu jeder Substitution 



X. 



\) 



X. 



s; 



X , 



= 1 (mod N) 



läßt sich immer eine nach dem Modul N kongruente Substitution S von 
einer Determinante 1 bestimmen. Im FaUe n » 1 leuchtet dieses un- 
mittelbar ein. Wenn n > 1 ist, so bedienen wir uns zum Beweise eines 
Schlusses Yon n — 1 auf n. Offenbar muß der größte Teiler der n Zahlen 
x^ zu N relativ prim sein. Man kann daher n Zahlen |^ =: x^ (mod N) 
finden, deren größter Teiler gleich 1 ist. Alsdann läßt sich bekanntlich 
eine Substitution 

^0 = 



6„, 



von der Determinante 1 bilden (F. Q,, p. 98 [[S. 83]]). Dm Produkt 
Sq" ^ • T gewinnt jetzt die Form 

I 



, ^.-1 



U 



«-1 



tt^ Ifc*-! 

^7 ^H-\y ' • •> "n— 1 

Ist unser Lemma bereits für den Fall n — 1 erwiesen, so können wir 
anstelle der u/ solche kongruente Zahlen einführen, daß |u^*{ in 1 
übergeht. Femer setzen wir anstelle der ersten Vertikalreihe von ü 
einfach die Zahlen 1, 0, . . ., 0. Auf diese Weise wird U in eine kon- 
gruente Substitution V von der Determinante 1 übergehen, und das Pro- 
dukt Sq • F =» S erscheint als eine mit T kongruente Substitution von der 
Determinante 1. 

Wir können so zu aUen Substitutionen Tj, Tj, . . ., Tg^ kongruente 
Substitutionen S^, S,, . . ., 5^ von der Determinante 1 bilden. Durch 
diese muß sich f in äquivalente Formen mit den Resten g^^ g^, . . ., g^ 
verwandeln, was zu beweisen war. 

Es ist nun leicht plausibel zu machen, daß die Formenanzahl der 
Klasse f ein Vielfaches der Zahl 91 wird. Man denke sich zu dem Be- 
hufe in der Klasse f alle verschiedenen Formen gekennzeichnet, welche 
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nach dem Modul N den Rest f lassen, und für jede dieser Formen je 
eine Substitution S notiert, durch welche dieselbe aus f entsteht. Durch 
Anwendung aller S - S^, S - S^, . . ., S - S^ müssen dann aus f die sämt- 
lichen Formen der Klasse f hervorgehen, imd zwar eine jede ein ein- 
ziges Mal. Die Zahl 9i teilt somit wirklich in gewissem Sinne die (un- 
endliche) Formenanzahl der Klasse /*, und da diese Klasse eine beliebige 
ist, auch die Formenanzahl des gesamten Genus, wie am Anfange aus- 
gesprochen war. 

Um einen Ausdruck für die Zahl 3i zu gewinnen, verfährt man fol- 
gendermaßen. Es sei tni^) ^^^ Anzahl der Individuen eines vollständigen 
Sjstemes von inkongruenten Substitutionen T von einer Determinante 
= 1 (mod N), Alle diejenigen 1\ welche auf den Rest f (mod N) ohne 
Wirkung bleiben, nenne man T, und es sei f(N) die Anzahl der ver- 
schiedenen T. Die Substitutionen T - T^y ^ ' ^27 • • •; TT« müssen das 
gesamte System der T erschöpfen, und man erhält so: 



91 



^n(N) 



In welcher Weise die Größe if^(N) gefunden wird, ist bekannt*). 
Damit ein T ^ 1 (mod N) ausfalle, ist zunächst erforderlich, daß die n 
Zahlen x^y ar^, . . ., x^ der ersten Vertikalreihe ohne gemeinsamen Teiler 
mit N gewählt seien. Eine solche Wahl kann auf N'^ • (N)^ Arten ge- 
schehen, wenn (-iV)^ das über alle verschiedenen Primzahlen q von N aus- 
gedehnte Produkt 1/(1 — n) bedeutet. Man sieht leicht, daß zu jedem, 

ohne Teiler mit N gewählten Systeme x^ mindestens ein T gehört. Alle 
möglichen T mit der ersten Vertikalreihe x^ folgen dann durch Zusammen- 
setzung dieses einen mit den verschiedenen Substitutionen 27^1 (mod N), 
In U unterliegen die n — 1 Zahlen U^ gar keiner Beschi^mkung. Es lassen 
sich also im ganzen N"^'^ • if^^i{N) inkongruente U bilden, und man 
erlangt die Beziehung: 

Da nun ^i(iV) = 1 ist, so entsteht 

Es handelt sich also wesentlich um die Bestimmung der Größen 
f{N). Dabei genügt es, den Fall zu untersuchen, wo N eine Primzahl- 
potenz q* ist. 

Denn setzt N sich aus mehreren Primzahlpoteuzen q* zusammen, 
N^n^7 so hat man f{N) ^Hfiq')- 

*) Jordan, Traitä des substitutions, 120—124. 
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So oft nämlich eine Substitution T = 1 (mod N) ist, ergibt sich 
dieselbe auch = 1 nach jedem der Moduln q^, und ändert sie den Rest 
/* (mod N) nicht, so ändert sie auch keinen der Reste f (mod q^. Liegt 
andererseits für einen jeden Modul q^ ein T^ vor, von einer Determinante 
= 1 (mod g'), welches auf /' (mod g') ohne Wirkung bleibt, so wird die 
Substitution T (mod N\ welche allen Kongruenzen 

T = T, (mod ^ 

genügt, = 1 (mod N) ausfallen, und den Rest /' (mod If) nicht ändern. 
So geht die behauptete Relation hervor. 

4. Hilfssätze zur Bestimmung der Zahlen /(q'). 

Wir brauchen in betreff der Größen f(q^ nur den Fall zu betrachten, 
wo f primitiv in bezug auf q ist, also die Koeffizienten a^^ von f nicht 
sämtlich den Teiler q haben. Denn sei etwa f'^q^-g und d > 0. So 
lange man d ^ ^ > hat, bleibt der Rest f (mod q^ bei jeder Substitution 
ungeändert, imd man erhält f{q^) — tnil^- Wenn aber d <,t ist, so gilt 
die Relation 

(2) rCäO -«?<"'-'>" •i^Ca'-'O- 

In der Tat, eine jede Substitution T = 1 (mod g^), welche auf f (mod q^) 
ohne Wirkung ist, ändert auch g (mod ff'"**) nicht; und ebenso wird ein 
jedes 1 = 1 (mod q'""^, welches auf g (mod }*"'') ohne Wirkung bleibt, 
auch f (mod q^) nicht ändern. Aus einem jeden X lassen sich aber 
g(n«-i)<f^ nach dem Modul q* verschiedene Substitutionen T herleiten. Denn 

in einem % ist immer mindestens ein Koeffizient c da, für welchen ^ - ^^ Q 

' vc ^ 

relativ prim ausfällt. Wir können nun, um eine Substitution T zu ge- 
winnen, erst jeden der v? — \ übrigen Koeffizientenreste (modg'"**) von 
% durch ^ verschiedene Reste (mod q^) ersetzen. Der Rest von c für den 
Modul q^ folgt hernach eindeutig aus der Bedingung, daß die veränderte 
Substitution eine Determinante = 1 (mod q*) ergebe. 

Insofern es uns um Faktoren fQr die Formenanzahl eines Genus zu 
tun ist, reicht die Betrachtung solcher Moduln c^ aus, welche gewisse 
Grenzen q'^^^^ überschreiten. Denn ist t^t — d^Oy so beweist man leicht, 

daß die Zahl ?f\ ((?'"''): /T«'"'') einen Divisor der Zahl 5R = ^'!^ vor- 
stellt. Beachtet man die oben gegebenen Werte von ^«(^0; ^^ läuft dieses 
darauf hinaus, daß die Zahl f{g!) in der Zahl q^'''-'^)^ - f{q''^\t'- d>(i\ 
aufgeht. 

Für eine mit q primitive Form f machen wir von folgenden Bezeich- 
nungen Gebrauch. Die höchsten in den Invarianten ö^, Oj, . . ., o^_i ent- 
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haltenen Potenzen von q sollen die Exponenten besitzen: ^i; Cg^ • • •; o^.^, 
und es sei allgemein 

«^A = c'i + G'f H H OJ^, 6j^ == ÄcDi + (h — 1)0, H h w*. 

Femer nehmen wir an^ von den n — 1 nicht negativen Zahlen Oj^ seien 
im ganzen A — 1 größer als Null; nämlich die folgenden: 

und wir bilden die Gleichungen 
d. i. 

Der Quotient aus der Determinante A von f und der Potenz g^n-i 
mag für einen Moment Aq heißen. Wir werden weiterhin voraussetzen, 
daß unsere Moduln q^y wenn q einer ungeraden Primzahl p gleich ist, die 
Potenz p^^p'n-i^ und wenn g = 2 ist, die Potenz 2^ -» 2*+*'»-i über- 
schreiten. Die Folge davon wird sein, daß ein jeder Rest f (mod q*) uns, 

wenn J — p ist, den Wert der Einheit l^j) nnd wenn j =» 2 ist, den 

Äp-_i 
Wert der Einheit (— 1) * , sowie im Falle 6^_^ =* 2 auch den Wert 

der Einheit y-^j liefert. Denn es gilt der Satz: 
Genügt eine Form g schon der Kongruenz 

9^.f (modg^+^) 
und soll noch g^f (mod q^ sein, so ist notwendig und hinreichend, daß, 
wenn q^p, die Beziehung 

A(g) = A(f) (modiZ+^n-.), 
und wenn g =» 2, die Beziehung 

A{ß) = A(f) (mod <y,_i • 2^+^n-t) 
bestehe. 

Ich erwähne noch einige, zum Teil bekannte Sätze über Kongruenzen, 
welche bald ihre Anwendung finden werden. 

(B) Ist eine Form f und eine Zahl a prim in bezug auf eine ungerade 
Primzahl p, und hat die Kongruenz 

AS<) = « (modp) 
Äp^"^ Lösungen, so besitzt die Kongruenz 

(3) m^<i (modi>0 (Ol) 
J^-I^C«-!)« Lösungen. 

Denn genügt ein System i^ der Kongruenz 

(4) m^*^ (modi)'-»), 

ond setzt man ajj = gj+p'-*«, (modj/), so kommt, da ^>1 sein soll, 
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Nun können die Zahlen öt^ nicht sämtlich durch p teilbar sein, da man 
~^^j ii'^ = ^ (modjj) hat. Also ergibt die Kongruenz 

j)**"* Lösungen m^ (raodp), und eine jede Lösung von (4) liefert p^"^ 
Lösungen von (3)^ woraus unmittelbar unser Satz folgt. 

Jetzt sei /*= Sag^x^Xj^ eine in bezng auf 2 primitive Form, und cc 
eine ungerade Zahl. Wir unterscheiden zwei Fälle ^ je nachdem die In- 
variante 6^ von f den Wert 1 oder 2 hat, die Zahlen a^^ also zum Teil 
ungerade oder Bämtiich gerade ausfaUen. 

(C) Ist 6^ ^ 1, und besitzt die Kongruenz 

m = a (modS) 
J..2'(*~^) Lösungen, so liefert die Kongruenz 

(3) m^^ (med 20 (^>3) 
^ . 2^""^^* Lösungen. 

In der Tat, es genügen der Kongruenz 

(4) md^" (mod2'->) 

zusammen mit einem Systeme |^ (mod 2'" ^) immer alle die 2" Systeme 
a:. (mod 2'"*), für welche a;,. = |^ (mod 2'"*) ist. Denn jedes dieser Systeme 
läßt sich in die Form x^:=^^+ 2*'^ ^^ (mod 2'"*) setzen, wo die n 
OröBen d^ entweder oder 1 bedeuten; man hat also wirklich: 

Bildet man nun mit Hilfe einer Lösung §,. (mod 2'"*) von (4) ein 
System x^ = 5,- + 2'~*m^ (mod 2'""^^, so kommt 

fi^i) = /•(!,) + 2'- 1 -2 «. { ^ (mod 20, 
and die Kongruenz 

ergibt 2"-^ Lösungen u^ (mod 2). So führt eine jede Lösung |,. (mod 2'~*) 
von (4) zu 2""^ Lösungen §,. (mod 2'"^) von (3), woraus die Richtigkeit 
unserer Behauptung erhellt. 

Es ist auch klar, daß unser Satz gültig bleibt, wenn wir alle solchen 
Lösungen ^ ausschließen, die zugleich gewissen gegebenen linearen Kon- 
gruenzen nach dem Modul 2 genügen. 

(D) Ist zweitens (f^ » 2, und hat die Kongruenz 

f{i,) = 2a (mod 4) 
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2-4 •2*^""^^ Lösangen^ in welchen die n Zahlen ^ ^ nicht sämtlich gerade 

sind^ so liefert die Kongruenz 

(3) /•a) = 2a (mod20 {t>2) 

2-4. • 2^*""^)' Lösungen^ bei welchen die w Zahlen -^ ^ nicht i^mtlich 
gerade sind. 

Denn setzt man -^f ^ q>, so gruppieren sich je 2* Lösungen |,. (mod 2*) 

von (3) zu je einer Lösung ^ (mod 2'"*) von y(6<) = « (mod 2''"^). Unser 
Satz geht so in einen analogen Satz in betreff des Ausdruckes tp über^ 
welcher dann ähnlich bewiesen wird wie der Satz (B). 

Wir schreiten nun zur Bestimmung der Größen /*(?*)*). Dabei werden 
wir uns hauptsächlich auf diejenigen Resultate stützen^ welche in der Note 
zu meiner am Anfange zitierten Arbeit enthalten sind {I\ Q., pp. 169 — 178 
[[S. 136—143]]). 

5. Der Fall einer ungeraden Primzahl. 

Wir betrachten zimächst den einfacheren Fall, wo g gleich einer un- 
geraden Primzahl p ist. Die Form f sei primitiv in bezug auf p. Der 
Modul j)' möge die Potenz p^n-\ überschreiten. 

Da wir f durch jeden nach dem Modul p* kongruenten Rest ersetzen 
dürfen, so können wir annehmen {I. Q., p. 7 [[S. 14]]), f habe den Typus 

f=al^ + F (modj)^, 

wo a zu |> prim ist und jP einen Rest von n — 1 Variablen vorstellt. Die 
Koeffizienten von F müssen den Faktor p'"»^ enthalten, und setzen wir 

J?=j)«i/xi) (modp*), 
so fäUt der Rest f^^^ primitiv in bezug auf p aus, und die n — 2 In- 
varianten p"*'* , welche diesem Reste angehören, erfüllen die Gleichungen: 

«»Üi-«»*- (A-2,3,...,n-l) 

Wir denken uns die f(p^ verschiedenen Substitutionen T von einer 
Determinante = 1 (mod p^ aufgestellt, welche den Rest f (mod pO in sich 
selbst überführen. In jeder dieser Substitutionen muß die erste Vertikal- 
reihe aus n Zahlen |^ (modp^ bestehen, welche 

Al,) = a (modi»0 
ergeben. Der vorstehenden Kongruenz mögen A -p^**'^^^ verschiedene 
Systeme ^ (mod|>^ Genüge leisten. Die Betrachtungen aus F, Q., p. 170 

•) In einem ausgezeichneten Falle, nämlich fttr die Form /"««i'+äj'H ^-a;,f, 

sind die Zahlen f(g) von Herrn Jordan gegeben (Traii^ des substitntions, 201 — 814, 
Ordre do groape orthogonal). 
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[[S. 137]], lassen erkennen, daB jedem dieser Systeme i^ wirklich Sub- 
stikitionen T zukommen, welche den Rest f in sich selbst transformieren. 
Es fragt sich, wie viele yerschiedene T können aus einem bestimmten 
Systeme ^ hervorgehen. Ist T^ eine erste dieser Substitutionen, so wird 
jedes überhaupt vorhandene T mit der ersten Vertikalreihe |^ in ganz be- 
stimmter Weise zusammengesetzt sein als Produkt aus T^ und aus zwei 
Substitutionen U und % von der Form 



U = 



1, c/i, . . ., U^_i 
0, 1, ..., 



% = 



0, 0, 



*; 



1 



1, 0, ..., 



n~l 



/i /«-^ 



(mod p^. 



Soll nun T den Rest f in sich selbst überführen, so ist nötig, daB auch 
U • % diesen Rest in sich selbst transformiere. Hierzu wieder ist erforder- 
lich, daß die Relationen i7^ = (mod p*) gelten, und daß die Substitution 
% auf den Rest F (mod^/) ohne Wirkung bleibe. Die Anzahl der ver- 
schiedenen T mit der ersten Vertikalreihe |„ welche f (mod p*) nicht 
ändern, wird daher gleich der Anzahl der verschiedenen % sein, welche 
auf F (modp*) ohne Wirkung sind, also gleich jP(|/). Zieht man noch 
die Formel (2) in Betracht, so kommt schließlich 

Wir setzen nun allgemein: 

f{p')-P '-' -fip)- 



R-1 



(^>2''°*) 



A = l 



Für den Rest f^^^ bilden wir eine entsprechende Größe f^^^p]^ Die vor- 
stehende Bdation verwanddt sich alsdann in: 

(5) f[v\-A.r')\p}, 

und diese Formel bleibt auch für n =- 1 gültig, falls nur für eine Form 

F von Null Variablen F{p] =- — genommen wird. 

Es handelt sich jetzt um die Bestimmung der Größe A, Nach dem 
Satze (B) muß A-p^~^ die Anzahl aller Lösungen von /'(5j) = a (modp) 
ausdrücken. Bedeutet x den Index der ersten von den Zahlen 0^,(0,,..., 
CD^_,, oj„ (= — 00), welche nicht verschwindet, so können wir f von dem 
Typus voraussetzen: 

wo ein. jedes Oj,«,, ...,a, und ebeoBO der Rest /'W primitiv in bezug 
anf ^ ist {F. Q., p. 19 [[8. 22]]). Wir erhalten dann /"= {moAp), und 



(mod p*), 



(«!=«) 
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Äp'^"^ muß die Anzahl der Lösungen von <t) = a (mod^i) geben. Nun 
läßt sich diese letztere Anzahl nach bekannten Sätzen herleiten.*) Man 
gelangt so zu folgenden Beziehungen: 

1. wenn x = (mod 2), 

A^d-e.p-^), ö = ((--')-: ^•-"'--^) ; 

2. wenn x = 1 (mod 2), 

Im Falle x = 1 hat man sich ö^ = 1 zu denken. 

Wir können weiter die Größe f[p] auf f^^^p] zurückführen. Man 
findet: 

wenn 9( den folgenden Ausdruck bedeutet: im Falle x = (mod 2), 

«-^(•-?)(>-^)-('-,-.)-(i-iV 

und im Falle x = 1 (mod 2), 

a-2(l-i)(l_,')...(.-^L,). 

Für ein x = 1 stimmt diese Gleichung unmittelbar mit (5) überein, 
während sie für ein x > 1 leicht aus (5) mit Hilfe eines Schlusses von 
X — 1 auf X hervorgeht. Man braucht nur zu beachten, daß dem Reste 
f^^^ in derselben Weise die Zahl x — 1 augehört wie dem Reste f die 
Zahl X. 

Für alle ungeraden Primzahlen p, welche nicht in der Determinante 
A der Form f aufgehen, wird x =» n, also a^a^ . . . a^ = A (modp), wäh- 
rend /^*) sich als ein Rest von Null Variablen erweist. Für alle diese 
Primzahlen p kommt daher: 

1. wenn w = (mod 2), 

l P 

2. wenn n = 1 (mod 2), 

*) Lebesgue, Recherches sur les nombres, § 5 (Journal de Liouville, T. 2, 
pp. 266— -276). — C. Jordan, Comptes rendus, 1866, 1, pp. 687—690; Traitä des 
substitutions, 197—200; Journal de Liouville, 2"** B^rie, T. 17, p. 872. — F. Q. 
artt. VU— Vm [[8. 46—68]]. 
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Um die Größen f[p] vollständig darzustellen ^ wollen wir endlich f 
als Hauptrest für den Modul p* voraussetzen. Falls die Bezeichnungen 
aus 4. gelten^ so heißt dieses, f soll den Typus haben: 

/•^{0, + p'-^x[0, + p«^.[(t)3+ ... +p-^n-.(0,)..]]} (modpO, 
0, ^ a(*)|(*)g W + . . . + « J*)| j*)| W (mod y- ^^*-i) , 

wo die a^W sämtlich zu p prim sind {F. Q.j p. 19 [[S. 22]]). 

Für einen Hauptrest f wird die Größe f\p] gleich einem Produkte 
atis der Potenz 2^~^ und aus X Faktoren ^^, welche den X einzdnen 
Resten <t>^ ent^edien und folgende Bedeutung haben: 

«.-('-p)(i-?)-('--if^)''.' 

wo 1^1 die größte in y enthaltene ganze Zahl vorsteEUj und ü/^^l ist im 
Faüe «4=1 (mod 2), dagegen: 

wenn x^ = (mod 2) ist. 

Die Richtigkeit dieser Formeln ergibt sich sofort mit Hilfe eines 
Schlusses von A — 1 auf X. Man bemerkt nämlich, daß dem Reste 
^(»)(x = Xj) in derselben Weise die Zahl X — 1 zukommt wie dem Reste f 
die Zahl X. 

6. Der Fall der Primzahl 2. 

Wir behandehi jetzt den Fall q^ 2, welcher auf etwas umständ- 
licherem Wege zu gleich einfachen Resultaten führt. Die Form f sei 
primitiv in bezug auf 2. Wir machen fQr dieselbe von den in 4. an- 
gegebenen Bezeichnungen Gebrauch. Der Modul 2' sei größer als die 
Potenz 2^+*'«-!; man hat dann immer t^2, und wenn v^_i > 0, auch 

Wir werden die Größen f(2^ finden, indem wir /* als Hauptrest för 
den Modul 2' annehmen, also fiir f den Typus zulassen: 

/•= { 01 -}- 2"'^i[<t), -t- . . . + 2'"^i-i((t>j^ . .] } (mod 20, 

wo die einzelnen <t>^ Reste vorstellen, die in bezug auf 2 primitiv sind, 
und entweder dem Typus 






(Ri) o, = 









(mod2'-**-i) 



oder, wenn x^ gerade ist, auch dem Tjpns 
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^W 2ä<*^ 
1 ' ^"i ; 



(Rn) 



<l>* = 



• • • 



9 S 

^W, 2«(») 



(raod2'—^*-i) 



8 2 

angehören (F. Q.^ p. 23 [[S. 25]]). Dabei bedeuten die aj^'^\ ebenso wie 
die A^^\ lauter ungerade Größen. 

Wir geben jedem Reste 0^ vom Typus (Ri) eine Zahl r^ =• 1 und 
jedem Reste O^ vom Typus (Ru) eine Zahl 1^4 = 2. Die x*— 1 Invari- 
anten 6 eines Restes 0^ nennen wir q^\ q^\ . . ., (>j*Li- ^s gelten dann 
folgende Beziehungen {F. Q,, art. IV [[S. 28— 29]])? wenn r^- 1: 



wenn r^ = 2: 

femer: 
und: 



(>Ä-i 



■2, (>i*^-l; 



(A=-l,2,...,x»-l) 



so daß die Zahlen r^ durch die Invarianten 6f^ bestimmt sind. In der 
Tat erhält man insbesondere: 



'^t-1+1 



^.n-i 



Ein Ausdruck von der Gestalt --O mag, je nachdem r = l oder t=»2 

ist, kurz mit (I) oder mit (II) bezeichnet werden. Wir schicken zunächst 
einige Bemerkungen über die Kongruenzen 

(I) = m (mod 4) und (II) = m (mod 2) 
voraus. 

I. Für einen Ausdruck 

y = «jg^H «,!,«+ . . . + a,l^ (mod 4) 

mögen y^, y,, y,, yg die Anzahlen der Lösungen von 

y = 0, 1,2, 3 (mod 4) 

vorstellen. Diese 4 Anzahlen können leicht nach F, Q., art. VUI [[S. 50 
bis 58]], gefunden werden. Man setze nämlich 

4yo=»*o+ *i + *j+ *», 
4^1 =" *o — *>i — *f + »*«; 

4y, - 1^0 + *>i -*!-*>»> 
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wo i = y — 1 , und bilde die Einheiten: 



X 



f_(_i)L«J.(_i)*=i , 

d = (-l)L4j.(_l) * = 1 .(-1)*'<»" 

Alsdann geben die Formeln F. Q., p. 62 und p. 64 [[S. 65 and S. 57]J: 

^»0 = 2*«, ^, = 
und 

Wir unterscheiden die folgenden Fälle: 

1. X = (mod 2). 

Sx 3x 

A)f-1; i,^ = d-2^, ^,= ^-2*. 

4Vo - 2*« f <J • 2» , 

4H', = 2*''-d-2» ^, 
4Vi = 4V, = 2»^ 

3x 3x 

B)f = -1; 4,^ = -i8'2*, ^, = «*-2*. 

4^1 = 2*" - d • 2 * , 

— 
4V, = 2»' + d • 2 » . 

2. X = 1 (mod 2). 

A)6 = l; ^,=Ä.i±i.2^ ^, = d.^.2^. 

4^0 == 4^1 =- 2«« + d • 2 « , 

»x + l 

4 V, = 4^3 = 2«" - d • 2 « 
B)* = -l; ^. = d.i^.2^, ^, = d.i^.2^. 

Sx+J. 
8x4-1 

In betreff der Einheiten £ und d erwähnen wir noch einige Punkte. 
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1. Der Rest l = a^ + a^ + - — f-«» (mod 4) ist durch die Einheit e 
bestimmt. 

Da nämlich immer of;^ = 1 (mod 2) ist, so kommt zunächst 

i = x(mod2), (-1)' = (-1)«. 

Sind femer von den Zahlen o^, a^j , , ,, a^ im ganzen x^ kongruent — 1 
(mod 4) und x — x^ kongruent 1 (mod 4), so folgt einerseits: 

.-(-1)[t]- 

andererseits : 

i = (x — Xq) — X0 =: X — 2xq (mod 4), 
mithin: 

(_i)[y..(--i)[T]-'^==,. 

Im speziellen findet man, wenn x = 1 (mod 2): 

Z = £ (mod 4). 

2. Ersetzt man V durch — V, also Uj^ (mod 4) durch — a^ (mod 4), 
so mögen an die Stelle von b und S die Einheiten e~ und d~ treten. 
Man erhält unmittelbar: 

£- = £.(— 1)«^ S'-^S 'B'-\ 

also 

1) X = (mod 2): £~ = «, d~ = <J • £; 

2)x = l(mod2): e- £, *- = *. 

Dasselbe Resultat erschließt man auch leicht aus der aufgestellten 
Tabelle, indem man die Beziehungen M'_^-"(— MO* beachtet. 

3. Wir woUen 

Vi^a,|,«+... + «J^«(mod4) 

setzen imd die Einheiten £ und d, welche zu V^ gehören, mit e^ und S^ 
bezeichnen. 

Mit Hilfe der Relationen 



'x"| rx 


— 11 

2 J " 


1, 


"x" 


"x 


7-^-]-(- 


findet man: 


/v ^^ 


1 






ff 1 


. = (- 1)'- 


•'•(-1) *" 


1 


, 9- 


= (- 


Cr ^ i 

1)" ■«"-•« 


also 












1. x-0 


(mod 2); 










A) «. 


-1: 




d<=. 


*S 





«-1 

"8 .S\ (a-Oi) 



a = — 6^ (mod 4); 

B) £ - - I: d (-1) «"". d\ a = £' (mod 4). 

2. X = 1 (mod 2); 

A) a = — 6 (mod 4): a^ = — 1 , d =» — £ • d*; 

B) a = £ (mod 4): s^^l, d « dK 
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IL Jetzt liege ein Ausdruck vor: 
X s («,|,>+ AM + fi,|^«) + . . . + /„ Jj + A^iX+ &Al) (mod 2), 

\22 22i 2 2/ 

und es bedeute X^ und X^ die Anzahl der Lösungen von 

X = und X = 1 (mod 2). 



Setzt man 






2\~Xo + Xi> 2Xi-a:o Xi, 


femer: 




(6n) 


* = (4«.fi.-A0" |4«,«,-4«V 



S 2 

80 kommt nach F. Q., p. 65 [[S. 58]]: 

Zo-2^ xi-e-2S 

also: 

2X0 = 2*^ + 0. 2\ 2X1 = 2^^ - e . 2^ 

Nach diesen Vorbereitungen wollen wir versuchen, eine Formel auf- 
zustellen, mit deren Hilfe die Größen f(2^ für Reste von n(> 1) Vari- 
ablen auf entsprechende Größen für Reste von weniger als n Variablen 
zurückgeführt werden können. Für Reste f von einer Variablen hat man 
einfach f(2') = 1. 

Da wir /* als Hauptrest für den Modul 2' voraussetzen, so gilt jeden- 
falls eine Kongruenz 

/• = 0j -f 2^*1/^''*) (mod 20, (oj^^ ^ 1) 

wo 01 einen Rest vom Typus (Ri) oder (Rn) bedeutet. Wir unterscheiden 
zwei FäUe, je nachdem die Livariante t^ = 6^ den Wert 1 oder 2 erhält. 

(«1=1)! 

Ist zunächst ^^ = 1, so läßt f sich zugleich in der Form schreiben: 

/•=ag* + 2'"i/'(^) (mod 2'), 

wo a ungerade ist und f^^^ einen in bezug auf 2 primitiven Rest vorstellt, 
welcher im Falle Wi == (x^ > 1) eine erste Invariante 6 gleich 1 ergibt. 
Überhaupt folgen die Invarianten 6^^^"^ und 2*"a von p^^ aus den Glei- 
chun&cen: 

e\ = »*. "»i^"«»*- (Ä-2,3,..,«-l) 

Die Anzahl f(2^) der inkongruenten Substitutionen T von einer De- 
terminante = 1 (mod 20, welche den Rest f in sich selbst überfuhren, 
drückt sich in ähnlicher Weise aus wie oben die Zahl fijp^)- In der Tat, 
die erste Vertikalreihe einer Substitution T muß immer von n Zahlen |^ 
(mod 20 gebildet sein, welche 

(3) /•(!,) ^ « (mod 2') 
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liefern. Dazu tritt in den Fallen, wo x^ > 1 ist, noch die Bedingung, 
daß nicht zu gleicher Zeit die samtlichen Kongruenzen 

(7) g^^i, g^^l, ...,|^^^1 (xnod2) 

bestehen dürfen (F. Q., p. 172 und 128 [[S. 139 und 106]]). Wir bezeichnen 
mit -4-2^'*""*^', je nachdem Xj = 1 oder >1 ist, entweder die Anzahl 
aller möglichen Lösungen |^ von (3) oder nur die Anzahl aller derjenigen 
Lösungen |^, welche nicht zugleich die Kongruenzen (7) erfOllen. 

Die Betrachtungen in F. Q., p. 172 [[S. 139]], zeigen, daß wirklich 
jedem dieser Systeme ^ Substitutionen T entsprechen, welche den Rest /' 
in sich selbst transformieren. Ebenso wie in 5, schließt man dann, daß 
jedes solche System |^ zu genau soviel verschiedenen T Veranlassung gibty 
als verschiedene Substitutionen von einer Determinante = 1 (mod 2*) exi- 
stieren, welche auf den Rest 2*"»/'<^) ohne Wirkung sind. So gewinnt 
man die Beziehung: 

In betreff der Größe Ä unterscheiden wir die Fälle x^ = 1 und x^ > 1. 

1. Ist zunächst x^»- 1, so gibt unsere Annahme über t (wenn n>l) 
jedenfalls ^ ^ 3. Nach dem Satze 4. (C) muß daher Ä • 2'^"~*) die Anzahl 
der Lösungen von f{^) = a (mod 8) ausdrücken. 

Indem man in f alle Glieder fortläßt, welche durch 8 teilbar sind, 
erlangt f entweder den Typus: 

(8) /"=«!« (mod 8). 

In diesem Falle hat man /*=« (mod 8), sobald | = 1 (mod 2) ist. 
Die Anzahl der Lösungen von /*= a (mod 8) beträgt demnach 4 • 2'^*'""*^ 
und man findet: 

Oder f gehört einem der beiden Typen an: 

(9) ^ ^ ^ ^^ (mod 8). 
^^ /•^«6» + 4(n) + 4(I) ^ ^ 

In dem Ausdrucke 4 (I) erscheint mindestens ein Glied 4a£^=4£ (mod 8). 
Durch Änderung des Restes von £ (mod 2) können wir aus jeder Lösung 
von /*= a (mod 8) eine solche von /*^ a + 4 (mod 8) herleiten, und um- 
gekehrt. Diese zwei Kongruenzen besitzen also gleich viel, nämlich 
2 . 2*^'*""^) Lösungen, und man erhält: 

Ä^2. 

Oder /' gehört dem Typus an: 

(10) /•=a|» + 4(n) (mod 8). 

In diesem Falle hat /"= a (mod 8) stets g = 1 (mod 2) und (II) = 
(mod 2) zur Folge. Bildet man für den Rest (II) von x, — x Variablen, 
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nach der Formel {6u), eine Einheit 6, so ergibt sich die Anzahl der 
Lösungen von (II) = (mod 2) gleich 2*~^\1 + ö • 2 * /, und man bekommt 

Ä^2 




Oder f gehört dem Typus an: 
(11) /•=«!»+ 2(1) (mod 8). 

Dann ist f=a (mod 8) identisch mit S=l (mod 2) und (I) = 
(mod 4). Gehören zu dem Reste (I) von x^ =» x Variablen, gemäß der 
Formel (6i), zwei Einheiten e und d, so liefert die obige Tabelle: 

1) X = (mod 2), 



£ = 1: 



rt)' 



2 

e = _l: A = l. 

2) X = 1 (mod 2), . 

Oder f gehört endlich dem Typus an: 

(12) f^aV + 2{I) + 4:(I\ (mod 8). 

In diesem Falle enthält 2(1) mindestens ein Glied 2q£^ = 2£ (mod 4), 
mit dessen Hilfe die Lösungen von f=l und /* = 3 (mod 4) einander 
eindeutig zugeordnet werden können; und ebenso erscheint in 4(1)^ min- 
destens ein Glied 4qjc' = 4jc (mod 8), infolge dessen die Kongruenzen /*=« 
und /*= a + 4 (mod 8) gleich viel Lösungen zulassen. So findet man leicht: 

2. Jetzt sei x^ > 1. Wir teilen für einen Moment die Systeme |,., 
welche /"(S,) ^ 1 (mod 2) ergeben, in Systeme erster oder zweiter Art ein, 
je nachdem sie den Bedingungen (7) entgegen sind oder mit denselben 
harmonieren. Irgendein System |,. (mod 4) erster Art möge die Kongruenz 

(13) /•(!,) = « (mod 4) 

erfüllen. Da ein solches System zugleich einen bestimmten Wert des 
Restes /"(S,) (mod 8) ergibt, so wird es nur einer der beiden Kongruenzen 
/'(IJ ^ cc (mod 8) und f{^ ~ a + 4 (mod 8) Genüge leisten. Ist nun 
von den Zahlen Sj, S,, ..., |^^ etwa 1^ die erste, welche nicht ungerade 
ausfällt, und ändern wir den Rest g^^ (mod 4) in 1^ + 2 (mod 4), so geht 
aus dem Systeme i^ (mod 4) ein anderes System erster Art hervor, welches 
offenbar der anderen von diesen beiden Kongruenzen genügen muß. So 
erhellt, daß diese zwei Kongruenzen gleich viel Lösungen erster Art zu- 
lassen. 

Minkowski, Ucsammoltc Abhandlungen. L 12 
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Beachtet man jetzt die Definition der Größe Ä und den Satz 4, (C), so 
folgt, daß in allen Fallen die Anzahl der Lösungen erster Art von (13) 
durch A • 2^^*'^^ ausgedrückt ist. Man gelangt zu dieser Anzahl, indem 
man die Anzahl aller möglichen Lösungen dieser Kongruenz um die An- 
zahl ihrer Lösungen zweiter Art vermindert. 

Wir unterscheiden die Fälle x^ = (mod 2) und x^ = l (mod 2), 
schreiben aber der Ein£Etchheit halber x f&r 94. 

1^. Zunächst sei x = (mod 2). In diesem Falle treten überhaupt 
keine Lösungen zweiter Art auf, da die Kongruenzen (7) stets f(^) = x 
(mod 2) nach sich ziehen. 

Entweder ist nun f von dem Typus: 

(14) /•=(!) (mod 4). 

Lassen wir dieselben Bezeichnungen wie oben für V gelten, so liefert 

die aufgestellte Tabelle: 

0-1 

£ = 1 : ^ - 1; [d = di, (~ 1) *" = - €^] 

g-l u-l 

6 = - 1 : A = n + -~--\ . [d = - (- 1)"^- A', (- 1) *" =- «'1 

Oder /■ ist Ton dem Typas: 

(16) f^{l) + 2{l), (mod 4). 

Alsdann erscheint in 2(I)i ein Glied 2qe* := 2^ (mod 4), welches be- 
wirkt, daß /*= 1 und /'=3 (mod 4) gleich viel Lösungen zulassen. Dem- 
nach kommt einfach: 

A^\. 

2®. Endlich sei x ~ 1 (mod 2). Wir unterscheiden dieselben zwei Fälle. 
Entweder ist /' von dem Typus: 

(14) f-^(l) (mod 4). 

Identifizieren wir den Rest (I) mit dem obigen Ausdrucke V, so entsteht 
für Systeme 5< zweiter Art: 

/•(g.) ~ «1 -f «j H h «X ^ « (mod 4). 

Diese Systeme gehen also nur den Fall an, wo a ~ f (mod 4 ) ist. Mithin 

kommt: 

« = -« (mod4): ^=/l~-/-i\; [«^ 1, cJ==~£.|Ji] 

u^s (mod4): ^ =. /l + ^^^ - ^^^ = A ^ 

[^1=1, <J«iJi] 
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Oder f ist vom Typus: 

(15) /•^(I) + 2(I), (mod4). 

Alsdann bewirkt ein jedes Glied 2qjc' = 2£ (mod 4) aus 2(1\, daß 
/*= 1 und /'=3 (mod 4) sowohl gleich viel Lösungen erster, wie gleich- 
viel Lösungen zweiter Art besitzen, und man findet: 

(tfi - 2)- 

Wenn 6^ = 2 ist, so läßt f sich zugleich in der Form schreiben: 

f^2{aV + Kll + äl^) + 2^p^ (mod 20, 

wo a und A ungerade sind, und /"W einen in bezug auf 2 primitiven 

Rest bedeutet. Die Invarianten 6^^^ und 2*"* von f^^ bestimmen sich aus 

den Gleichungen: ^^^,,^^^^^ <).-«,. (A-3,4, . . ., «-1) 

Wir betrachten die /'(2') Substitutionen T von einer Determinante 
= 1 (mod 2'), welche den Rest f in sich selbst verwandeln. In jeder 
dieser Substitutionen muß die erste Yertikalreihe von n Zahlen ^^ (mod 2^ 
gebildet werden, welche 

(3) f{i,) = 2« (mod 20 

ergeben. Femer dürfen diese Zahlen nicht zugleich alle Bedingungen 
(7) g,^0, g,^0, ...,|,^^0 (mod2) 

erfQUen {F. Q.j p. 175 und 129 [[S. 141 und 107]]). Wir bezeichnen mit 
2A'2^^''^^* die Anzahl aller Systeme |,. (mod 20, welche der Kongruenz (3), 
aber nicht sämtlichen Kongruenzen (7) genügen. 

Jedes dieser Systeme l^ tritt wirklich in mindestens einer von den 
Substitutionen T als erste Vertikabreihe auf (F. Q.y pp. 175—177 [[S. 141 
— 142] j), also etwa in einem T^. Es fragt sich, für wieviel verschiedene T 
ein solches System |^ die erste Yertikalreihe bildet; offenbar für alle die- 
jenigen T, welche zusammengesetzt sind aus Tq und aus einer Substitu- 
tion T mit der ersten Vertikalreihe 1, Ü, . . ., 0. Man hat also zu er- 
mitteln, wie viele Substitutionen vom Typus 

1, f^ , 

i 0, i?o j 

^-|0,^, , 



= 1 (mod 20 



' 0, nn^^y 

den Rest f in sich selbst transformieren. 
Setzen wir 

/-(i) E- (4aa - ^^)r^l + 2^«^+^ • a • f<\ri^, . . . , i;^,^) (mod 2'+0> 

12* 
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80 entsteht zunächst die Bedingung 

f^'KVo, Vu-', >?»-,) = (^«fi - A») (mod 2'+i). 

Dieser Kongruenz mögen y J.^*^« 2^""^^' verschiedene Systeme iy,. (mod 2^ 

Genüge leisten. Durch Überl^ungeU; wie sie in F, Q,y pp. 176 — 177 [[S. 141 
— 142]], angestellt sind, überzeugt man sich, daß wirklich jedem dieser 
Systeme rj^ Substitutionen T zukommen, welche den liest f in sich selbst 
transformieren; es fragt sich wieviele. 

Die Gesamtheit aller solcher T wird hervorgehen, indem man eine 
beliebige unter ihnen, etwa Tq, mit allen Substitutionen 



% = 



^> 1 > '^l f ' ' •} ^«-f 

0/1 4n-t 


— 1 (mod 2'j 


0/1 /n-8 





zusammensetzt, welche f (mod 2^ in sich selbst überfahren. Für % findet 
man 2?7=0, V^ = 0, Fj^ = (mod 2^; und man erkennt, daß die An- 
zahl der verschiedenen % durch 2jP(2') ausgedrückt ist, falls F den Rest 
2«^/*(') bedeutet. So ergibt sich die Beziehung 

Nun hat man zugleich 

^(i)^2'+i) = 2("-*)<'+*)+<*^+*^f(«-^)'-^J- ^<^J •/*(*) (2 '-'"»); 
also kommt endlich: 

f(2*) « 2("-^)'-«C"-3). ^ . ^(i)(2'+i). 

Um die Große Ä zu finden, beachte man, daß das System der 

Xj Kongruenzen (7) sich als identisch mit dem Systeme v ^ ^ ^ (mod 2) 

(» = 1, 2, . . ., «) erweist. Nach 4. (D) muß infolgedessen J. • 2*»~^ die An- 
zahl aller Lösungen von 

(13) Imd^'i- (mod 2) 

vorstellen, bei welchen die n Zahlen ^^ nicht sämtlich gerade sind. Wir 
wollen für x^ einfach x setzen. 
Entweder ist y/* vom Typus: 

[14] if^Ql) (mod 2). 

In diesem Falle liefern die Kongruenzen (7) stets /*=0 (mod 4); sie 
sind also nicht mit (13) verträglich. Gehört zu (II) wie oben eine Ein- 
heit 0, so kommt demnach: 
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e 



e-t 



2 

Oder - - f ist vom Typus : 

[15] 4-/-=(II) + (I) (inod2). 

Dann erscheint in (I) ein Glied aE* = j (mod 2), welches zur Folge 

hat, daß —f=:0 und .-/'= 1 (mod 2) gleich viel Lösungen zulassen, man 

betrachte diese Kongruenzen für sich oder zusammen mit den Kon- 
gruenzen (7). Man erhält also: 

Die Größe A^^^ bestimmt sich mit Hilfe der Formeln aus {ö^ = 1) 
Im Falle [14] findet man, wenn x =» 2: A^^^ == 4, und wenn x > 2: 

^<^) « 2 

y \ 

im FaUe [15] wird immer ^(»' = 2. 



/1+ |l-j, wobei e^{^J^).e^, 



Wir setzen jetzt allgemein: 

/•(2o=2 * *^^ » '-YI^K-n^]- [t>\+^^A 

Unsere Rekursionsfarmdn geJien dann in 

f{2) = A.fW[2] 

Über, und auf Grund der gefundenen Werte von A können wir den voll- 
ständigen Ausdruck der Größe f{2] hinschreiben. 

Es bedeute, wie bisher, f einen aus A Gliedern bestehenden Haupt- 
rest, wo A gleich ist der um 1 vermehrten Anzahl aller durch 2 teil- 
baren Größen 2*"* (ä = 1, ...,« — 1). Femer bezeichne /* — 1 die An- 
zahl aller Grrißen aus der Reihe ^k-i^^^^h-^-i (A = 1 , • • •> w — 1), welche 
den Faktor 4 enthalten, und v — 1 die Anzahl aller Größen dieser Reihe 

welche durch 8 aufgehen. 

2(S^-i)+(,^-i) 

Die Größe f{2] ist dann gUicIi einem Produkte aus der Potefiz — j- 

und aus k Faktoren St^, welche den l einzelnen Besten 0^ entsprechen und 
folgendermaßen bestimmt werden: 

(I). So oft 0^ ein Best vom Typus (Rj) ist, nelime man: 



31 



k 



-(-?)o-f.)-e-,[.b^)- 



a 



k) 
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und setze 0^= 1, faUs die Zdftlen tj^_^' 2^^^^^-^^ und 2"'*^^ • ^a+i wicÄ^ beide 
durch 4 teilbar sind; andernfalls aber bilde man für O;^» gemäß den 
Formeln (6i), zwei Einheiten e^ und d^, und setze: 

1) wenn «4 = (mod 2), 

je nadidem «^ = 1 oder = — 1 ist, 

Oj = Vl +*f2 * / oder =1; 

2) wenn x^ = 1 (mod 2), 

Q,=(i+*,.2""'^r. 

(11). So oft 0jt ein Best vom Typus (Rn) ist, nehme man: 

ufid setze Ci^= l, falls die Zahlen t^._i- 2"^*-i und 2*"'*^*- r^^j nicfit beide 
durch 4 teilbar sind; andernfalls aber bilde man für 0^, gemäß der 
Formel (ßu), eine Einheit ö^, und setze: 

a, = (l + e,.2"^r. 

Die Richtigkeit dieser Ausdrücke ergibt sich mit Hilfe eines Schlusses 
von n — 1 auf n. 

Wir erwähnen noch folgende Relation. Bedeutet M — 1 die Anzahl 
aller durch 4 teilbaren Größen r^^- 2*"^*- r^^,, so hat man 

Die Kongruenzen f(^^^m (mod 2') sind sehr eingehend von Herrn 
C. Jordan in der Abhandlung Sur la forme canonique des congruences du 
secand degrc et le nombre de leurs Solutions*) untersucht worden. Die über 
diesen Gegenstand hier angestellten Betrachtungen sind indes wesentlich 
anderer Art. Die am Anfange gegebenen Werte der Zahlen V^ und Xj^ 
wird man auch aus Art. 8 des Memoire sur la representaiion des nombres 
par des sommes de cinq carres**) von H. Smith ableiten können. 

7'. Die Großen f[q] In Ihrer Abhängigkeit von den Charakteren C« 

Die Einheiten, welche in den Größen f{q) auftreten, sind offenbar 
Invarianten der Form f Sie müssen sich daher mit Hilfe der besonderen 
Charaktere (• ausdrücken lassen, die wir in 2. aufgezählt haben. 

Um dieses darzutun, setzen wir f, wie in 2., als charakteristische Form 



*) Journal de Lionville, Deuziöme S^rie, T. XYII, 1872, pp. 868—402. 
**) M^moires pr^sent^s ä rAcaddmie des Sciences de Paris, T. XXIX, No. 1. 
(CoUected Papere, vol. II, p. 628.) 
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ihres Genus voraus. Die aus den ersten // Reihen von f gebildeten sym- 
metrischen Minoren mögen also Werte (f^(lf^^lfPs von solcher Art liefern, 
daß ein jedes 9?^ relativ prim zu 2o^02 . . » o^^^ und zu q>k-i'Vh-\-i ^^^' 
fallt. Ferner sei f primitiv. 

Bedeutet q zunächst irgendeine ungerade Primzahl, die nicht in A 
aufgeht, so hängt f[q], außer von der Zahl n, nur in dem Falle eines 
geraden n, noch von einer Einheit ab. Man findet dieselbe gleich 



N-^) = M 



-/ 



öiöf-ö^-sO« 



4 



q / \ q 

Ist weiter q=^p irgendeine ungerade Primzahl aus A, so sind, laut 
Voraussetzung, sämtliche Zahlen 9^ zu p prim. Wir besitzen also in f 
eine Grundform für den Modul p {R Q,, pp. 35—36 [[S. 34—35]]). Die 
Klasse f liefert infolgedessen fQr einen jeden Modul p^ unter anderen 
Resten auch folgenden Hauptrest: 






q> = 



Ol 






0^ 0| . . . 



^nV 



n^n 



H-1 



^«-19»-1 . 



(mod /)'). 



In dem Ausdrucke von /*{!>} =<p{p} gehört zu jeder von den X 
Zahlen x^, welche gerade ausfällt, eine Einheit ö. Setzt man d'f.^^^r 
d'^ = .s, und ist also s — r =« x^ = (mod 2), so nimmt eine solche Einheit 
den Wert an: 



* — r 



Endlich sei g =^ 2. Nach Voraussetzung sind alle Zahlen tp^ ungerade, 
und f stellt eine Crrundform für den Modul 2 vor. Man gewinnt daher, 
nach F, Q., pp. 34—36 [[S. 33—35]] einen Hauptrest 

<p - {0j + 2"'^'^i[<t)g + • • • + 2"'^^-i(<t);i) . .]} (mod 20 

der Klasse fy indem man die Einzelreste (i>^ in folgender Weise auswählt. 
Zur Abkürzung sei -Ö-^^^j = r, -ö-^t = s; dann nehme man, wenn T;^ =» 1: 



und wenn Tj^ = 2, also jedenfalls 5 — r — (mod 2): 



(mod 2'-^'-), 
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WO die Äf irgendwelche ungerade Zahlen bedeuten sollen. 

So oft nun r^^l ist und die Zahlen 6^_^2''' und 2"*^,^! beide 
durch 4 teilbar sind, kommen für den Ausdruck f[2] zwei aus den 
Koeffizienten von O^ gebildete Einheiten £ und ä in Betracht. Indem 
man wiederholt die fQr ungerade a und a geltende Kongruenz 

au — 1 a — l.a — l , j^n 
"2— ="2-+ "2- ("^^^2) 

anwendet; ergibt sich e als eine Potenz von — 1 mit dem Exponenten: 

-2-- + -2 -+2 2 ' (^=1>2,...,[2--J) 

während d aus zwei Potenzen von — 1 zusammengesetzt erscheint, von 
denen die eine den Exponenten: 

H ö ~o 1 r 



2 2 ' 2 2 ' ' 2 2 

"T"^ 2 2 

» = r + l 

und die andere den Exponenten: 

2 " \ 2 "^^ 2 / "^ 2 '^ 2 

■^^2-2 \^ ^<^ ; 

erhält. 

Die erste Potenz aus d findet man mit Hilfe der Formeln aus F. Q., 
p. 86 [[S. 73]] gleich 



fr(fr + i) 



^,f^-l)l 



«-1 



J l ) Ä=r+1 

während die zweite, ebenso wie die Einheit £ sich unmittelbar durch die 

Charaktere (— 1) - und (— 1) ^ ausdrückt. 

Es verdient beachtet zu werden, daß in f[2] die Einheiten £ und d 

nur in der Verbindung -^ — auftreten, wo d~ = d • £**"^ die zu — 0^ 

gehörige Einheit d bedeutet. 

So ofk femer r^ =» 2 ist, und die Zahlen 6^__i2'r und 2''*<y,^i beide 
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durch 4 teilbar sind, begeguet man in f[2} einer aus den Koeffizienten 
von 0^ gebildeten Einheit 



e - ( ? > 



Wir bemerken schließlich, daß die mit f^^^a^x^x^ adjuiigierte 
Form r = ^=-^ . V^ — « lauter Größen f{q} liefert, 

welche mit den Größen f{q} identisch sind. Es erhellt dieses leicht aus 
dem Umstände, daß die Invarianten o/, 6,^' und die Zahlen (pfj der Form f 
die Gleichungen erfüllen: 

8. Ausdruck fOr die Formenanzahl eines Genus. 

Irgendein primitives Genus f sei definiert durch seine Invarianten 
7, Oj^y öj^y Cj welche allen für die Existenz des Genus notwendigen Be- 
dingungen genügen mögen. Wir büden nach den in 5., 6. und 7. an- 
gegebenen Regeln die verschiedenen Größen f{q]y welche zu unserem 
Genus gehören. Wir setzen femer 

«-1 

A = l 

imd 



r 



c 



(iHiL<) 



wo r(|) = Vx, r(i) =. 1, r(tt + 1) =. «r(M). 

Wir wollen von dem FaUe absehen, wo n = 2 und (— Ij^o^ = A 
eine negative Quadratzahl ist, das Genus also lauter zerlegbare Formen 
enthält. 

Schließt man diesen Fall aus, so besitzt das über alle möglichen 
Primzahlen 5 = 2, 3, 5, . . . erstreckte Produkt 

(16) M^c y^ 111 1 



* * * 

n 



CT,CT,...<F,_, ^{2} f{S] f{b) f{q) 

stets einen endlichen Wert. 

Um dieses nachzuweisen, wollen wir in M die Größe 



(-,'.)(.--.)-(.-^) 



f{9) ^■> 



186 Zur Theorie der quadratischen Formen. 

als allgemeines Glied einführen. Solches kann leicht geschehen, indem 
man mit der Identität 

1 - 5, Ä, . . . 5^^. ..j • 17 (i - ^) (^ - ;-) •••('!- ,|-i,j \ 

OD 

multipliziert, wo fi»,^ die Summe ^ -j^ bedeutet. Man weiß, daß diese 






Summe den Wert ir^* •70^(1 ^**> ^^^ unter 5^ die Ä** Bernoullische 
Zahl yerstanden wird. 

Für jede nicht in 2A enthaltene Primzahl p kommt, wenn n ~ l 
(„od 2). ^^ _ ^_ 

und wenn w = (mod 2) : 

i- _|x -(<..■) Vt]-. (f)-(<--'P) 

Sind also die nicht in A aufgehenden, ungeraden Primzahlen, ihrer Qröße 
nach geordnet: p, p\ p" usw., so wird das unendliche Produkt: 

je nachdem n ~ 1 (mod 2) oder n ~ (mod 2), gleich 1 oder gleich der 
Summe: 



9 



wo ;// alle positiven und zu 2A relativ primen ganzen Zahlen durchläuft. 
Zur Bezeichnung dieser Dirichlctschen Summe mag das Symbol 



dienen. 

Man setze nun: 



D[{r-iyi^ 



^n ' S^S^... S^ Fn - l-j = C^ , 



d. i., wenn n = 1 (mod 2): 



und wenn w = (mod 2): 



1 2 ''^^' 
1.2... -- 



«-4 



« ^ (t) ^1 ^ • • ^«-j • 



und lasse femer aUe Primzahlen aus 22) durchlaufen. Dann können 
wir endlich schreiben, wenn n = l (mod 2): 
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(17) ^i-'n-Y-r^-II^'.' 

und wenn n ^ (mod 2) : 

(17) M^i,-^-/'^^ .JJi;,.i)i(-l)^-'.S)]. 

"i "i • • • °ii -1 ''-^ Y 

Diese Ansdrücke zeigen in der Tat, daß M einen endlichen und positiven 
Wert annimmt. 

Für ein Genus von binären zerlegbaren Formen gewinnt man ein 

ähnliches konvergentes Produkt M^ indem man -fj—y an die Stelle von 

r-r-v treten läßt. 

Wir behaupten nun: 

Bie Formenanzdhl unseres Qenus hesiiM den Ausd/ruck: 

wo M das angegehene Produkt und Q eine positive unendlidte (rrößr bedeutet, 
die nwr von n und I und von der Anzahl der Darstellungen der Zäld 
darcli die Formen des Genus abhängt. 

In den Fällen eines definiten Genus (1^0 oder I — n) ist ins- 
besondere dieses Q gleich der Anzald aUer ganzzahligen n-rcihigen Substitu- 
tionen von der Determinante 1 , und mithin M gleicli der über alle Klassen 

Gl des Genus erstreckten Summe ^ -r^^ • 

Wir werden uns begnügen, das vorstehende Resultat für die Fälle 
definiter (und zwar positiver) Genera zu erweisen. Dabei werden wir 
von den Dirichletschen Methoden*) Gebrauch machen, und in den Fällen 
w > 2 einen Schluß von w — 1 auf n zu Hilfe nehmen. 

Zweiter Teil. 

9. Das Maß eines poslÜTen Genus dargestellt durch einen 

gewissen Grenzwert. 

Ein positives Genus G von n (^ 2) Variablen sei definiert durch seine 
Ordnung 0: 

und seine Charaktere C. Wir setzen voraus, daß dieselben den for die 
Existenz des Genus notwendigen Bedingungen genügen, d^ sei gleich 1, 
das Genus also primitiv. 

*) Dirchlet, Recherches sur diverses applications de Tanalyse infinitesimale 
a la theorie des nombres. (Grelles Journal, Bd. 19, und Werke, Bd. I.) 
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Es sei A die Determinante des Qenus^ und 12 eine beliebige zu 2A 
relativ prime ganze Zahl Durch die Kenntnis der Inyarianten und C 
sind wir befähigt, die B^ste unseres Genus fär einen jeden beliebigen 
Modul hinzuschreiben. Insbesondere können wir also irgendeinen Haupt- 
rest (f in bezug auf den Modul 6^ -SAR angeben. Der erste Koeffizient 
Yon g) heiße ö^a. Die Zahl a ist dann sicher relativ prim zu SAB. 

Wir richten unser Augenmerk auf den quadratischen Charakter von a 
in bezug auf den Modul SA 72. Enthält A im ganzen b ungerade Prim- 
zahlen Cf und R im ganzen r ungerade Primzahlen r, so wird dieser Cha- 
rakter durch die Gesamtheit der folgenden 2 -f b + r Symbole definiert: 

ow (-1)"^. (i). (I), (?)■ 

Diese Symbole können zum Teil Charaktere des Genus yorstellen, zum 
Teil können sie bei anderer Wahl des Restes (p andere Werte erlangen.*) 

*) Man überzeugt sich leicht, daß in dieser Beziehung die nachstehenden Sätze 
gelten: 

Eine jede Einheit ( — ) kann sowohl gleich -f ^ ^® gleich — 1 ausfallen. 

Eine Einheit |-^- 1 hat einen festen Wert, wenn Oj ^ (mod d), also (p von dem 

Typus c^a^^ (mod d) ist. Sonst kann dieselbe beide Werte ± 1 annehmen. 

^^ /2\ 

Was die Einheiten ( — 1) ' und I — j anlangt, so unterliegen dieselben keiner 

Besch^nkung, wenn 0^ =»s2 ist. Ebenso im allgemeinen, wenn «r^ = 1 ist; nur be- 
stehen hier die folgenden Ausnahmefälle: 

1. Ist q>^cci^ (mod 8), so sind beide Einheiten (— 1) > und i — I Charaktere. 

2. Ist 9^a£' (mod 4), oder (p^a^^ -\- ßr^^ (mod 4) und a^ß (mod 4), oder 

9 = a4« + /J7]« + y^* (mod 4) und a~ß = y (mod 4), so hat die Einheit (-1)"^" 
einen festen Wert. 

8. Ist qp ^ a|*+ ^ßn' (mod 8) und setzt man (—1) * = f , so können (— 1) * 
und ( — j sich nur mit tp so ändern, daß c ' • I — j fest bleibt. 

ff-JL 

4. Wenn 9 = a|' + 2 (/??]* + y^«) (mod 8), so sind für die Einheiten (— 1)" s 
und ( — j nur drei von den vier Systemen + 1, + 1 zulässig. Ist nämlich (J:= — y 

(,mod 4), so kann der Fall nicht eintreten, daß (— 1) ^ ungeändert bleibt, während 
I — j in — l—\ übergeht, und bat man ß-=y^$a (mod 4), Ö = + 1, so ist der Fall 

ausgeschlossen, daß ( — 1) ^ ins Gegenteil umschlägt, während (- j sich in 6 • ( — ) 
verwandelt. 
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Wie in 6« bezeichnen wir mit x den Index der ersten von den n 
Zahlen o^, o,, . . ., o^_i, o, (=0), welche gerade ausfällt. 

Wir denken uns in jeder überhaupt existierenden Klasse des Genus 
je eine Form ausgesucht , welche nach dem Modul <f^ • 8AJß den Best (p 
läßt. Eine beliebige der so gewonnenen Formen sei /*. 

Wir bestimmen für die Variablen von f alle Systeme 5i> Is; • • •> ^ny 
welche dem Ausdrucke f(l^^) einen Wert ö^m erteilen, wo m prim zu SAR 

ist und den Gleichungen 

C{fn) = C{a) 

genügt^ welche aber dabei, falls x > 1 ist, nicht die Bedingungen 
(7) |,s|,s... = |, = ff, (mod2) 

erfüllen. Über alle diese Wertsysteme 5< (+ 0; 0, . . ., 0) erstrecken wir 
alsdann die Summe 

2 -'•2' '-j;;z,' 



{» 



und wir wollen den Grenzwert ermitteln, welchen diese Summe für ein 
positives, unendUch abnehmendes q erreicht. 

Die definierten Wertsysteme ^^ werden in einer gewissen Anzahl A 
von arithmetischen Progressionen 

li = HAB • Xi + Vi, S, = SAR . X, + Vg, . . ., 5, » SAB -X^ + v^ 

enthalten sein. Man bezeichne mit 2^^^"^^ - A^, wenn x>l, die Anzahl 
aller derjenigen Lösungen ^ (mod 8) von 

-J;9Ä) = a (mod 8), 

welche nicht zugleich den Bedingungen (7) genügen, und wenn x = 1, 
die Anzahl aller möglichen Lösungen dieser Kongruenz; femer mit 
2*"^ • -4^ die Anzahl aller Lösungen von 

V{ii) = ^i^ (modi)), 
wenn p eine der ungeraden Primzahlen aus AB bedeutet. In den Aus- 
drücken von A^ und A^ erscheint a, wie wir wissen, nur in den Einheiten 
C(a). Dieser Umstand läßt erkennen, daß die Anzahl A den Wert hat: 

A = (8AE)-.|]7J;-(1-|)4,), {q-2,c,r) 

9 

WO g die 1 + b + t Primzahlen von SAB durchläuft. 

Setzt man für die |j zunächst nur alle diejenigen Systeme, welche 
in einer der A Progressionen vorkommen, so ergibt sich der Grenzwert 
der entstehenden Summe für ein p «= + 0, nach JF. Q,, p. 148 [[S. 121]], 
gleich 
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— « 




wo 



^n 



mL . M m 



Für die ganze Summe E wird daher 

WO (8Ai2\ das aber alle Primzahlen q von 8Ajß erstreckte Produkt 
Yli}--) bedeutet. 

Eine Summe X, von ähnlicher Beschafifenheit wie E, mag jetzt nur 
alle solchen Systeme |^ = x^ umfassen, in welchen die n Zahlen li, Ss; • • • > Sn 
keinen gemeinschaftlichen Teiler haben. Offenbar entstehen alle mög- 
lichen Systeme §^, wenn wir diese besonderen Systeme x^ mit allen posi- 
tiven und zu 8A72 relativ primen Zahlen z multiplizieren. Man findet 
daher 

-^^^ 7(1+7)' 

und in der Grenze für (> = 0: 

Lim(j)=2'f • 
Die hier auftretende Summe hat bekanntlich den Wert: 

(8AÄ)..5„ 

wenn S^ die Summe 1 + -s;,- + ^li + • • • und (8A-K)^ das über alle Prim- 
zahlen g von 8AJK erstreckte Produkt 1 1 [^ '~"^) ausdrückt. 

Wir bemerken noch, daß die Summe X sich in i(f^ untereinander 
identische Summen Xq zerlegen läßt. Dabei ist imter t(f), wie in l., 
die Anzahl aller Substitutionen von der Determinante 1 verstanden, welche 
die Form /' in sich selbst transformieren. (Solche Summen Xq haben 
dann auch in Fällen indefiniter Formen einen Sinn.) 

Wir bilden endlich die Doppelsumme: 



r-f! 



erstreckt, einmal: über alle die inäquivalenten Formen /"(= qp, mod 6^ • SAB), 
die wir oben als Repräsentanten der einzelnen Klassen des Genus auf- 
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gestellt hatten; und dann, fQr jede dieser Formen f: über alle solchen 
Systeme x^, x^, . . .^ x^ ohne gemeinsamen Teiler, welche einer Kongruenz 

f^^ = ae^ (modSAB) 

genägen, wo zu 8Ai2 relativ prim ist, und welche dabei, falls x> 1, 
nicht alle Bedingungen 

(7) Xi = x^~ ' ' = x^ = 6^ (mod 2) 

erfüllen. 

Der Qrenzwert l der früheren Summe X hatte sich als unabhängig 
von der speziellen Form f erwiesen. Infolgedessen muß der Grenzwert L 

dieser Doppelsumme gleich l x^ .7^^ sein. Durch die hier erscheinende 

einfache Summe ist aber das Maß M unseres Oenus dargestellt; man 
erhält demnach: 



H 



Wir werden jetzt für L einen zweiten Ausdruck ableiten, und 
durch Vergleichung der beiden Ausdrücke werden wir dann die in 8. auf- 
gestellten Formeln als richtig erkennen. 

10. Bestimmunis: desHelbeu Grenzwertes auf anderem Wege. 

Wir haben soeben den Grenzwert L gefunden, indem wir uns die 

Summe S erst nach den einzelnen Formen f, und dann nach der nume- 

f(x) 
rischen Größe der Zahlen - - geordnet dachten. Nun handelt es sich 

in S um lauter positive Glieder; wir müssen daher zu demselben (Jrenz- 
wert L gelangen, wenn wir die Summe 8 direkt nach der Größe der 

Zahlen f(x^ = m anordnen. Durch ein solches AiTangement entsteht 

für S zunächst ein Ausdruck von der Gestalt: 



Q 



n 



M(m) 



wo die Summation alle positiven Zahlen m betrifft, die zu SAR relativ 
prim sind und den Gleichungen C(m) — C(a) genügen. 

Für jede dieser Zahlen m hat die Größe M(m) folgende Bedeutung. 
Es bezeichne w(/), wie oft eine bestimmte Form f die Zahl ö^m mit 
Hilfe von Systemen x^ darzustellen vermag, welche keinen gemeinsamen 
Teiler > 1 haben, und außerdem, falls x > 1, nicht alle Bedingungen (7) 
erfüllen. Dann ist: 
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wo die Summe sich über alle die Formen f erstreckt Die Größe M{m) 
bildet also, wie wir uns nach F. Q., p. 142 [[S. 116]] ausdrücken^ das 
Maß für alle die definierten Darstellungen x^ der Zahl ö^m durch die ver- 
schiedenen Formen f des Genus G. 

Treten in der Zahl m im ganzen ft ungerade Primzahlen p^y p^, -"} Pfi 
auf; so erscheint, nach F. Q., p. 143 [[S. 117]]; dieses Maß M{ni) als dais 
2^ -fache von dem Maße eines bestimmten positiven Genus G{m) von 
Formen mit n — 1 Variablen, welches enge mit dem Genus G zusammen- 
hängt. Von den Sätzen, welche diesen Zusammenhang feststellen; wollen 
wir hier soviel anführen, als für die Bestimmung der Größe M{m) von 
Wichtigkeit ist (vgl F. Q.^ art. XVIH [[S. 102—113]]). 

1. Es sei zunächst n^2y in welchem FaUe A und o^ identisch 
sind. Je nach der Beschaffenheit der Zahl m bieten sich zwei Möglich- 
keiten dar. 

Entweder ist für die Zahl m die quadratische Kongruenz 

— A = jßr^ (mod <s^m) 

nicht lösbar. In diesem Falle existiert auch das Genus G(fn) nicht, und 
man hat sein Maß gleich zu setzen. 

Oder diese Kongruenz ist lösbar und besitzt 2^ Lösungen e (mod ö^ni). 
Alsdann wird das Genus G{m) von der einen Form </ = S* gebildet und 
liefert das Maß 1. 

In beiden Fällen kann man schreiben: 

Der zweite FaU ereignet sich beispielsweise, wenn man für 6^m den 
ersten Koeffizienten einer der Formen f wählt, was man tun darf. Denn 
nach Voraussetzung ist ein solcher Koeffizient -^6^a (mod 6^ • 8 Ali). Man 

hat dann jedenfalls ["~ \ ^ 1, worin eine Bedingung für die Einheiten 

G{m) « G{a) liegt. 

2. Ist n > 2, so erkennt man zunächst, daß die Invarianten von 
G{m) durch die Zahl w [C(w) = (7(a)J und die Invarianten von G stets 
in solcher Weise ausgedrückt sind, daß das Genus G{m) wirklich existiert. 
Wir haben bereits bemerkt, daß dieses Genus sich als positiv erweist. 
Man findet es auch primitiv. Seine Invarianten o und 6 erlangen die 
Werte: 



\<y,w • o^y (hy . . ., o^_J 



n-l n-1 



Es sei A^ =Y]o^'"'^ und 2)^ =2Yo;^<*-i) ("-*). Ferner fallen seine Cha- 



h=% A=X 
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raktere derart aus, daß fttr jede seiner Formen g -» ^^ c^^ 5/ S* die T 

Kongruenzen: 

(18) — Ol c^t = B^ej^ (mod tfj m) 

je 2^ Lösungen zulassen. 

Wir nehmen nun an, die Formeln aus 8. seien bereits f&r den Fall 
n — 1 erwiesen, und wir wollen dieselben benutzen, um das Maß von 
G{fn) aufzustellen. Wir bilden zu dem Behufe für irgendeine Form g 
dieses Genus alle Gh*ößen g[q)y und wir schreiben: 

Für das Maß von 6r(m) erhalten wir dann einen Ausdruck: 

wo C^_i eine Eonstante bedeutet; und die Größe M{fn) ergibt sich gleich 
diesem Ausdrucke, multipliziert mit 2^, Es sind jetzt die Ghroßen E^ zu 
ermitteln. 

1) Ist zunächst q irgendeine ungerade Primzahl, die weder in AJ2, 
noch in m aufgeht, so kommt nach 8«, wenn n = (mod 2): 

und wenn n = 1 (mod 2): 



^«-1 • ~irn~~^ • -Bj^-Bs^^ö^ ... -B/ ... , 



^/- 



«-1 



/(-l) ' tf.mA'\ 1 



1 ' J 



-1 



In dem letzteren Falle hat man zugleich: ( — j =- ( V Bildet mau 

das Produkt TJE^ über alle nicht in 2AJ2ni aufgehenden Primzahlen q 
in ihrer natürlichen Reihenfolge, so kann man für dasselbe, je nachdem 
n = (mod 2) oder n = 1 (mod 2) ist, entweder 1 oder die Summe 

2?,,i[(- 1)"^" tfi m AB'] setzen. 

2) Ist weiter q^ p eine der ft ungeraden Primzahlen aus m, und p^ 
die höchste Potenz dieser Primzahl, welche m teilt, so besitzt das Genus 
G{m) Reste vom Typus: 

WO die Größen c, c^, . . ., c^__^ sämtlich zu p prim sind. Aus den Kon- 
gruenzen (18) erschließt man das Bestehen einer Kongruenz: 

Minkowski, G«Mininelto AbhAndlungen. L 18 
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— o^e = 0^ (mod p^; 
man findet femer: 

c^ • • • ^.-* = C^'-)'"'- ^' (modi,'-<0. 
Im Falle eines w = (mod 2) , wo zugleich (- — j = (—\ , kommt also 

Die Formeln aus 5. und 8. geben in diesem Falle: 



P 2 



8 



/(-l) ' c, ...c, _8\ 1 1 . / (-!)» A/^«\ 1 [ 



p * J l p 



dagegen, wenn n = 1 (mod 2): 



P 2 



3) Ist endlich q eine der Primzahlen aus SAR, so besitzt das ge- 
gebene Genus G für einen jeden Modul (/ Hauptreste f\ mit einem ersten 
Koeffizienten ö^m. Aus diesen Hauptresten entspringen, nach den Sätzen 
aus F. Q., art. XVIH [[S. 102—113]], in einfacher Weise Hauptreste des 
Genus G(fn). 

Bedeutet q zunächst eine der ungeraden Primzahlen r , r, so hat 
ein /i den Typus: 

Der hier auftretende R^st f^^^ (mod^'"*">) bildet dann einen Rest des 
Genus G{m). 

Ist g » 2, so müssen die Fälle <;^ » 1 und ö^ ^ 2 unterschieden 
werden. 

Im ersteren Falle hat ein f\ den T^pus: 

f^ = mi'+''^ (mod 2'), 

wo f^^^ einen in bezug auf 2 primitiven Rest vorstellt, welcher im Falle 
Oj £= 1 (mod 2) eine erste Invariante a gleich 1 liefert. In diesem f^^^ 
(mod 2'"*"*) finden wir einen Rest von G{m). 

Im zweiten Falle (ö^ — » 2) hat f^ den Typus: 

/; ^ 2(mli' + ÄÜ + ml') + -'^f^ (mod 20, 
wo A ungerade und f^^ primitiv in bezug auf 2 ist, und man gewinnt in 

^1) s (*"'-?LTi*') ,« + 2 0, /^») (mod 2'+ ') 
einen Rest des Genus G{m), 
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In allen Fallen ergibt sicli nun, nach 5, und 6«, wenn t groß genug 
gewählt ist, die Beziehung: 

wobei A,^ mit der in 9. auf diese Weise bezeichneten Größe identisch ist. 

Für die Ausdrücke E^ und E^^^ folgt hieraus, wenn « ~ (mod 2) und 

> 2, die Gleichung: 

E^^ÄE , 

und wenn li = 1 (mod 2) : 

Im Falle n » 2 findet man in ähnlicher Weise: f[q} ^ A^, ^so, da 
hier E^--^^ ist: A,E^^l. 

Fassen wir alles Vorhergehende zusammen, so können wir die Größe 
M{m)y wenn n > 2 ist, in folgender Form schreiben: 

V 

wobei im Falle eines geraden n: 



(-)=-I7 

und im Falle eines ungeraden n: 



j , ,(— 1)*AB»\ 1 



+f---^"-)-.^- 






^ (f'^A^A^-^Pj 



•-D,-i[(-l)"^ <yiwAB»]. 



Dieser Ausdruck bleibt nun auch für n = 2 gültig, wenn C^ = 1 ge- 
nommen wird. 

Wir vergleichen jetzt den früher gefundenen Ausdruck von L mit 

dem Grenzwerte Lim ( g >► ''„-(.A. Dadurch erhalten wir eine Be- 
Ziehung für das Maß 31 des gegebenen Genus. In dieselbe setzen wir 

9 

WO Da— 1 sei für ein ungerades w, und gleich D^L(— 1)^AB*J für ein 
gerades n, und wo S) == A • S)^ und - 

c,«2^(n = 2); =. i^ . |(n-^0, mod2; n>2); . 

-'''-^•|-Ä„.,(ti^l,mod2) 



«n 



18 



• 
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die Oroßen aus 8. bedeuten sollen. Die GroBe M^ erweist sich dann als 
unabhängig von der Zahl Ry und es wird M^^l sein mfissen, damit die 
in 8. für M aufgestellten Ausdrucke in Wirklichkeit gelten. 

Schreibt man noch —q für ^^ so lauten die Endformeln: wenn n*=2, 

p 

wenn n = (mod 2) und > 2, 

D«L(-1)"^A1?«J 



22 + b+t {SAB)„'S^ » 



Lim 



^SJuTI 



+f-4-)^ 



p' j 



wenn n^l (mod 2), 

- Lim { c^* ü;^ ^-J(- 1)""^^!»» ab»] j. 

Dabei durchläuft m, wie erinnert werden mag, alle positiven und 
zu SAB relativ primen ganzen Zahlen, fQr welche die 2 + b + r Ein- 
heiten 



m-l 



OW (-1)-^. (J). (j). (?) 

gewisse feste Werte annehmen, die ffir ein n — » 2 jedenfalls der Bedingung 

Diese Zahlen m bilden offenbar die Individuen von (8 AB)" • p+FTt 

arithmetischen Progressionen SAB - U+ m^y (t/«=0, 1, . . ., oo) von 
der Differenz SAR. Infolgedessen muß nach Dirichlet die Gleichung 
bestehen : 

Von derselben werden wir sofort Gebrauch machen, um in allen 
Fallen das Resultat M^^ l abzuleiten. 

11. Beweis^ daß Jlfo-l ist. 

Wir schicken die folgende Betrachtung voraus: 
Es sei eine ganze positive oder negative Zahl N teilbar durch alle 
ungeraden Primzahlen, die unter einer gewissen Grenze G + 1 liegen; 
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femer soll p die sämtlichen Primzahlen irgendeiner zu 2.^ relativ primen 

Zahl m durchlaufen; endlich sei v> 1 und y= ^^^; dann gelten 

die Ungleichungen: 

In der Tat, man erhält zunächst 

WO die Summation sich auf alle zu 2^ relativ primen und positiven 
Zahlen m bezieht. Die kleinste dieser Zahlen m, welche von 1 ver- 
schieden ist; besitzt mindestens den Wert + 1. Die vorstehende Summe 
li^ daher zwischen den beiden Größen: 

^ ± W+'iy + W+W + " 7 ' 

Da nun 

(G+k)'^J x"' 
a+k-i 

80 folgt um so mehr: 



i-r^<D,[N]<i+f^- 



In derselben Weise ergeben sich die Ungleichungen für die Qröße 
QiN)^ • S^, welche den Wert der über alle Zahlen m erstreckten Summe 

^— - ausdrückt. 

Was endlich das Produkt JJ^ anlangt, so kommt zunächst 

und dann 

Auf Grund der vorstehenden Ungleichungen können wir jetzt in allen 
Fällen, wo n > 4 ist, die Beziehung M^ ^ 1 nachweisen. 

Wir wählen einfach die Zahl R derart, daß in AJ2 sämtliche un- 
geraden Primzahlen auftreten, die kleiner als eine Zahl G + 1 sind. 
Unsere Ungleichungen liefern uns dann, wenn n ungerade und > 3 ist, 
für alle Größen: 

I>^[(-lp\mAl?], (SAB),.«,, .— ^-^^_^, 
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lind wenn n gerade und > 4 ist^ für alle Größen: 



n 



1+ 



( (— 1) 'A B* \ 1 

P -• 



(8AB),.S,„ ----' 



d\(-i)^ab*\ 



einmal obere und dann untere Grenzen. Indem wir erst diese oberen und 
dann diese unteren Grenzen einsetzen und jedesmal die hervorgeliende 
Ungleichung durch die Gleichung (22) dividieren, bekommen wir, wenn 
n= 1 (mod2) und >3: 

1 +^, < ilfo < ^1 + y,^^8) (1 + rn-i), 

und wenn w = (mod 2) und > 4: 

i-rn.4 /i+yn-4\(i + y»-i) 

<^o< f3T, ■ y 

wobei yj^ für -^ gesetzt ist. Lassen wir jetzt die Zahl G ins Unend- 

hG 

liehe wachsen^ so folgt in der Tat: Mq » 1. 

Es bleibt uns noch übrig, die Fälle 7i ^ 2, 3, 4 zu untersuchen. 

Ist n =^ 2y so nehme man R^ 1 und betrachte zu gleicher Zeit alle 
die Grenzwerte L{m)y welche die rechte Seit« der Gleichung (19) dar- 
stellt, wenn man den 2 + b Einheiten C{m) alle die Wertsysteme bei- 
legt, die der Bedingung ( — j = I genügen. Man bilde aus diesen 

21+b Grenzwerten ebensoviele lineare Kombinationen: ^cini) Lim) = X^; 
c{m) bedeute hier ein beliebiges Glied des über aUe Einheiten 6'(m) er- 
streckten Produktes /7| 1 + (^(wi/J; von je zwei Einheiten c(m), die ein 

Produkt gleich (-7- ] geben, soll aber immer nur eine beibehalten werden. 

Aus den Summen L^ folgen umgekehrt die Großen L{m) mit Hilfe der 
Gleichungen 2^'*'^ ♦ Lini) «■ ^cirnYL^. Die Grenzwerte L^ sind von 

c 

Dirichlet angegeben. Unter ihnen ist nur einer von Null verschieden, 
nämlich derjenige, welcher zu c » 1 = \^- — \ gehört; dieser besitzt einen 

Ausdruck, aus welchem sofort Mq = 1 hervorgeht. 

In den Fällen n »^ 3 imd n » 4 gebe ich für die Relation Jlf q — 1 
einen Beweis, welcher sich auf die Sätze aus der Anmerkung zu 9. stützt. 
Übrigens ließe sich für diese Fälle noch dieselbe Methode verwerten, 
welche in den Fällen n >4 angewandt wurde. Für n — * 3 sehe man auch: 
Smith, On the Orders and Genera of Temary Quadratic Forms, artt 13 
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—21 (Phil. Trans. CLVII, 1867; CoUected Papers, vol. I) und: F, Q., pp. 156 
—159 [[S. 127— 129JJ; für n^i: F, Q., pp. 162—163 [[S. 131—133]], 
und: Smith, Sur la representation des nombres par une somme de cinq 
carres (Meni. pres. T. XXIX; CoUected Papers, vol. II). 

Ist H =-3, so konstatiere man zunächst, daß dem speziellen Genus 
G von der Ordnung 



G;;)- 



welches die Formen von der Determinante 1 enthält, ein J/q =- 1, d. i. 

ein Jf = . . zukommt. Bekanntlieh bilden alle Formen von G eine ein- 

zige Klasse, welche durch /'= jPi^+ a;g^+ :/• ' repräsentiert wird*), und 
dieses /* läßt in der Tat genau 24 Transformationen von der Determi- 
nante 1 in sich selbst zu. Die Anwendung der Gleichung (21) auf G 
liefert * 

WO m alle positiven und zu 21t relativ primen Zahlen mit festen Einheiten: 

(-')"•'■ C). ("). © (?) 

zu durchlaufen hat. Dabei ist nach 0. Anm. die Einheit (— 1) * stets 
gleich + 1 zu nehmen, während die übrigen Einheiten ganz nach Be- 
lieben gewählt werden dürfen. 

Die vorstehende Formel benutzen wir, um für ein beliebiges ternäres 
Genus G von einer Ordnung 

(A-o,»o,) 



\0i, oj 



die Relation ü/, = 1 abzuleiten. Nach (21) genügt die Größe M^ eines 
solchen Genus jedenfalls einer Gleichung 

wo m alle positiven und zu 2A relativ primen Zahlen mit bestimmten 
festen Einheiten 

durchläuft. 

Wir betrachten zuerst den Fall, wo 6^0^ und ö^o^ beide vollständige 
Quadrate sind. 

Das Genus G werde durch eine charakteristische Form f repräsen- 



•) Vgl. z. B. Diricblet m Grelles Jonmal, Bd. 40, S. 228. (Werke, Bd. II, S. 92.) 
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tiert. Der erste Koeffizient 7on /* heiße (fi(pi, und es sei 6g(p^ der erste 
Koeffizient der zu f adjungierten Form. Die Zahlen (p^ und <p^ sind dann 
prim zueinander^ und es gelten zwei Kongruenzen 

— o^ö^fp^ = X^^ (mod ö^^ipi) 

— 0»<fi9>i = ^* (mod 6^(p^, 
Dieselben geben 

also 

91 = 1, 9, = 1 (mod 4), 

was nur mit 6.^=^1^ ö^^l verträglich ist. Denn hätte man etwa ö^^2, 
so würde die zweite Kongruenz zugleich — 9^ = 1 (mod 4) liefern. Nach 

?• besitzt nun unser Genus den Hauptrest yiSi*+ -^Si*+ -^-^ Ss*(niod4). 

Derselbe zeigt, daß in (24) die Einheit (— 1) ^ allein gleich + 1 ge- 
nommen werden darf. Setzt man tfj A = 2** • JB^ (B = 1, mod 2), so kuin 
daher der Grenzwert [m] nach der Formel (23) bestimmt werden , und 
man findet Mq » 1. 

Zweitens sei eine der Zahlen 6^o^ und ö^o^ kein yoUständiges Quadrat. 

Das Maß des Genus G stimmt, wie wir wissen, mit dem Maße des 
adjungierten Genus von der Ordnung 



\0f, oj 



überein; ebenso liefern diese beiden Genera gleiche Ghroßen f{q]] sie 
müssen also auch dasselbe Mq ergeben. Wir brauchen daher nur eines 
dieser Genera zu untersuchen und können annehmen, es sei 6^0^ j also 
auch (T^A kein vollständiges Quadrat. 

Aus (^^A gehe durch Division mit einer möglichst hohen Potenz von 
4 die Zahl d hervor. Wir betrachten irgendein Genus q)^ der Ordnung 



a- 



denken uns aber im Falle d = 1 (mod 4) (was dann sicher gestattet 
ist), die Charaktere (^j dieses Genus so ausgesucht, daß die Einheit 

d - (- 1) « . (?«) = (- 1) 2 « gleich + 1 wird. Die zu (p^ gehörige 

Ghröße Mq läßt sich ebenfalls durch einen der Grenzwerte [m] darstellen; 
imd zwar ist hier, nach den Sätzen aus 9. Anm., ein jeder der 2^'*'^ Crrenz- 
werte { m ) in gleicher Weise verwendbar. Alle die Grenzwerte { m } müssen 
demnach untereinander gleich sein. 



Anzahl der Formen in einem Genus. 201 

Bilden wir jetzt die Formel (24) für das zu (p^ adjungierte Genus 9, 
der OrdnuDir 

C; !). 

SO ergeben sich die Grenzwerte [m] gleich gewissen Grenzwerten 

Lim I P^'m*^ ^' ^^ "^^^ ) ' 
wo m wie vorher Reihen von positiven Zahlen mit festen Charakteren 

m-l 

C(m) -= ± 1 zu durchlaufen hat. Hier ist för die Einheit (—1) * , 
nach 9, Anm., stets der Wert + 1 zulässig. Wenn man d =» jR, resp. 
— 2JR setzt y kann man also für den vorstehenden Grenzwert die Formel 
(23) benutzen^ und man gelangt zu Mq » 1. 

Ist endlich n » 4, so haben wir einen Grenzwert 

""['2.^n('+(^)ii]-i'»i 

zu ermitteln^ wo m alle positiven und zu 2A relativ primen Zahlen mit 
festen Einheiten 

durchläuft;. Wir bilden aus A durch Division mit einer möglichst hohen 
Potenz von 4 eine Zahl Aq. Die Größe Mq für irgendein (}enus der 
Ordnung ^^ ^ 

hängt dann gleichfalls von irgendeinem Grenzwerte [m] ab. Für ein 
solches Genus unterliegen aber, nach den Sätzen aus 9. Anm.^ die Ein- 
heiten C{m) durchaus keiner Beschränkung. Alle die 2*+*' Grenzwerte 
[m] müssen also untereinander gleich sein, und wir können sie gleich 
dem 2*+*^*"° Teile ihrer Summe setzen. Diese Summe wird durch einen 
ähnlichen Ghrenzwert gebildet, wo m alle möglichen positiven und zu 2A 
relativ primen Zahlen durchläuft. Dieser letzte Grenzwert gestattet nach 
F. Q., p. 150 und 162 [[S. 123 und 132]] eine Transformation in: 



welche dann unmittelbar zu Jf^ » 1 führt. 



Von den verschiedenen Darstellungen, deren das Maß eines Genus 
fähig ist, erscheint als die natürlichste die hier gegebene mit Hilfe eines 
unendlichen Produktes, in welchem einer jeden Primzahl ein bestimmter 
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Faktor entspricht*). Ihre Bedeutung reicht über das spezielle Gebiet der 
quadratischen Formen hinaus: es zeigt diese Darstellung^ daß zur Lösung 
arithmetischer Probleme über Formenanzahlen ein Studium jener wichtigen 
Gruppenbildungen erforderlich ist, auf welche Herr Mamille Jordan in 
Nr. 302 des Traite des Substitutions aufinerksam gemacht hat. 

Ausdrücke für das Maß eines positiven Genus quadratischer Formen 
von n Variablen sind zuerst von Henry J. Stephen Smith in der Note 
On fhe Orders and Genera of Quadraiic Fomis cmvtaining more than three 
Indeterminates (Roy. Soc. Proc. XVI, 1868, pp. 197 — 208; CoUected Papers, 
vol. I, pp. 510 — 523) mitgeteilt. Die Formeln von Smith sind ähnlich 
unseren Formeln (17) in 8., erschöpfen aber nicht alle Fälle; sie geben 
im wesentlichen die Werte der von uns E^ genannten Faktoren für un- 
gerade Primzahlen q, doch für die Primzahl 2 nur in den weniger ver- 
wickelten Fällen, wo das Genus eine ungerade Determinante besitzt. 

In einem folgenden Aufsatze beabsichtige ich verschiedene Anwen- 
dungen der hier gefundenen Resultate auseinanderzusetzen. 

Vita. 
Natus sum Hermann Minkowski in Russiae oppido Alexoten die 
XXII. mensis junii anni 1864. Anno 1872 in civitatem Borussomm 
susceptus, gymnasium Palaeopolitanum Regimonti adii. Vere anni 1880 
maturitatis testimonium adeptus, per quinque semestria Regimonti, per 
tria Berolini studiis mathematicis incubui. Docuerunt me viri illustrissimi: 
de Heimholt/, Hurwitz, Lindemann, Kirchhoff, Kronecker, 
Kummer, Runge, Voigt, Weber, Weierstraß, quibus omnibus op- 
time de me meritis gratias ago maximas. 

Thesen. 

I. £s ist nicht wahrscheinlich, daß eine jede positive Form sich als 
eine Summe von Formenquadraten darstellen läßt. 

II. Es hat seine Bedenken, in mathematischen Untersuchungen sich 
auf raumliche Anschauung zu berufen. 



Öffentliche Verteidigung der Dissertation und der Thesen: am 30. Juli 1885. 

Opponenten: Herr Dr. David Hilbert, 

Herr Emil Wiechert, stud. math. 

*) Ich habe auf diese DaiBtellang im 99. Bande des Journals für die reine und 
angewandte Mathematik hingewiesen. Diese Ges. Abhandlungen S. 150 — 153. 



V. 

über den arithmetischen Begriff der Äqniyalenz nnd 
über die endlichen Gmppen linearer ganzzahliger 

Substitutionen. 

(Grelles Journal für die reine und angewandte Mathematik, Band 1(K), S. 449—458;. 

Herr Kronecker stellt in § 24 (S. 107) seiner Festschrift zu Herrn 
Kummers Doktor-Jubüäum*) an eine rationelle Fassung des arithmetischen 
Begriffs der Äquivalenz von Formen die Forderungen, daß auf Grund einer 
solchen die verschiedenen Formenklassen gleich dicht werden^ und die 
Anzahl der Klassen möglichst klein ausfalle, und entwickelt in §§ 1 und 2 
der Abhandlung: Über bilineare Formen mit vier Variabein**), wie diesen 
Forderungen für definite quadratische Formen mit zwei Variablen genügt 
werden kann. Dabei erscheint der Umstand von wesentlicher Bedeutung, 
daß diese Formen, abgesehen von der identischen und der negativen iden- 
tischen Transformation, keine eigentlichen Transformationen in sich zu- 
lassen können, welche modulo 2 der identischen Transformation kon- 
gruent sind. 

Im folgenden will ich zeigen, in welcher Weise die Kroneckerschen 
Forderungen für alle diejenigen homogenen ganzen Formen irgendeiner 
Yariablenzahl zu erfüllen sind, welche nur eine endliche Zahl von linearen 
ganzzahligen Transformationen in sich zulassen, also beispielsweise für alle 
wesentlich positiven (oder wesentlich negativen) quadratischen Formen von 
nichtverschwindender Determinante. 

§1. 

Es gibt keine homogene lineare ganze ganzzahlige Substitution mit 
n Variablen von einer endlicfien Ordnung, weiche modulo 4 der identischeP7 
Substitution kongruent wäre, diese selbst ausgenommen. 

Denn es sei 

^' ^k-(^kiyi'\' <^k%y%+ • • + ^knVn (* = 1? 2, . . ., n) 

•) Crellee Journal, Bd. 92. (Werke, Bd. II, S. 870.) 
*^) Abhandlungen der Berliner Akademie, 1883. (Werke, Bd. n, 8. 429.) 
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eine solche Substitation, es mögen also die Kongruenzen gelten: 

a^i^=l, «i^i = (mod 4) (h + *)• 

Damit A eine endliche Ordnung besitze, ist notwendig und hinreichend, 
daß die Elementarteiler der mit einem Parameter r gebildeten charakte- 
ristischen Determinante 

nur für Wurzeln der Einheit verschwinden und sämtlich linear seien*). 

Bedeutet f^(r)y för irgendeine ganze Zahl v>l, diejenige irreduk- 
tible ganze Funktion 9(1/)*^ Gh-ades, welche für die primitiven v*^ Einheits- 
wurzeln Null wird, und deren höchster Koeffizient gleich 1 ist, so wird 
also die Determinante A jedenfalls einen Ausdruck erhalten 

(1) {r- l)»/;.(r)/;.(r) . . . f,^(r), ' (m^O,v>l) 
WO die ganzen Zahlen m, v der Bedingung genügen werden 

(2) n = w + y(i/i) + y(i/j) H h 9(1/^) ^m + g. 

Man setze nun für r irgendeine ganze Zahl 

c = 1 + 4 (mod 8) 

ein. Dann muß die Determinante A durch 2'" aufgehen, weil jeder ihrer 
Koeffizienten durch 4 teilbar wird. 

Untersuchen wir die höchste Potenz von 2, welche in (1) erscheint. 
Geht in einer Zahl v die Potenz 2*, aber nicht mehr 2*+* auf, so folgt 

c'' = c»'' = l + 2«+» (mod 2''+»); 

also wird c" — 1 genau die Potenz 2'+* aus 4v enthalten. Nun hat ein /■^(r) 
bekanntlich den Ausdruck 

V V 

(?^ln^) (r"^ — l)(r^--l).-. 

V v V ' 

,r^-l)(r? — l)(ry'— 1)... 

wenn a, ß, y, , , . die verschiedenen Primzahlen aus v vorstellen; also ent- 
hält f^(c) dieselbe Potenz von 2 wie 

V V 

4i» • 4 — s • 4 — • • • 

V V V 

a ß Y 

Die letztere Zahl ist gleich 1, wenn die Zahl v sich aus mehreren 
verschiedenen Primzahlen zusammensetzt, dagegen, wenn v Potenz einer 
einzigen Primzahl ist, gleich dieser Primzahl, also entweder ungerade oder 

*) Hermite, Grelles Journal, Bd. 47, S. 812 (Oeuvres, T. I, p. 199); C.Jordan, 
Grelles Journal, Bd. 84, 8. 118. 
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gleich 2. Irgendein f^{c) ist also höchstens durch 2, das ganze Produkt 

(1) für r =» c also höchstens durch die Potenz 2**"+^ teilbar, die wegen 

(2) stets < 2^" ausfällt, außer im Falle w = n, wo dann überhaupt kein 
Faktor f^{r) in A auftritt. 

Demnach verschwinden die Elementarteiler von A nur für r » 1, imd 
da sie sämtlich linear sein sollen, so müssen in A für r » 1 selbst die 
Koeffizienten verschwinden, d. h. A ist die identische Substitution, w. z. b. w. 

Ein Quotient aus zwei verschiedenen, modulo 4 kongruenten ganz- 
zahligen Substitutionen von endlicher Ordnung ist eine ganzzahlige Sub- 
stitution von unendlicher Ordnung. 

§2. 

Zwei ganzzahlige Substitutionen A imd S'^AS sollen im folgenden 
nur dann als ähnlich bezeichnet werden, wenn die transformierende Sub- 
stitution S ganzzahlig und von einer Determinante ± 1 ist. 

Ist A modulo 2 der identischen Substitution kongruent, so gilt das- 
selbe von jeder ähnlichen Substitution. 

Hat für eine Substitution A die charakteristische Determinante A einen 

Ausdruck 

(r — \Y(r + l)"-"», 

dann gibt es ähnliche Substitutionen, in welchen: 

ÖA*=0 (A<Ä), »**=-! (Ä^w), a;^;^=-l (A>w). 

Denn ist A nicht selbst eine solche Substitution, so sei in ^ i/ der 
kleinste Wert von A, für welchen diese Gleichungen nicht mehr statthaben. 
Dann bildet die Determinante 

r^kk-<^kk Qh A-*i/, ...,w) 

einen Divisor von A und verschwindet, wenn v ^ m, noch für r — « = 1, 
wenn v > w, für r =- « « — 1. Man kann daher n — v + 1 ganze Zahlen 
5„ . . . ö*^ ohne gemeinsamen Teiler bestimmen, so daß 

A 

wird, und ferner eine Substitution S mit einer Determinante ± 1, so daß 
man in S"^ 



^k = .V» Q> <v), x,=^ s^y„ 



-2 

hat.*) Dann finden sich in der Substitution S^^AS die obigen Gleichungen 
auch für Ä = r erfüllt, und es ist evident, wie man weiter zu schließen hat. 



*) Diese Stelle ist nach einer von Minkowski selbst herrührenden Berichtigung 
(Grelles Journal, Bd. 101, S. 202) korrigiert. (Anm. des Herausg.) 
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§3. 
Es gibt'j außer den Substitutionen, welche einer Stiltstitution 

^k-^Vki «A^ + lj "1 (A = 1,2, ...,n) 

ähnlidi sind, keine ganemldige StibstituMon von einer eiidlidten Ordnung, 
welche modido 2 der identischen Substitution kongruent wäre 
Denn es bedeute A eine solche Substitution, es sei also 

^kk^^j «A*=0 (mod2) (h + k). 

Dann ist ÄÄ, wie man sich leicht überzeugt, der identischen Sub- 
stitution modulo 4 kongruent, muß also^ nach § 1, mit dieser überein- 
stimmen. Die Elementarteiler der charakteristischen Determinante yon A 
können daher nur für r — 1 oder r = — 1 verschwinden, und diese Deter- 
minante hat einen Ausdruck 

(r— l)'»(r + 1)«-'". 

Nach § 2 kann man daher eine Substitution A* bestimmen, welche 
A ähnlich ist und in welcher 

a* = {h<k), a* = l (Ä^m), a * = - 1 (/. > m) 

ist. Damit die Elementarteiler von A* linear ausfallen, muß noch 

< = {m^h>k), a*^0 (h>k>m) 

sein, so daß man in A* hat: 

^k = yh (f* ^ »^O; ^\ -^'^PkkVk - Vk (* > w, i = 1, . . ., w). 
Dann findet man J.*=P""^?IP, wenn P die Substitution 

^A= y* (* ^ ^)y ^k ^PkiVk+Vh (Ä> w, Ä- = 1, . . ., m) 

und S( die Substitution 

^h-llk (Ä = l,...,*w), Xf^ y^ (A = w +1,..., w^ 

bedeutet, womit unser Satz bewiesen ist. 

Ist < w < w, so zerlegt sich jede quadratische Form, welche durch 
81 in sich selbst transformiert wird, in /i + /i, wo f\ nur von ^i, ..., rr^ und 
/j nur von x^n^-ij - - -^^n abhängt. 

Um zu erkennen, inwieweit die gefundene Darstellung von A will- 
kürlich bleibt, untersuchen wir eine Gleichung: 

Mau denke sich S und % als bilineare Formen mit zwei Reihen von 
u Variablen, teile jede Reihe in m und n — m Variablen ein, und zerlege 
entsprechend S in vier Teile und % in ?li — ST^, dann ergibt sich 

(«n + s,, + s;. + S„)(«, - %) = («, - %){S,, + S„ + 5„ + S„), 

also 

S„-0, S„-0 und Ä = S„ + S„, S„ -±1, A. -±1- 
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§4. 

Es bedeute wieder A eine^ modnlo 2 der identischen kongruente Sub- 
stitution, und es werde gesetzt: a^^^^a^^ (mod 4), «a""±1. Dann sind 
in eAf wenn b die Substitution 

^k-^Vh (A = l;2, ...,n) 

vorstellt, alle ungeraden Koeffizienten = 1 (mod 4). Hat femer letzteres 
fElr irgend zwei Substitutionen statt, welche modulo 2 der identischen 
Substitution kongruent sind, so findet es sich auch im Produkte der- 
selben erfQUt. 

Jede gamzcMige Substitution 

A: ^H^^c^kkVk (Ih A- = 1, 2, . . ., u) 

von einer Determinante 1, weldie den Kongruenzen 

aj^;^ = 1 (mod 4) , a^^j^^O (mod 2) (A + Tc) 

genügt j läßt sich als Produlci von lauter Substitutionen S^^^ von der Form: 

darstellen. 

Man kann beim Beweise dieses Satzes sich einer Methode bedienen, 
ähnlich derjenigen, welche Herr Eronecker für die Zerlegung beliebiger 
ganzzahliger Substitutionen in elementare aufgestellt hat^). 

Es genügt, zu zeigen, daß A durch wiederholtes Zusammensetzen mit 
Substitutionen S^^^^ auf die identische Substitution reduziert werden kann. 
Sei in A Xf^ die erste Variable, welche nicht einfach in ^^ übergehe, dann 
ergibt die Determinante von A: 

1=0 (modd flj^^, a^^Ä+n • • •; «a J; 

also Oj^j^ = 1, sobald alle Zahlen 0^,*+!; • • -f ^kn verschwinden. 

Sei aber noch eine dieser Zahlen, z. B. a^^j^Qi <,1c)y von Null ver- 
schieden, und bedeute ± 1 die positive oder negative Einheit, je nachdem 
tti^^ und ai^^ gleiches oder verschiedenes Zeichen haben. Der absolute 
Wert der ungeraden Zahl a^j^ ist verschieden von dem absoluten Werte 
der geraden Zahl a^^^; ist er kleiner als letzterer, so finden sich die Zahlen 

O'kh und a^^j, in AS,%' durch a^„ a,,^q;:2a^^, ist er größer, in AS^,^ 
durch üj^f^ 7 ^^hkf ^hkt ^^o jedesmal durch zwei Zahlen ersetzt, von denen 
eine unverändert, die andere dem absoluten Werte nach kleiner ist. So 
können a^^, öa,a+i; • • •, «a« allmählich auf 1,0, ...,0 reduziert werden. 
Ist alsdann eine der Zahlen «jn, . . ., c^k.h-if ®*^* ^a*(''>^); ^^ 
Null verschieden und ± 1 ihr Vorzeichen, so erscheint diese Zahl in AS^^.^ 

*) Monatsberichte der Berliner Akademie, 1866, S. 608 ff., oder Grelles Journal, 
Bd. 68, S. 282 ff. (Werke, Bd. I, S. 168 ff) 
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durch a^i^ + 2 ersetzt, also, absolut genommen, yerkleinert Alle diese 
Zahlen können daher zum Verschwinden gebracht werden. 

In der auf solche Weise reduzierten Substitution erfährt auch die h^ 
Variable keine Änderung, und damit ist, unter Zuhilfenahme eines Schlusses 
von h auf A H- 1 , unser Satz verifiziert. 

§5. 

1. Es sei G irgendeine endliche Gruppe von homogenen linearen 
ganzen ganzzahligen Substitutionen mit n Variablen. In derselben bilden 
diejenigen Substitutionen, welche modulo 2 der identischen Substitution 
kongruent sind, eine ausgezeichnete Untergruppe, welche & heißen möge. 

Die Ordnung von ® ist eine Fotene 2", ^ n ;^ n. Die Gruppe ® 
ist ähnlich einer Untergruppe der Gruppe der 2" Substitutionen 

3: ^k'^±yk* (A=-l>2,...,n) 

Eine jede Substitution @ von @ genügt nämlich nach § 3 der Glei- 
chung @@ a> @, wenn (S die identische Substitution bedeutet 

Findet man nun in (S außer (S (und eventuell — S) noch eine Sub- 
stitution S(, so kann man, nach § 3, ® derart transformiert voraussetzen, 
daß % einen Ausdruck hat 

Erscheint dann in @ außer der Gruppe {@, — @, %] noch ein 93, so 
ist auch 33«.»« = (g, also »-^«33 = «. Nach § 3 muß daher 83 sich 
in 83i + ^2 zerlegen, wo 93} und 93^ Substitutionen mit m und n ^m 
Variablen sind. Dieselben sind ebenso wie 93 von einer endlichen Ordnung 
und modulo 2 von der Ordnung Eins, können daher, nach § 3, durch 
Transformation mit Substitutionen S^ und 8^ von einer Determinante ± 1 
in einen, 3 analogen Typus übergeführt werden. Durch Transformation 
mit S^ + S^ erlangt dann auch 93 den Typus 3, während % sowie (S un- 
geändert bleiben. 

Enthält jetzt @ außer der Gruppe {@, — (S, $(, 93} noch ein &, so ist 
C-i3(g = a, e-^a3e - 83 usw. Sollte endlich @, auf irgendeine Weise 
transformiert, alle Substitutionen 3 enthalten, so würden damit sicher die 
Substitutionen von @ erschöpft sein. Denn ein jedes @ müßte dann, 
wegen ©'^3® — 3, sich auf alle möglichen Arten in @i + @s zerlegen 
lassen. 

Die Substitutionen von G verteilen sich in Reihen @, A@j . . . von 
je 2" Substitutionen, welche untereinander modulo 2 kongruent sind. 

Die Gruppe G ist 2^ -stufig isoinorph zur Gruppe Gj^ der B^te ihrer 
Substitutionen nadi dem Modul 2. Letztere Ghnppe bildet offenbar eine 
Untergruppe der Gruppe sämtlicher inkongruenter Substitutionenreste 
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modnlo 2 you einer Determinante :^ 1 (mod 2); ihre Ordnung ist daher 
ein Divisor der Ordnung dieser Gruppe, d. i. der Zahl: 

N^ (2-- 1)(2-- 2) . . . (2-- 2"-^). 
Also: 

Die Ordnung jeder endlichen Gruppe von homogenen linearen ganzen 
ganzzahligen Substitutionen mit n Variablen ist ein Divisor der ZaM 2'*N. 

Ein eingehenderes Studium der endlichen Gruppen ganzzahliger Sub- 
stitutionen, welches ich mir für einen folgenden Aufisatz vorbehalte, führt 
zu fundamentalen Beziehui^en zwischen der Theorie der aus Wurzeln der 
Einheit gebildeten komplexen Zahlen und der Theorie der Reduktion der 
wesentlich positiven quadratischen Formen. 

2. Sei jetzt f eine homogene ganze Form mit n Variablen, welche 
nur eine endliche Anzahl von linearen ganzzahligen Transformationen in 
sich zulasse; und sei t(f) diese Anzahl. 

Die t{f') Transformationen werden eine endliche Gruppe bilden; also 
ist t(f) ein Divisor von 2**^, also t(f) < 2'*N, Sie sind sämtlich von 
einer Determinante ± 1; man findet unter ihnen außer der identischen 
Transformation keine, welche der identischen modulo 4 kongruent wäre, 
dagegen noch irgend 2" — 1 Transformationen (0 ^ n ^ n), welche der 
identischen modulo 2 kongruent sind. 

Die letzteren Transformationen können im Falle n = 2 nur sein: 
1. wenn f von gerader Dimension ist, die negative identische Transfor- 
mation, 2. Transformationen, welche der Transformation 

^1 ■" Vi) ^2 ~ "~ y« 
ähnlich, also von einer Determinante — 1 sind. 

§6. 
Es bedeute allgemein 

S^ eine (homogene lineare ganze) ganzzahlige Substitution von einer 

Determinante ± 1, 

Sg eine ebensolche Substitution von einer Determinante 1, 

S^ eine ebensolche Substitution von einer Determinante 1, welche 

modulo 2 der identischen Substitution kongruent ist, 

S_, wenn w « 2 ist, eine Substitution S„ = ( * A, in welcher ent- 

weder 

a~l=i/3 = y = d-l — 0^ (mod 4), 
oder 

ß + d - - 2 (mod 8) 
und dabei nicht 

a + l = ß = y=^d + l~0 (mod 4) 
ist, 

Minkowski, 6e»»iiunelte Abhandlungen. I. |4 
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wenn n > 2 ist^ eine ganzzahlige SnbBtitution von einer Determinante 
1, welche der identischen Substitution modulo 4 kongraeut ist. 

Die S^, die 8^, die S„, alle S^ bilden Gruppen. Von solchen vier 
Ghruppen ist jede folgende eine ausgezeichnete Untergruppe jeder vorher- 
gehenden. Im Falle n =» 2 entsteht die Gruppe der S^ aus der Gruppe 
der 8^ durch Hinzunahme der Substitution 

Zwei binäre Formen gerader Dimension, welche durch ein S^ ineinander 
übergehen, lassen sich daher auch durch ein S^ ineinander überführen. 

Zwei homogene ganze Formen heißen äquivcUent, wenn sie durch ein 
^a» eigetMich äquivalent ^ wenn sie durch ein S^ ineinander transformiert 
werden können. 

Zwei Formen sollen vollständig*) äquivalent heißen, wenn sie durch 
ein 8, ineinander transformiert werden können. 

Wir wollen uns auf Formen beschiilnken, welche nur eine endliche 
Anzahl von linearen ganzzahligen Transformationen in sich zulassen. Jede 
solche Form ist sidi selbst nur vermittels der identischen Transformation 
vollständig äquivalent. Daher enthält eine Klasse vollständig äquivalenter 
Formen ebensoviel verschiedene Formen, als verschiedene Substitutionen 
8^ existieren. Der Begriff der vollständigen Äquivalenz führt also, der 
Krön ecker sehen Forderung entsprechend, zu einer für alle Klassen kon- 
stanten, nur von der Yariablenzahl n abhängenden Dichtigkeit. 

Geht eine Form f durch t{f) Transformationen in sich selbst über, 
so wird die Klasse der mit f äquivalenten Formen, je nachdem n ^2 

oder > 2 ist, sich in -7^ oder in z^. verschiedene Klassen von unter- 

t\f) t\j) 

einander vollständig äquivalenten Formen auflösen. N bedeutet hier die 
Zahl aus § 5. Da t{f) stets in 2"JV aufgeht, so werden in den Fällen 
w^3 die Klassenanzahlen den Faktor 2'^~'* enthalten. 

Auf Grund der Untersuchungen von Herrn Camille Jordan über die 
Zusammensetzung der linearen Gruppe {Tratte des 8ubsiitutions^ 127 — 140) 
läßt sich femer nachweisen, daß man nicht durch eine von der hier ge- 
gebenen abweichende Fassung des Begriffs der vollständigen Äquivalenz 
zu kleineren Klassenanzahlen, d. i. zu einer größeren konstanten Dichtig- 
keit in den Klassen gelangen kann, wenn man nur folgendes voraussetzt: 
Die Gesamtheit der Substitutionen, welche vollständige Äquivalenz hervor- 
rufen, soll eine ausgezeichnete Untergruppe der Gruppe derjenigen Sub- 
stitutionen sein, welche Äquivalenz hervorrufen; oder (was dasselbe ist): 

♦) Kronecker, Über bilineare Formen mit vier Yariabeln, S. 9. (Werke, Bd. II, 
S. 484.) 
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Zwei vollständig äquiyaleiite Formen sollen, irgendeiner äqnivalenz- erzeu- 
genden Transformation zu gleicher Zeit unterworfen, yoUständig äquiva- 
lent bleiben. 

Wollte man indes von dieser Voraussetzung abseben, so könnte man 
in den Fällen m ^ 3 dem Begriffe der vollständigen Äquivalenz z. B. die 
Gruppe derjenigen Substitutionen von der Determinante 1 zugrunde legen, 
in welchen 

ttj^j^ = 1 (mod 4), «^4 ~ (mod 4) (A < *), aj^j^ = (mod 2) (Ä > *) 



»»-» 



ist; dann würden sich Klassen von einem 2 ' -mal so großen Formen- 
inhalte ergeben. 

Königsberg i. Pr., 1886. 



U 



VI. 

Zur Theorie der positiven quadratischen Formen.*) 

(Grelles Journal f&r die reine und angewandte Mathematik, Band 101, S. 196—202). 

Eine wesentlich positive quadratische Form von n YariableQ; mit 
reellen Koeffizienten und nichtverschwindender Determinante, kann — wie 
eine Darstellung der Form als Summe der Quadrate von n unabhängigen 
reellen linearen Formen leicht erkennen läßt — nur bei einer endlichen 
Anzahl ganzzahliger linearer Transformationen ungeändert bleiben. Jede 
einzelne von diesen Transformationen muß daher eine endliche Ordnung 
besitzen, d. h. nach einer endlichen Reihe von Wiederholungen zur iden- 
tischen Transformation führen, und kann deshalb, nach § 1 meines Auf- 
satzes über den omihmeiisdien Begriff der Äquivalenz, niemals der iden- 
tischen Transformation modulo 4 kongruent sein, wenn sie nicht mit 
derselben übereinstimmt. 

Das Gleiche gilt nun in bezug auf eine jede ungerade Primzahl als 
Modul; und aus diesem Umstände ergeben sich einige Aufschlüsse über 
die gesamte Anzahl der in Rede stehenden Transformationen, eine Anzahl, 
von welcher zuerst Herr Gamille Jordan bewiesen hat, daß sie eine 
nur von der Zahl n abhängende Grenze nicht überschreiten kann.**) 

§1. 
Eine lineare Transformation 

^' ^H = «Aiyi + (^HiVi + • • • + ÖA«y» (* - 1; 2, . . ., n) 

von endlicher Ordnung ist dadurch charakterisiert, daß die mit einem 

Parameter r gebildete Determinante 

/ A, A;=»l, 2, ..., n \ 

nur für Einheitswurzeln verschwindet, und zwar für einen mehrfachen, 



*) Der nachfolgende Aufsatz wurde in Verbindung mit dem Aufsatze hher den 
arithmetischen Begriff der ÄquivcUenz (Grelles Journal, Bd. 100, S. 449 — 458; diese 
Ges. Abhandlungen, Bd. I, S. 201 — 211) vom Verfasser im März 1887 der philosophischen 
Fakultät zu Bonn als Habilitationsschrift vorgelegt. 

**) Journal de l'ficole polytechnique, cah. 48, p. 133. 
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etwa m-fachen Nullwert zusammen mit allen ihren (m — l)**'*' ünter- 
determinanten*). 

Bei ganzzahligen Koeffizienten Uj^^ liefert daher eine Zerlegung in 
irreduktible Faktoren für A einen Ausdruck: 

(1) (r-l)Y^(r)/;.(r)..., (w^O,v>l) 

wenn mit f^(r) für eine ganze Zahl v > 1 diejenige ganze Funktion 
(p{v)^^ Grades bezeichnet wird, welche für die primitiven v**° Einheits- 
wurzeln verschwindet und als Koeffizient des höchsten Gliedes die Zahl 1 
hat. Der Grad von (1) ist: 

n ^ m + (p{v) + (fiy") + • • • • 

Soll die Transformation Ä in bezug auf irgendeine ungerade Prim- 
zahl p der identischen Transformation kongruent sein, so muß sie mit 
derselben zusammenfallen. 

Denn ist 

«A* -^ ^kk (naod p), (A, fr = 1, 2, . . ., n) 

nnd setzt man für r eine ganze Zahl 

c =1 + p (mod p*)y 

so geht A durch p* auf. Damit aber der Ausdruck (1) durch p" teilbar 
werde, ist notwendige daß in A kein f^(r)(y>l) auftrete, daß also 
A = (r — 1)" sei. Denn (c — 1)*" enthalt zwar genau p^, irgendein f^{c) 
aber, wenn v > 1 ist, niemals die Potenz piv^*\ 

Letzteres sieht man in folgender Weise ein. Ist eine Zahl v ein 
Vielfaches von p"^, aber nicht mehr von p^'^\ so findet man: 

6' = 1 + vp (mod />*+*); 

also enthält & — 1 dieselbe Potenz von p wie pv. Ein f^(r) hat den 
Ausdruck : 



(r« - i) (r/* - l) (r^ - l) . . . 



wenn «, /3, y, . . . die verschiedenen Primzahlen aus v sind; also geht in 
fjc) dieselbe Potenz von p auf wie in 



V V 

V V V 



Diese Zahl ist 1, wenn v sich aus mehreren ungleichen Primzahlen zu- 
sammensetzt, dagegen, wenn v Potenz einer einzigen Primzahl ist, gleich 

*) Hermite, Crelles Journal, Bd. 47, S. 812 (Oeuvres, T. L p. 199); C. Jordan, 
Orelles Journal, Bd. 84, S. 112. 
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dieser Primzahl. Die höcliste in f^ip) enthaltene Potenz von p ist dem- 
nach p^ oder iiP, je nachdem v eine Potenz yon p ist oder nicht. Im 
ersteren Falle ist aber^ 1/ > 1 yorausgesetzt, 9(1/) mindestens gleich 
|) — 1 ^ 2y im letzteren mindestens gleich 1. 

Hat man nun A = (r — 1)*, so müssen^ damit A eine endliche Ord- 
nung besitze^ auch alle (n — 1)*^ Unterdeterminanten, abo die Koeffizienten 
yon A für r = 1 yerschwinden, d. h. J. ist die identische Transformation. 

§2. 

Es bezeichne f irgendeine positiye quadratische Form mit n Variablen, 
reellen Koeffizienten und nichtyersch windender Determinante ^ und es sei 
t{f) die Anzahl der yerschiedeiien ganzzahligen Transformationen, durch 
welche die Form in sich selbst übergeht. 

Sollten in f die Koeffizienten nicht sämtlich in rationalen Verhält- 
nissen zueinander stehen, so kann man immer leicht eine beliebig wenig 
yon f yerschiedene positiye Form herstellen, in welcher solches der Fall 
ist; und welche dabei genau dieselben ganzzahligen Transformationen in 
sich zuläßt wie f. Letzteres tun femer aUe Formen, welche in den Ver- 
hältnissen ihrer Koeffizienten mit f ganz übereinstimmen. Im folgenden 
können wir deshalb yoraussetzen, die Koeffizienten yon /* seien ganze 
Zahlen ohne gemeinsamen Teiler. 

Die t{f) Transformationen bilden eine Gruppe, und an anderer Stelle 
werde ich nachweisen, daß man, ausgehend yon positiyen quadratischen 
Formen, wenn auch nicht zu allen möglichen endlichen Oruppen ganz- 
zahliger linearer Transformationen, so doch im besondem zu aUen den- 
jenigen gelangen kann, welche nicht in umfassenderen Gruppen als Unter- 
gruppen enthalten sind. 

Die in Rede stehende Gruppe ist einstufig isomorph zur Gruppe der 
Reste ihrer Transformationen in bezug auf irgendeine ungerade Prim- 
zahl p. Denn lieferten zwei ihrer Transformationen, etwa A und Bj 
gleiche Reste modulo p, so würde die Transformation A"^ - B^ welche, 
als Angehörige der Gruppe, ebenfalls yon endlicher Ordnung wäre, der 
identischen Transformation modulo^ kongruent, aber yon ihr yerschieden 
sein, was nach § 1 nicht angeht. 

Die Gruppe der t(f) Transformationenreste ist offenbar eine Unter- 
gruppe der Gruppe sämtlicher inkongruenter Transformationenreste modulo |> 
yon einer Determinante :eh -f- 1 (mod^)), und ihre Ordnung, die Zahl t(f)y 
daher ein Diyisor der Ordnung der letzteren Gruppe, d. i. der Zahl 

(2) 2(i>»-l)i)»-i(p'-i-l)l>"-«...(p«-l)l?*). 



•) GaloiB, Journal de Liouville, T. XI, 1846, p. 410. (Oeuvres, p. 27.) 
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Jene Gruppe ist aber ebenso schon eine Untergruppe der Gruppe 
aller derjenigen Transformationenreste modulo^?, welche die Form /"modulop 
ungeändert lassen. Die Ordnung dieser Gruppe hat für alle ungeraden 
Primzahlen p^ welche nicht in der Determinante D der Form f aufgehen^ 
also jedenfalls für aämÜiche Primzahlen über einer gewissen Grenze l, 
den folgenden Ausdruck*), wenn n gerade ist: 

(3) y"<-*'.2(i>*-l)(p*-l)...(l,-«-l)(p^-6), 




WO « = \ — - — / eine Einheit bedeutet; wenn n ungerade ist: 

(4) pT"— >'.2(p»-l)(p*_l)...(p-i-l). 

Als Divisor sämtlicher Zahlen (3) oder (4) für ungerade Primzahlen 
p>l ist die Zahl i{f) auch ein Divisor des großen gemeinschafüichen 
Divisors aller dieser Zahlen. 

Um ein Resultat zu erhalten , das von der speziellen Form /' unab- 

n 

hängig ist, denken wir uns in (3) den Faktor p^ — s durch sein Vielfaches 
iV d^""" 1) ersetzt; femer möge l mindestens gleich w + 1 sein. Dann ist 
jener größte gemeinsame Divisor dargestellt durch: 

n\ = /YgL« -^J ^ i^^(^^u ^ Lm7"i)J ""••*, (g = 2, 3, 5, 7, 11, . . .) 

wenn unter der Bezeichnung [a] die größte in a enthaltene ganze Zahl 
verstanden wird, und wenn q die Reihe der Primzahlen soweit durchlauft, 
bis das Produkt von selbst abbricht, d. i. bis zur größten Primzahl, welche 
noch ^ n + 1 ist. 

Man hat, um dieses einzusehen, fUr eine jede Primzahl q eine Zahl 
(3) bzw. (4) aufzusuchen, welche eine möglichst niedrige Potenz von q 
enthält. Man gelangt zu einer solchen, indem man die Primzahl p in 
folgender Weise wählt: wenn q> n + 1 ist, als primitive Wurzel in bezug 
auf q: wenn q^n + 1 und ungerade ist, als primitive Wurzel für den 
Modul g*; wenn j = 2 ist, als Zahl der Form = T 1 + 4 (mod 8). Die 
Existenz von Primzahlen p dieser Formen über der Grenze l ist eine 
Folge des bekannten Theorems über die arithmetischen Progressionen« 

Im ersten der drei unterschiedenen Fälle ist dann die in Betracht 
kommende Zahl (3) oder (4") durch q überhaupt nicht teilbar; im zweiten 

•) Vgl. UnterBuchungen über quadratische Formen^ Acta Mathematica, Bd. 7, 
S. 218. Diese Gee. Abhandlungen, Bd. I, S. 170. 
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geht q in p*^ — 1 nur auf, wenn v ein Vielfaches von q — 1 ist, und zwar 
dann in derselben Potenz wie in q ' __ , mithin in der Zahl (3) bzw. 

(4) in derselben Potenz wie in (2''-^"^-^ • 1 -2 •• • | — ^r1; im dritten enthält 
p** — 1 dieselbe Potenz von 2 wie 8v, also die Zahl (3) bzw. (4) die- 
selbe wie 2"'*"b"J.l .2...[y]. 

Die Identität der hier auftretenden Primzahlpotenzen mit denjenigen 
aus nj ergibt sich durch Anwendung der bekannten Relation: 

1 ' 2 ' ' ' n =^ n\ '^IJql^yi^yl^y ''\ ((^ = 2,3,5, 7,...) 

9 

und man erhält damit in der Tat den Satz: 

Die AnzaJd der ganzzaJdigen TransfanfMiiofien einer positiven quadra- 
tischen Form mit n Variablen (tmd von nichtverschivindender Determinante) 
in sich seihst ist ein Divisor der Zahl ni. 

[-1 
Als größter gemeinsamer Divisor aller Zahlen (2) würde sich 21-^ J • n, 

ergeben haben. 

Die Zahl w selbst ist ein Divisor von {2n)\\ denn in ihrem Aus- 
drucke verkleinert man keinen der Exponenten, wenn man in denselben 

anstatt q — \ überall -^q schreibt. 

Als spezielle FäUe seien die folgenden erwähnt: die Form 

Ci« — a?i* + iCg* H + s^n 

geht durch 2*-n!, die Form 

von der Determinante n + 1 durch 2 • (n + 1)! ganzzahlige Transforma- 
tionen in sich selbst über. 

Die Zahl n ist femer das Ueinste gemeinsame Vielfache aller mög- 
lichen Anzahlen t{f). 

Denn zunächst enthält die der Form O^ angehörige Zahl ^(C.) die- 
selbe Potenz von 2 wie n,. Ist femer q eine der ungeraden Primzahlen 

^ n + 1 , und bildet man eine Form f als Summe von T — jitj J Formen 
S). , und der Form D, r. -,. — D mit fortlaufend numerierten 

(.-(,-4,-,\]) 

*) Die Form 2)„ ist von den Herren Kork ine und Zolotareff eingehender 
nntersQcht worden, vgl. Mathematische Annalen, Bd. 6 und 11. 
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Variablen, so ist für diese Form f die Zahl 



/ 



(/•) = r2../!)t-J.[--^]!^(D) 



durch dieselbe Potenz von q teilbar wie n. 

Man hat im einzelnen 2 — 24, S' =» 48, 4 =- 5760 usw. und all- 
gemein: 

2n+l: -2.2w, 2n = 26,, • 2« - 1 , n] = 2"-6i62...i 

wenn unter h^ eine Zahl verstanden wird, welche alle und nur solche 
Primzahlen q enthält, für welche 2n durch q—\ aufgeht, und jede der- 
selben in einer Potenz q''^^, falls sie in n in der Potenz g^ (^ ^ 0) 
auftritt. 

Bezeichnet /?, die n** Bernoullische Zahl, so stellt 6^ den Nenner 

von -B_ vor*). 



fi * 



Die Bestimmung der ganzzahligen Transformationen einer positiven 

H 

Form /'= ^ ^kk^k^k ^^ ^^^ selbst geschieht durch Vermittlung der äqui- 



1 



Talenten reduzierten Formen. 

Nach der Definition von Herrn Her mite**; gelten in einer positiven 
Klasse f diejenigen Formen als redueiert, welche das kleinste System 

(d. i. kurz ausgedrückt den kleinsten Wert von 

bei hinreichend großem positivem g) ergeben. 

Den Sätzen, welche ich in CreUes Journal, Bd. 99 [[diese Ges. Ab- 
handlungen, Bd. I, S. 153 — 156]] mitgeteilt habe, schließen sich die folgen- 
den für den Fall von sechs Variablen an. 

Eine Form f mit sechs Variablen ist immer und nur dann positiv 
und reduziert, wenn sie allen Ungleichungen 

/•(m,, m,, . . ., We) ^ a^, (* -1,2,..., 6) 

genügt, für welche die Zahlen m in folgender Tabelle enthalten sind: 

*) Vgl. LipBchitz, Crelleb Journal, Bd. 96, S. 4. 
*•) Crelleß Journal, Bd. 40, S. 302. (;OeuvreB, T. I, p. 149.; 
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(die nicht aufgeführten Größen m sind gleich Null zu setzen), und ferner 
den Ungleichungen: 

Nur für die reduzierten und die aus denselben durch Permutation 
der Variablen hervorgehenden Formen nehmen die Verbindungen 

ihre kleinsten Werte an. 

Die Her miteschen reduzierten Formen mit sieben Variablen lassen 
sich nicht mehr durch eine Reihe einzelner linearer Ungleichungen voll- 
ständig charakterisieren. 

Berlin, den 15. Februar 1887. 



vn. 

Über die Bedingungen, unter welchen zwei quadratische 
Formen mit rationalen Koeffizienten ineinander rational 

transformiert werden können. 

(Auszug aus einem Yon Herrn H. Minkowski in Bonn an Herrn 

Adolf Hurwitz gerichteten Briefe.) 

(Grelles Journal für die reine und angewandte Mathematik, Band 106, S. 6 — 26.) 

Bei unserem letzten Zusammensein interessierten Sie und Herr Hubert 
sich fQr die Frage^ uuter welchen Umständen z^Yei diophantische Glei- 
chungen zweiten Orades sich rational ineinander transformieren lassen*). 
In den folgenden Zeilen will ich eine Entscheidung dieser Frage zu geben 
versuchen. 

Es liege irgendeine quadratische Form mit rationalen Koeffizienten 
vor, f. Die Anzahl ihrer Variablen heiße n, und bei dieser Variablen- 
zahl habe die Form eine nichtverschwindende Determinante; als Aggregat 
von n Quadraten reeller linearer Formen dargestellt, möge f im ganzen 
/ Quadrate mit negativem, und also n — I mit positivem Vorzeichen auf- 
weisen. Unterwirft man die Form einer beliebigen linearen Transformation 
mit rationalen Koeffizienten und von nichtverschwindender Determinante, 
so bleibt dabei zunächst außer den Zahlen n und /, da die Determinante 

*) Bei der Untersuchung der temären diophantischen Gleichungen Tom Geschlechte 
Null wurden Herr Hilbert und ich auf diese Frage geführt. Wenn zwei diophan- 
tische Gleichungen durch rationale eindeutig umkehrbare Transformationen ineinander 
übergeführt werden können, so lassen sich offenbar die Lösungen einer jeden dieser 
Gleichungen aus den Lösungen der anderen ableiten; beide Gleichungen repräsentieren 
also im wesentlichen dieselbe Aufgabe. Wir rechnen deshalb alle diophantischen 
Gleichungen, welche aus einer durch die genannten Transformationen hervorgehen, in 
eine Klasse. Unsere Untersuchung, welche demnächst in den Acta mathematica er- 
scheinen wird, [[Acta mathematica Bd. 14, S. 217—224]] ergab nun, daß in jeder 
Klasse ternärcr diophantischer Gleichungen Tom Geschlechte Null auch quadratische 
Gleichungen enthalten sind. Die sich hier anknüpfende Frage nach den Invarianten 
einer solchen Klasse findet daher durch die allgemeinen Sätze, welche Herr Minkowski 
aufstellt xmd beweist, ihre Erledigung. A. Hurwitz. 
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der Form sich um das Quadrat der rationalen Transformationsdetermiuante 
▼ervielfacht, die Gesamtheit aller der Primzahlen ungeandert^ welche in 
der Determinante der Form in ungeraden Potenzen aufgehen. Das Produkt 
aller dieser Primzahlen, mit dem Vorzeichen (— 1)^ der Determinante ge- 
nommen^ heiße ^; sind Primzahlen der bezeichneten Art nicht vorhanden^ 
so werde Ä « (— ly gesetzt. 

Weiter werde ich nun zeigen, daß, wenn p eine ganz beliebige Prim- 
zahl bedeutet, immer aus den Resten der Form / für genügend hohe 
Potenzen von j^ ^ Moduln in gewisser Weise eine im allgemeinen nicht 
schon durch A allein bestimmte Große sich herstellen laßt — ich werde 
sie Cp nennen — , welche ihrer Bildung nach nur der Werte 1 oder — -1 
fähig ist, und welche den Wert, den sie für /' hat, bei keiner rationalen 
umkehrbaren Transformation von f venindert (vgl. unten Gleichung (1) 
und (2)). Für alle diejenigen ungeraden Primzahlen, welche weder in der 
Determinante noch in dem Generalnenner der Koeffizienten von f wirk- 
lich vorkommen (d. h. in nichtverschwindenden Potenzen), findet sich 
diese Einheit von vornherein gleich + 1, so daß sie überhaupt nur für 
eine endliche Anzahl von Primzahlen — 1 sein kann. Diese Bemerkung 
vorweggenommen, besteht für die Gesamtheit der Einheiten C^ von vorn- 
herein eine Beziehung zu den Werten w, / und A, nämlich ihr Produkt, 
also C^C^Cf^C-jü^^ . . ., erweist sich, wenn j die Anzahl der verschiedenen 
Primzahlen von der Form 4/ -f 3 aus A bedeutet, gleich 1 oder — 1, je 
nachdem die Zahl n — 21 — 2j modulo 8 den Rest 0, 1, 6, 7 oder 2, 3, 
4, 5 läßt. Auf diese Beziehung gründe ich eben den Nachweis für die 
invariante Natur der Einheiten C^: ich mache zuerst klar, daß jedesmal 
bei einer Transformation höchstens diejenigen Einheiten C^^ sich ändern 
könnten, welche den in der Determinante und dem Generalnenner der 
Transformation vorkommenden Primzahlen entsprechen, und dann nehme 
ich zu Hilfe, daß eine jede rationale umkehrbare Transformation aus 
solchen besonderen zusammengesetzt werden kann, in deren Determinante 
und Generalnenner höchstens eine einzige Primzahl aufgeht. Da nun das 
Produkt aller Einheiten C^ invariant sein soll und deshalb sich nicht 
eine allein ändern kann, so bleiben bei derartigen Teiltransformationen 
und also auch bei jeder Transformation die Einheiten C^ ausnahmslos 
ungeändert. 

Im Falle n » 2 gelten außerdem noch folgende Beziehungen der 
Einheiten C^ zu dem von quadratischen TeUem befreiten Kern der Deter- 
minante: Sowie eine Primzahl p in A nicht vorkommt und — A quadra- 
tischer Rest von p bzw., im Falle |? = 2, von 8 ist, ist immer Cp=l. — 

Im Falle n » 1 sind durch die Zahl A bereits sämtliche Einheiten &. be- 

p 

stimmt: Für die in A nicht aufgehenden Primzahlen ist immer C7^= 1, 
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A 
für die in Ä aufgehenden gleich 1 oder — 1, je nachdem ~ quadratischer 

Rest oder Nichtrest von p ist bzw., im Falle p^2j die Form 8Z± 1 
oder 81 ±3 hat. 

Nach dem, was über die Einheiten 6^ bereits gesagt ist, müssen 
auch alle solchen ungeraden Primzahlen sich nach jeder rationalen Trans- 
formation Yon f beständig in der Determinante oder dem Generalnenner 
der transformierten Form wiederfinden, welche zwar der Zahl Ä nicht an- 
gehören, aber ein (7^ — — 1 ergeben; ist B das Produkt aller dieser Prim- 
zahlen, so wird daher, wenn die transformierte Form ganzzablige Koeffi- 
zienten erhalten sollte, ihre Determinante den Faktor ABB haben müssen. 

Durch eine Reihe von sehr einfachen ganzzahligen Transformationen 
mit der Determinante 1 und von solchen rationalen Transformationen, 
welche jede darin bestehen, daß sie eine einzelne Variable rational ver- 
vielfachen, gelingt es nun stets, wie ich zeigen werde, die vorgelegte Form 
in eine Form mit ganzzahligen Koeffizienten und genau von der Deter- 
minante ^BB überzuführen. Dabei erweisen sich dann diejenigen arith- 
metischen Funktionen dieser Form, welche, wie man sich ausdrückt, ihr 
Geschlecld definieren, im allgemeinen als eindeutig durch /, A und die 
Einheiten C^ bestimmt. Nur, wenn zwischen n, A und dem Werte der 
Einheit C^ eine gewisse Beziehung statthat, könnte noch die erhaltene 
Form zwei verschiedenen Geschlechtem von der Determinante -4BB an- 
gehören; dann ist von diesen nur eines ungerade Zahlen darzustellen fähig, 
und sollte man nicht gerade zu einer Form dieses ungeraden Geschlechts 
gekommen sein, so kann man zu der erhaltenen Form stets solche äqui- 
valente Formen finden ^ welche sich in Formen dieses Geschlechts in der 
einfachen Weise überführen lassen, daß man eine gewisse ihrer Variablen 

mit 2, eine gewisse andere mit -- multipliziert. Nun hat zuerst Henry 

John Stephen Smith*) ausgesprochen, daß irgend zwei Formen eifies 
Geschlechts immer durch rationale Transformationen von der Determinante 1 
und mit einem, zu einer beliebig vorgeschriebenen Zahl relativ primen 
Generalnenner ineinander übergeführt werden können, eine Eigenschaft, 
welche sie umgekehrt auch als zu demselben Geschlecht gehörig charak- 
terisiert. Smith hat diesen fundamentalen Satz der Lehre von den 
quadratischen Formen in der Abhandlung „On the Orders atid Genera of 
Ternary Quadratic Formst' art. 12**) für temäre Formen bewiesen, und 
auf Grund derselben Prinzipien und unter Zuhilfenahme gewisser Resultate 
aus meiner Arbeit .^Sur la thcorie des formes quadratiques ä c^efficients 

*) Proceedings of the Royal Society of London, XVl. 1868. p. 202. (Collected 
Papers, vol. 1, p. 516.) 

**) Philosophical Transactions, CLVII. 1867. (Collected Papers, vol. I, p. 480.; 
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entiers^'*) kann der Beweis ftir Formen mit beliebiger Variablenzahl 
geführt werden. Demnach wird es immer möglich sein, unsere Form f 
in eine bestimmte Form eines, durch die Einheiten C^ (imd durch n 
und I) Yollig bestimmten Geschlechts von der Determinante ^IBB rational 
zu transformieren. 

Nun bezeichne B das Produkt aller überhaupt vorhandenen ungeraden 
Primzahlen, für welche (7^ == — 1 ist; dann sind aus dem Werte von B die 
Werte sämtlicher Einheiten C^ ersichtlich — der Wert von C^ bei Be- 
nutzung der Relation für das Produkt aller C7^ — , und man wird den Satz 
aussprechen dürfen: 

Theorem I. Zwei rationale quadratische Formen mit n Variablen und 
nicMverschicindenden Determinanten können dan7i und nur dann rational 
ineinander transformiert werden y wenn sie gleiche Invarianten I, Ä und 
B haben. 

Die vorher definierte Zahl B ist offenbar der Quotient aus B und 
dem größten Divisor von A und B. 

Der Tragheitsindex I ist eine Zahl zwischen bis n. A hat das 
Vorzeichen (— 1)^, B ist positiv; vom Vorzeichen abgesehen, sind A und 
B Produkte von lauter verschiedenen Primzahlen bzw. 1; B ist ungerade, 
in A kann unter Umständen die Primzahl 2 eingehen. — Im Falle n =» 2 
enthält B niemals eine ungerade Primzahl, welche in A nicht vorkommt 
und von welcher — A quadratischer Rest ist, weil für jede solche Prim- 
zahl hier C^ = 1 ißt, und wenn —-4=1 (mod 8) ist, ist immer (7, = 1 
und muß infolgedessen die Anzahl der in B vorkommenden Primzahlen mit 

der alsdann offenbar ganzzahligen Größe ö^O- — I—j) zugleich gerade oder 

ungerade ausfallen; dabei soll j wieder die Anzahl der Primzahlen von 
der Form 4Z + 3 aus A vorstellen. — Im Falle w =« 1 ist jB das Produkt 

aller derjenigen ungeraden Primzahlen p aus A, für welche — quadratischer 

Nichtrest von p ist 

Zn jedem mit den vorstehenden Bedingungen verträglichen Systeme von 
Zahlen n, I, A, B gibt es wirJdich ein oder zwei GeschUditer ganszahliger 
Fonnefi von der zugehörigen Determinante ^BB, und können Repräsentanten 
dieser Geschlechter nach pp. 89 — 90 meiner vorher zitierten Arbeit [[diese 
Ges. Abhandlungen, Bd. I, S. 76 — 77]] aufgestellt werden. 

Sie sehen hiemach, daß bei gegebener Variablenzahl und gegebenem 
Trägheitsindex stets unendlich viele verschiedene Typen von quadratischen 
Formen, die nicht rational ineinander zu transformieren sind, existieren, 
und daß von n »= 3 an die unendliche Anzahl dieser Typen in gewissem 

*) Mdmoires present^s ä rAcad^mie des Sciences de rinstitut de France, XXIX. 
Nr. 2. 1884. Diese Ges. Abhandlungen, Bd. I, S. 3—144. 
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Sinne darch eine Potenz von 2 ausgedrückt werden kann, deren Exponent 
die um 1 yerminderte doppelte Anzahl aller natürlichen Primzahlen ist. 

Man kann die Invarianten n, I, Ä, B einer zerfallenden quadratischen 
Form, d. h. einer solchen, welche als Summe zweier Formen mit ver- 
schiedenen Variablen erscheint, stets durch die entsprechenden Invarianten 
ihrer Teile und umgekehrt die eines Teiles durch die der Form und des 
anderen Teiles darstellen. Nämlich die Zahlen n der Teile und ebenso 
die Zahlen I der Teile geben summiert die entsprechende Zahl der Summe; 
die Invariante A der Summe ist, von ihrem Vorzeichen (— 1)^ abgesehen, 
das Produkt aller der Primzalilen, welche nur in einer der Zahlen A der 
zwei Teile vorkommen, imd endlich ist (vgl. unten Gleichung (3)) die 
Zahl B der Summe das Produkt aller der Primzahlen von der Form 
4Z + 1, welche nur in einer der Zahlen B der Teile vorkommen, und 
aller der Primzahlen von der Form 4i + 3, welche entweder in beiden A 
und in beiden oder in keinem der B der Teile, oder in einem der B und 
zugleich in einem oder in keinem der A der Teile vorkommen. 

Hält man dieses Resultat mit dem Umstände zusammen, daß von 
n » 3 an die Invarianten A und B völlig unabhängig voneinander sind^ 
so ist insbesondere zu schließen, daß man zu jeder Form f mit mehr als 
drei Variablen nach Belieben eine Form g mit drei Variablen tveniger an- 
nehmen Icann, wdclie nur, als Aggregat von soviel Quadraien reeller lineare^' 
Formen dargestellt, als sie Variablen besitzt, weder mehr positive noch mehr 
negative Quadrate enthalten darf als f in einer entsprechenden Darstellung^ 
und daß dann jedestnal ein Typus von rationalen Farmen % mit drei Va- 
riablen existiert, so daß f rational in g + % transformiert werden l^ann. 
Beispielsweise kann // = ^± ^a*(A == 1 ? 2, . . ., m — 3) genommen werden, 
wenn darin nicht mehr als I Koeffizienten — 1 und nicht mehr als n — I 
gleich 1 sind, wobei n und I sich auf f beziehen. — 

Bei der von Ihnen angeregten Frage nun handelt es sich nicht darum, 
ob zwei quadratische Formen sich direkt rational ineinander transformieren 
lassen, sondern ob vielleicht eine solche Transformation dadurch möglich 
gemacht werden kann, daß man die Formen noch mit geeigneten Faktoren 
versieht. Es ist also noch zu untersuchen, in welchen Punkten die Zahlen 
n, Ij A, B der verschiedenen rationalen Multipla einer und derselben 
Form f alle miteinander übereinstimmen und in welchen nicht. 

Je nachdem der Faktor, mit welchem man eine Form f multipliziert, 
positiv oder negativ ist, ändert sich ihr Index / nicht, oder er geht in w — J 
über; in jedem Falle bleibt der absolute Wert von w — 2 J unverändert; 
ich bemerke, daß n — 21 die Differenz zwischen der Anzahl der Quadrate 
mit positivem und der mit negativem Vorzeichen in einer Darstellung 
von f als Aggregat von n Quadraten reeller linearer Formen isi Wenn n 
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gerade und / = y ist; so behalt der Index selbst in jedem Falle seinen 

Wert 

Wir können uns hier anf HinznfÜgong solcher rationaler Faktoren M 
zn f beschranken, die, yom Vorzeichen abgesehen, Produkte Ton lauter 
yerschiedenen Primzahlen sind, indem wir uns jeden rationalen quadra- 
tischen Faktor mit den Variablen der Form verschmolzen denken können. 
Die Determinante von f nimmt in Mf den Faktor -Sf * an. Wenn m gerade 
ist, so bleibt also ihr von quadratischen Teilern entblößter Kern A xm- 
geändert; ist n ungerade, so gibt es unter aUen diesen Vielfachen Mf ein 
einziges, dessen Determinantenkem 1 ist, nämlich die Form Af, und es 
wird dann die dieser Form zukommende Zahl B als Invariante der dio- 
phantischen Gleichung /* « zu betrachten sein. 

Um die hinsichtlich der Einheiten (7. obwalteuden Verhältnisse klar- 
zulegen, möge mit d(p) oder d die Zahl bzw. 1 bezeichnet werden, je 
nachdem die gerade betrachtete Primzahl j) in der Zahl A von /' nicht vor- 
kommt bzw. darin vorkommt. Unter c^ soll dann die positive oder nega- 
tive Einheit verstanden werden, je nachdem die, p nicht mehr enthaltende 

Zahl (—1) p^^A quadratischer Rest oder Nichtrest von p ist 

bzw., falls p = 2 ist, die Form 8/ ^h 1 oder 8/ 4: 3 hat; endlich soll c 
ohne Index diejenige Einheit vorstellen, welcher die ungerade Zahl 

(—ly-^^2''^^^A modulo 4 kongruent ist; r~| bedeutet hier immer die 

größte in enthaltene ganze Zahl. Wenn n gerade ist, so sind fdr alle 

Formen Mf die Zahlen d dieselben. Aus den später für die Einheiten (7^ 
aufzustellenden Gleichungen (vgl. unten (1) und \2)) wird nun unmittelbar 
zu schließen sein: 

Von der Einheit C^ einer Form f unterscheidet sich die Cfitsprecltende 
Einheit einer Form Mf, wenn M=^ p ist, um den Faktor c^; wenn M eup 

—^\ oder (- -vr-]y je nachdem p ungerade 

oder 2 ist. Die Klammem bedeuten das Legendre-Jacobische Symbol, 
und zwar setze ich dasselbe hier für den Fall negativer Zahlen im Zähler 

wie im Nenner durch die Gleichung (j^) = — (_V) definiert voraus, so 
daß insbesondere für alle ungeraden Zahlen N, für positive sowohl wie 

für negative, das Symbol ( "^ ) ^ ("~ 1) ^ ^^t. Hieraus folgt nun: 

1) Wenn n gerade ist, so hat eine Einheit C^ dann und nur dann 
für alle Formen Mf gleichen Wert, wenn p in A nicht vorkommt (ß = 0) 

n 

und (— 1)*-4 quadratischer Rest von p bzw., wenn p = 2, von 8 ist (cL=* 1 



Rational ineinander transformierbare quadratiBche f^ormen. 225 

bzw. c « 1 und c^ » 1). Bezeichnet also B^ das Produkt aller derjenigen 
von den hier in Betracht kommenden Primzahlen, für welche C^ = — 1 
ist; so stellt dieses B^, ebenso wie A, hier eine Invariante der Gleichung 
/* = vor. Bj ist, von einem eventuellen Faktor 2 abgesehen, ein Divisor 
der früher definierten Zahl B; multipliziert man f mit allen außerdem 
noch in B vorkommenden ungeraden Primzahlen (d. h. fQr die d - 0, 

n 

Cp = — 1, Cp= -— 1 ist) und noch mit der Primzahl 2, falls (— l)*-4 = 5 
(mod 8) (d. i. d{2) = 0, c=-l, Ca*- — !) und C, =• — 1 ist, so entsteht 
eine Form, die B^f heißen möge, welche unter den Vielfachen Mf die 
Eigenschaft besitzt, für möglichst wenige von den in Ä nicht vorkom- 
menden ungeraden Primzahlen, nämlich nur für diejenigen aus B^, ein 

n 

6^= — 1 zu ergeben, und auch, wenn (— l)*-4 = 1 (mod 4) ist, insofern 
dies überhaupt angeht, nicht ein (7^ = — 1 zu liefern. 

Da die Zahlen A und B^ Produkte von lauter verschiedenen Prim- 
zahlen sind, so sind die Werte dieser beiden Zahlen aus dem Werte der 
einen Zahl D ^ AB^B^ zu entnehmen, welche, da B^ zu A relativ prim 
ist, keine Primzahl in einer höheren als der zweiten Potenz enthalten 
wird. Der Wert dieser Zahl D ist außer durch das Verhältnis, in welchem 
die einzelnen Primzahlen von B^ zu A stehen soUen, durch die bereits 
oben erwähnten, für die Einheiten C^ von vornherein gegebenen Be- 

n 

Ziehungen in der Weise beschränkt, daß, wenn (— l)*-4 =» 1 (d.h. -4 =« ± 1 
und \{n — 2I) gerade) ist, die Anzahl der in B^ auftretenden Primzahlen 
zugleich mit der Zahl j(n — 2/) gerade oder ungerade sein muß, und 
daß im Falle n '^ 2 immer B^ = 1 ist. 

2) Wenn n ungerade ist, so möge der Buchstabe 2) zur Bezeichnung 
der Invariante B der Form Af verwandt werden; diese findet sich dann, 
durch die Invarianten von/* ausgedrückt, gleich ^^B, wenn A^ das Produkt 
aller derjenigen ungeraden Primzahlen aus A bedeutet, für welche C^^ — c^ 
ist. Im Falle n = 1 ist immer 2) =» 1. 

Theorem 11. Wenn zwei Formen mü n Variablen und mit nichtver- 

« 

schwindenden Determinanten in den absoluten Werten iiirer Zcdden n — 2I 
und in ihren Invarianten D Obereinstimmen, so kann jede von ihnen rational 
in ein rationales Vielfaches der anderen transformiert werden. 

Ich beweise diesen Satz, indem ich ihn auf den Satz I zurückführe: 

1) Ist n gerade, so multipliziere man jede der beiden Formen mit 
ihrer Zahl B|, und falls die Indizes der Formen nicht gleich sind (also 
sich zu n er^nzen und beziehungsweise unter und über |n liegen), noch 
eine der Formen mit ~ 1. Man hat dann zwei Formen, 9, ^, welche 
gleichen Index und dasselbe A besitzen, und für alle in ihrer Zahl A nicht 

Minkowikii OeMmxnelte Abhandlungen. L 16 
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aufgehenden angeraden Primzahlen gleiche Einheiten C^ liefern, und über- 

dies, wenn (—1)* -4 = 1 (mod 4) (d. h. d(2) = 0, c — 1) ist^ auch dasselbe 
C^ ergeben; und es kommt darauf an, eine der Formen, etwa ^, noch mit 
einem solchen positiven Faktor zu multiplizieren, daß eine Form entsteht, 
welche mit der anderen Fomx 9 in dUen Einheiten C^ übereinstimmt. Ist 
nun M irgendeine zu 2Z) relativ prime, positive ganze Zahl, welche den 
Bedingungen genügt, daB für jede in A ansehende ungerade Primzahl p 

(— j — 1 oder « — 1 ist, je nachdem die Charaktere C^ für 9 und ^ 

gleich oder verschieden sind, und daB, wenn nickt (— 1)' J. = 1 (mod 4) 

ist, das Symbol \—^-) =" 1 oder = — 1 ist, je nachdem 9 und ^ gleiche 

oder verschiedene Charaktere C^ haben, so kann bei M^ und 9 ein Zweifel 
über die Gleichheit der Einheiten CL nur noch hinsichtlich der in M auf- 
gehenden Primzahlen möglich sein. Die genannten Bedingungen für M 
sind aber derart, daB man ihnen durch eine Primzald gerecht werden 
kann, in welchem Falle es sich nur noch um den einen Charakter (7^ 
handeln wird; und dieser wird dann für Mtf; und q> deshalb nicht ver- 
schieden sein können, weil er sich für beide Formen in gleicher Weise 
durch das Produkt der übrigen Charaktere C^ ausdrücken laßt. 

2) Ist n ungerade, so multipliziere man jede der vorgelegten Formen 
mit ihrer Zahl A, und man erhält so zwei Formen, für die alle Bedin- 
gungen dafür erfüllt sind, daß sie sich rational ineinander transformieren 
lassen. 

Es mögen noch einige spezielle Folgerungen aus den Sätzen I und 
II Erwähnung finden. 

Eine rationale Form kann dann und nur dann in irgendwelche 
negative, rationale Multipla von sich selbst rational transformiert werden, 
wenn ihre Variablenzahl n gerade und ihr Trägheitsindex gleich jn ist. 

Eine Form fist dann und nur dann in — f rational zu transformieren, 
wenn ihre VariablenzaJd n gerade, ihr Trägheitsindex gleich jn ist und Uire 
Determinante keine Primzahl von der Form 4 J + 3 iw ungerfider Potenz enthält. 

Durch welche quadratische Formen mit n Variablen können von Null 
verschiedene, rationale Quadratzahlen dargestellt werden? Ist durch irgend- 
eine Form eine von Null verschiedene Zahl N darstellbar, so laßt die 
Form sich stets so rational transformieren, daß sie die Zahl N als ersten 
Koeffizienten erhält, und dann geht sie bei dem ersten Schritte der ge- 
wöhnlichen Methode, eine quadratische Form in Einzelformen mit einer 
Variable zu zerlegen, über in Nx^ + einer Form, welche die Variable x 
nicht mehr enthalt. Es handelt sich also hier um die Kriterien für solche 
Formen mit n Variablen, welche sich rational transformieren lassen in 
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das Quadrat einer Variable + einer Form mit n — - 1 Variablen, und man 
findet: 

Von NuU verschiedene rationale QuadrcUeaJden sind darstellbar durch 
jede nicM wesentlich negative Form mit 4 oder mehr Variablen; durch jede 
nicht wesentlich negative Form mit drei Variablen ^ deren Invarianten A und 
B auch hei Formen mit zwei Variablen vorkommen können (die hierfür zu 
erfüllenden Bedingungen s. oben); durch jede ni<iit wesentlich negative Form 
mit zwei Variablen^ deren Invarianten A und B auch bei einer Fortn mit 
einer Variable vorkommen können. 

Wann kann durch eine rationale Form f die Zahl Null rational dar- 
gestellt werden (natürlich, ohne daß alle Variablen verschwindende Werte 
erhalten)? Es sei f irgendwie in eine Summe von n Formen mit einer 
Variablen transformiert, und in einer Lösung von /* =» etwa die Variable 
einer dieser Formen, welche Ns^ heißen möge, von Null verschieden und 
= x^. Die Form f besteht dann aus Nx^ und einer Form mit n — 1 
Variablen; durch letztere wird, während durch f die Zahl Null dargestellt 
wird, die Zahl — Nx^^ dargestellt, und diese Form laßt sich daher nach 
dem vorher Bemerkten rational transformieren in eine Form — Ny^ + 
einer Form mit n — 2 Variablen. Da nun N(x^ — y^ stets in a:*— y* 
rational zu transformieren ist, so muß also f in x* — y* + einer Form mit 
n — 2 Variablen zu transformieren sein, wenn/*=0 lösbar sein soll; so 

ergibt sich: 

Die Zahl Null ist rational darstellbar 

durch jede indefinite Form mit fünf oder melir Variablen^ 

durch jede indefinite Form mit vier Variablen^ deren Invariante D 

nur erste (keine zweiten) Potenzen von Primzahlen enthalt, 

durch jede indefinite Form mit drei Variablen, deren Invariante D 

gleich 1 ist, 

durch jede (indefinite) Form mit zwei Variablen, deren Invariante 

D 1 ist 

Betreffs der über die Qleichung aa^ + by^ + cjet* =» existierenden Lite- 
ratur sei auf die Vorlesungen über Zahlentheorie von Dirichlet, heraus- 
gegeben von Dedekind, III. Aufl. SuppL X [[IV. Aufl. Suppl. X, S. 418 ff.]] 
verwiesen. Kriterien für die Darstellbarkeit der Zahl Null durch beliebige 
temäre Formen sind von H. J. St. Smith*) ohne Beweis publiziert: die- 
selben sind dann später von Herrn A. Meyer**) begründet worden. Femer 
hat Herr Meyer***) die notwendigen und hinreichenden Bedingungen für 

•) Proceedings of the Royal Society of London, XTTT, p. 110. (Collected Papera, 
Yol. I, p. 410.) 

••) Grelles Journal für Mathematik, Bd. 98, S. 177. 

**^ Mathematische Mitteilungen, VierteljahiBSchrift der naturforschenden Gesell- 
schaft in Zürich, XXIX. S. 209. 

16' 
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die Auflösbarkeit der Gleichung ax^ + 6y* + cz^ + rfw* — 0, doch in einer 
umständlicheren Fassung als der hier gegebenen, aufgestellt und bewiesen, 
daß durch eine jede indefinite Form mit mehr als vier Variablen die Zahl 
Null rational darstellbar ist. — Endlich ist zu erwähnen, daß Eisenstein'*^) 
die Frage behandelt hat, welche temären Formen sich rational in ein 
Multiplum von a;* + y* + z^ transformieren lassen. 

Ich werde nun zunächst das Bildungsgesetz der Einheiten C^ ableiten. 



Jeder rationalen quadratischen Form f{Xx^ ^s; - * v ^J ™^^ gebrochenen 
Koeffizienten kann in ganz bestimmter Weise eine aus ihr durch eine 
rationale Transformation abzuleitende Form mit ganzen Koeffizienten zu- 
geordnet werden, nämlich, wenn N den Generalnenner der Koeffizienten 
von f bedeutet, die Form NN/*, in welche f durch die Substitution 
x^^Wy^ (A = 1, 2, . . ., w) übergeht Wir können uns deshalb auf die 
Betrachtung ganzzahliger Formen beschränken, und brauchen mit den- 
selben auch nur solche Transformationen vorzunehmen, durch welche wir 
wieder auf ganzzahlige Formen kommen. 

Es ist klar, daß wir solche Funktionen einer quadratischen Form, 
welche für alle rationalen umkehrbaren Transformationen der Form in- 
variant sein sollen, nur unter den, das Geschlecht der Form definierenden 
Größen zu suchen haben; Größen nämlich, die nicht einmal für alle Formen 
eines Geschlechts gleichwertig sind, erleiden immer schon bei gewissen 
rationalen Transformationen von der Determinante 1 Änderungen. 

Die Invarianten des Geschlechts einer quadratischen Form sind ihre 
Ordnimg und ihre Cha/raktere. (Die nun zunächst folgenden Bemerkungen 
sind meinem Aufsatze „Sur la th^orie des formes quadratiques^' ent- 
nommen, den ich weiterhin kurz mit F. Q. zitieren wiU.)**) Heißt die 

Form f ^^aj^j^Xj^XjJia^j^^ 0^.^)^ und sind alle Koeffizienten ganze Zahlen 

und die Determinante {a^^j^j » A von Null verschieden, so rechnet man zu 
den Bestimmungsstücken der Ordnung der Form ihre Zahl n, ihren Träg- 
heitsindex 7, ihre Determinante A, ferner die größten gemeinsamen TeUer 
aller einreihigen, aller zweireihigen usw. bis aller (n — l)-reihigen Unter- 
determinanten von j ttjij^ I — diese Teiler mögen der Reihe nach d^, di, . . ., d^^^ 
heißen, endlich diejenigen größten gemeinsamen Teiler, welche an die 
Stelle dieser Teiler treten, wenn von den betrefiPenden Unterdeterminanten 
die unsymmetrischen mit dem Faktor 2 multipliziert genommen werden 



•) Journal de Liouville. XVIL 1852. S. 478. 

^) 1^ [[ IJ fO^T^^ ^i' diesen Zitaten den entsprechenden Hinweis auf die in 
diesen Gesammelten Abhandlangen, Bd. I, S. 3 — 144, veröffentlichte deutsche Aus« 
gäbe hinzu. (Anm. d. Herausg.) 
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— diese letzteren Teiler bezeichne ich mit öicIq, «^g^i, . . ., <y^_id^_,, so 
daß eine jede Zahl tf^ gleich 1 oder gleich 2 ist; ich setze noch A « (— l)'rf«_i 
und 6q= 1, <y^=l. Die durch die Gleichungen 

d,^di^^oioi'K..o, (Ä=l,2,...,n-1) 

bestimmten n -— 1 Größen Oj^ erweisen sich immer als ganze Zahlen (-F. Q,y 
p. 6 [[S. 13]]), und femer sind die Zahlen 6f^ immer so beschafiPen, daß ein 
Produkt <fk-\^h^h-k-i ungerade ist, sowie «^ji— 2 ist, und durch 4 teilbar, 
sowie (^^.1= 2 oder (J^+i- 2 ist {F. Q., p. 31 [[S. 31]]). 

Die Charaktere sind Größen, die in Gestalt Legendrescher Symbole 
auftreten, also Einheiten ± 1; ihre Werte können, wie ich F, Q. artt. VII-IX 
[[S. 45 — 70]] gezeigt habe, ausnahmslos erschlossen werden aus den Werten 

der verschiedenen Summen*) 

%nia/{si,x^,...,x„) /rr;^ = l,2,...,jV\ 

fia,N)-^e ^ U = l,2,..,«j' 

in welchen N und a zueinander relativ prime ganze Zahlen bedeuten und 
die Variablen Restsysteme modulo N zu durchlaufen haben; e ist hier die 
Basis der natürlichen Logarithmen, x die Ludolphsche Zahl, i^Y^l. Die 
Werte solcher Summen f(a, N) hängen offenbar nur von den Resten von f 
in bezug auf die Moduln N ab. 

Indem man die Betrachtungen, welche F. Q., p. 60 beziehungsweise 
p. 05 [[S. 54 und 58]] abgebrochen sind, fortführt, gelangt man in betreff 
dieser Summen insbesondere zu folgendem wichtigen Resultate: 

Zu jeder Primzahl p gehört eine gewisse Einheit C^ von saldier Art, 

daß für jede Potena p', wdche nicht niedriger als die in -^ — auf- 

gehende Potetiz von p ist, und jede bdiebige zu p relativ prime Zahl a, wenn 
noch p? die höchste in A enthaltene Potenz von p "bedeutet uful die Einheiten 
c^ und c in der bereits oben festgesetzten Beziehung zur Determinante stehen, 
die Gleichung gut: wenn p ungerade ist, 

(1) n«>p')-(^^)c,c;i\ ^ li 

wenn p =^ 2 ist, 

Die erste Klammer auf der rechten Seite ist jedesmal ein Legendresches 
Symbol. Ich bemerke noch, daß 6^_id„_^ den größten gemeinsameu Teiler 

5) A ^ A 

der sämtlichen Zahlen ^ — und 2^-- (h + k) vorstellt. 

*) Diese Summen bilden auch den Gegenstand des Aufsatzes von Herrn H. Weber: 
Ueber die mehrf^chei^ Gf^uß sehen Summen, Crelles Journal, Bd. 74, S. 314—256. 
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Da f&r solche ungerade Primzahlen, welche in der Determinante A 
nicht vorkommen, der Exponent t in (1) bereits gleich Null genommen 
werden darf, so ist für alle diese Primzahlen offenbar C^ » 1 . Überhaupt 
haben wir hier diejenigen Einheiten vor uns^ von welchen oben die Rede 
gewesen ist, wenn wir nur noch festsetzen, dafi unter den Einheiten C^ 
einer Form f mit einem Generalnenner N > 1 die entsprechenden Ein- 
heiten der ganzzahligen Form NN/* verstanden werden sollen. 

Daß eine jede der vorstehend definierten Einheiten C^ ungeandert 
bleibt bei allen solchen rationalen umkehrbaren Transformationen von /*, 
bei welchen Determinante und Generalnenner zu der betreffenden Prim- 
zahl p relativ prim sind, und welche aus f wieder ganzzahlige Formen 
hervorgehen lassen, ist ohne weiteres ersichtlich. Denn da durch solche 
Transformationen aus zwei, für einen Modul p^ inkongruenten Systemen 
der Variablen von f immer wieder inkongruente Systeme der neuen 
Variablen, und also aus vollständigen Restsystemen in bezug auf einen 
Modul p* wieder solche Systeme entstehen, so erfahren dabei die Summen 
f(a, j/) keine Veränderung, und da offenbar auch die Potenz p^ sich nicht 
ändert, so behält auch die Einheit C^ ihren Wert bei. 

Sehen wir nun zu, wie diese Einheiten G^ zu berechnen sind. Zer- 
fällt eine Form /*, in bezug auf einen Modul p' betrachtet, in die Summe 
zweier Formen, f, f\ mit verschiedenen Variablen, so ist jede ihr zu- 
gehörige Summe /"(a, y) das Produkt der analogen Summen für f und f\ 
und so folgt aus (1) für ein ungerades jp: 

(3) q,-(-i)"^"^(7;c/, 

und aus (2) für p — 2: 

(4) C. - (- 1)" " « ^~~C?,'(7."; 

die gestrichelten Buchstaben sind auf die Formen f und f zu beziehen. 
Nun kann man jede Form fy wenn von ihren Zahlen o^, o„ ..., o^_^ 
im ganzen X— \ durch eine Primzahl p teilbar sind, durch höchstens 
n — A Substitutionen, welche darin bestehen, daß sie eine Variable um 
eine zweite vermehren, und höchstens n — 1 Substitutionen, welche darin 
bestehen, daß sie zwei Variablen miteinander permutieren und gleichzeitig 
eine derselben mit — 1 multiplizieren, in eine solche Form 9 transformieren, 
in welcher die aus den ersten i^ »- 1, 2, . . ., n— 1 Horizontal- und Vertikal- 
reihen der Determinante gebildeten Unterdeterminanten möglichst niedrige 
Potenzen von p als Faktoren haben, d. h. Werte <Sj^dj^^i^>k besitzen, in 
denen die Zahlen q>j^ zu p relativ prim sind {F, Q., p. 36 [[S. 35]]); es 
werde noch g?Q-= 1, 9^ = (— l)'^ gesetzt. Eine derartige Form 9 nenne 
ich eine Grundform in bezug auf p, imd eine Grundform kann weiter für 
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jeden Modul p* mit Hilfe von solchen Substitutionen, in deren DetermiDante 
alle Glieder links von der Diagonale Null und alle Glieder in der Diago- 
nale 1 sind und welche daher die Werte der Zahlen (yj^rfu_ig?j^ (ä»= 1,2, ...,n) 
sämtlich ungeändert lassen, in sogenannte Haupireste umgewandelt, d. h. 
dergestalt transformiert werden, dafi sie modulo p* in eine Summe von 
Formen mit einer Variable oder, wenn p = 2 ist, in Formen mit einer 
Variable und Formen zweiter Art mit zwei Variablen zerfällt. Bringt 
man dann die Formeln (3) und (4) in Anwendung und benutzt zugleich 
die bereits oben auseinandergesetzten und nun aus (1) und (2) fast un- 
mittelbar zu entnehmenden Relationen, welche die Einheiten C zweier 
Formen verbinden, die rationale Vielfache voneinander sind, so wird man 
in letzter Instanz auf die Einheiten C^ der Form xx geführt, die sich 
sämtlich gleich 1 erweisen (vgl. Gauß, Summatio quarumdam serierum singu- 
larium, Werke, Bd. 11), und auf Einheiten C, fftr Formen axx+ ßxy + yyy 
mit ganzen a, ß, y und ungeraden /), die ebenfalls gleich 1 sind (JP. Q., 
pp. 57—59 [[S. 51—53]]). 

Die Exponenten der in den Zahlen d^j o^, Oj, . . ., o^.^ der Form f 
aufgehenden Potenzen von p mögen t;o, (d^, cd^, . . ., (d^.^ heißen, und es 

werde noch gesetzt v© + ^i + ^8 + * ' ' + ^a ^ ^a (A = 1, 2, . . ., n — 1); 
femer mögen mit T)^ (A = 1, 2, . . ., n) diejenigen, zu p relativ primen 
Zahlen bezeichnet werden, die sich ergeben, wenn die Zahlen (^a^a.i^a 
einer mit f äquivalenten Grundform 9 in bezug auf p von ihren Potenzen 
von p befreit werden. Die aus einer solchen Grundform entstehenden 
Hauptreste lauten dann, wenn p ungerade ist (F. Q., p. 34 [[S. 34]]): 

(5) p'o Dl x^ + p'' TT ^J^ + • • ' + 1^'*- ^ tT^ ^n (°^o^ PO; 

und man findet auf dem soeben angegebenen Wege: 

C ^( ~^ \( ^^ \T1(^\ /*=1^2,...,n-l\ 

Wenn p ^2 ist, so können die aus einer Grundform entspringenden 
Hauptreste so geschrieben werden: 

(6) 2'|2'*-'d;:,^*' 

bzw. 2'^-^^'[^x,* + u,x,x,,, + ^*-' t^f ^*"' ^A%x)l («"Od 20, 

worin die binären Formen denjenigen Größen tf^ entsprechen, welche 
gleich 2 sind (und welche- immer die Relationen «^a-i™!, «^a+i^I und 
— D^_i = 2)j^^i (mod 4) im Gefolge haben), und wobei die m^ in diesen 
binären Formen beliebige ungerade Zahlen bedeuten; man erhält dann: 
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(A= 1, 2, ..., n-1) 

Für die Geeamtheit dieser Einheiten C^ besteht eine Beziehung zur 
Determinante yon f, die sich folgendermaßen herleiten laßt. Man kann 
zu f immer solche äquivalente Formen (p finden, welche sowohl für die 
Primzahl 2 wie für alle in der Determinante von f aufgehenden ungeraden 
Primzahlen Grundformen sind und in welchen außerdem je zwei auf- 
einanderfolgende der Zahlen q>^f (p^, . . ., (fn^i zueinander relatiy prim 
sind (F. Q., p. 83 [[S. 72]]). Für solche Formen (p fähren die quadra- 
tischen Kongruenzen: 

— <^a-iöa<Jjh.i9a-i9a+i = ^a* (naodtfjkV*); (Ä«= 1, 2, ..., n — 1) 
welche leicht aus einem bekannten Determinantensatze zu erschließen sind, 
zu Gleichungen: 

( ~'*-^'*y*~' — )°i; (A-i,2,..,«-i) 

die €j^ sollen hier die Vorzeichen der Großen (p^^ vorstellen; und das Produkt 
dieser n ~ 1 Gleichungen kann durch wiederholte Anwendung des quadra- 
tischen Reziprozitatsgesetzes, wenn man noch zu Hilfe nimmt, daß der 

Tragheitsindex I mit der Anzahl der Zahlen — 1 in der Reihe Si, -^f 

""^j . . .^ -^ — i- identisch ist, und wenn man mit j die Anzahl der in der 

Determinante von f in ungeraden Potenzen aufgehenden Primzahlen yon 
der Form 4/ -f- 3 bezeichnet, in die Relation umgewandelt werden: 

(7) JJ^^='(-1)'- * ^ '- ' '^' 

WO das Produkt über die Primzahl 2 und alle in der Determinante von f 
vorkommenden ungeraden Primzahlen zu erstrecken ist imd noch über 
beliebig viele weitere Primzahlen ausgedehnt werden kann; die eckige 
Klammer bedeutet das Symbol für größte ganze Zahlen. 

Diese Relation verhilft uns nun zu dem noch fehlenden Nachweise, 
daß eine Einheit C^ auch bei allen solchen rationalen umkehrbaren Trans- 
formationen von f in andere ganzzahlige Formen ungeändert bleibt, bei 
welchen nicht sowohl Determinante wie Generalnenner zu p relativ prim 
sind. Eine jede solche Transformation läßt sich nämlich, worauf ich sofort 
noch näher eingehen werde, darstellen als Produkt aus einer ersten Trans- 
formation, in deren Determinante und Generalnenner die Primzahl p aus- 
schließlich eingeht, und aus einer zweiten Transformation, in welcher 
Determinante und Generalnenner zu p relativ prim sind. Führt die ganze 
Transformation die Form f wieder in eine ganzzahlige Form über, so 
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muß solches auch die erste Teiltransformation tun, weil die zweite nicht 
imstande sein würde, einen durch die erste in f hineingebrachten General- 
nenner wieder herauszuscha£Pen. Die erste Teiltransformation ändert CL 

p 

nicht, weil sie nach dem bereits Bewiesenen nur diese Einheit allein ändern 
könnte, nun aber infolge von (7) eine einzelne solche Einheit sich nicht 
ändern kann; die zweite ist auf C^ sicher ebenfalls ohne Einfluß, also gilt 
dasselbe von der ganzen Transformation. 

Von der Gleichung für das Produkt aller Einheiten (7^ läßt sich noch 
eine interessante Anwendung machen. Stellt man eine positive Zahl N^ 
in ihre verschiedenen Primzahlpotenzen zerlegt, in der Form N =» JJp* dar, 
so ist nach F. Q., p. 52 [[S. 48]]: 



a^.N)^Uf(af,p) 



Bringt man diese Relation mit den Gleichungen (1), (2) und (7) in Ver- 
bindung, so folgt: 

Für jeden positiven Modul N, welcher durch -j — teilbar istf und 

für beliebige zu ihm relativ prime Zahlen a ist: 



^e 



. (tiiik.-)r'(^)''mtey-'Mv'Fi7 



^ , . V ^. A(2J^". 



/x, - 1, 2, . . ., N\ 
V Ä - 1, 2, . . ., n / 



Die erste Klammer auf der rechten Seite bedeutet das Legendresche 
Symbol. Bemerkenswert ist namentlich, daß diese Summe nur von der 
Determinante A und dem Reste von I (mod 4) abhängt, im übrigen aber 
von den Charakteren der Form f völlig unabhängig ist. 



Wegen des soeben herangezogenen Hilfssatzes über die Zerlegung 
beliebiger rationaler Transformationen in solche, deren Determinante und 
Generalnenner nur durch eine Primzahl aufgehen, kann auf die Aufsätze 
von Smith „Ow Systems of linear indeterminate equations and con- 
gruences^'*) und von Frobenius über die „TJieorie der linearen Formen 
mit ganzen Koeffizienten^***) verwiesen werden; doch sind vielleicht auch 
die folgenden Bemerkungen über jenen Satz nicht uninteressant. Es ge- 
nügt ofieubar, wenn man die in Rede stehenden Zerlegungen für ganz- 

*) Philosophical Transactions, vol. 151. 1861. (Collected Papers, vol. I, p. 867.) 
**) Grelles Journal, Bd. 86. 
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zahlige Transformationen auszuführen imstande ist, da man einen etwa 
Torhandenen Generalnenner jederzeit in angemessener Weise in Faktoren 
zerlegen und diese dann unter die Teiltransformationen verteilen kann. 
Jede ganzzahlige Transformation laßt sich nun immer (und zwar auf un- 
endlich Tiele Arten) darstellen als Produkt aus einer solchen ganzzahligen 
Transformation^ für welche alle Elemente, die in ihrer Determinante rechts 
von der Diagonale stehen^ Null sind und die ich deshalb fOr einen Moment 
eine rechts reduzierte Transformation nennen wiU, und einer ganzzahligen 
Transformation von der Determinante 1; dieses erhellt aus dem umstände, 
daß man eine jede ganzzahlige Determinante auf die in Frage kommende 
Gestalt in der Weise bringen kann, daß man in ihr wiederholt Vertikal- 
reihen zueinander addiert oder voneinander subtrahiert. Das Produkt 
zweier rechts reduzierter Transformationen: 

\P,*\ (p,'-0,h<k) und :?t»| (3»» = 0, Ä<*) (Ä,* = l,2,...,n) 

ist nun immer wieder eine rechts reduzierte Transformation: 

k/i W-o,Ä<*), (Ä,t=i,2,...,») 

und zwar ist für diese: 

(Ä™" 1, 2, . . ., w 
rf=l,2,...,Ä-l 
* = 0,l,...,rf 

Umgekehrt ersieht man aus diesen Gleichungen, daß jede rechts reduzierte 
Transformation in zwei andere zerlegt werden kann, sowie für die Zahlen 
r^^ ihrer Diagonalreihe eine Zerlegung in Zahlenpaare |>^ , ^^ von solcher 

Art vorliegt, daß ein jedes pj^ zu q^, q^j . . ., qj^2\ relativ prim ist; denn 
alsdann kann man der Reihe nach für d = 1, 2, . . ., h — l alle Größen 
pI^"*^ y q^"^ als ganze Zahlen finden, indem man immer zuerst Pj^~^ der 
Kongruenz 



r 



d-l 

h 






i>;"'^ -'-%7i (°^odl>;) (A = d+l,d + 2,...,n) 

gemäß wählt und hernach 

C-- —^ (A-rf+l,rf + 2,...,n) 

Pk 

setzt. Beispielsweise kann man für die Zahlen pj^^ die höchsten in den 
Zahlen Tj^^ überhaupt aufgehenden Potenzen irgendeiner Primzahl p nehmen, 
wodurch man auf die für uns wichtige Zerlegung kommt. 
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Mit dem Nachweis der inyarianten Natnr der Einheiten C^ ist zu- 
gleich die Existenz der oben Termittels dieser Einheiten definierten Zahl B 
sichergestellt; und es erübrigt nur noch zu zeigen, daß in der Tat mit 
den Zahlen 71, I, A, B das System derjenigen Funktionen einer quadra- 
tischen Form, welche bei allen rationalen umkehrbaren Transformationen 
der Form ungeändert bleiben^ vollständig erschöpft ist 

Zu dem Ende gehe ich wieder von irgendeiner ganzzahligen qua- 
dratischen Form f auS; und ich suche dieselbe rational in eine ganzzahlige 
Form mit möglichst kleiner Determinante zu transformieren. Es fragt 
sich, kann dabei ein bestimmter Primfaktor p der Determinante in Wegfall 
kommen oder nicht. 

Es sei zunächst p eine ungerade Primzahl. Man bestimme irgend- 
eine mit f äquivalente Grundform in bezug auf p] aus einer solchen folgt 
für einen jeden Modul p* ein Hauptrest von dem unter (5) angegebenen 
Typus; es werde eine solche Potenz p* gewählt, welche die zu f gehörige 
Potenz jp*""^ überschreitet. Sowie dann in dem betreffenden Hauptreste (5) 
einer der Exponenten v^_i sich ^2 erweisen sollte, kann derselbe um 2 
verringert werden, dadurch daß man die zugehörige Variable dem p*^^ 
Teile einer neuen Variable gleich setzt^ bei welcher Operation alle Koeffi- 
zienten des Hauptrestes ganze Zahlen bleiben werden. Indem man diese 
Reduktion so oft als angänglich wiederholt und am Schlüsse nötigenfalls 
noch eine Umstellung der Variablen vornimmt, kommt man zu einer Form 
mit einem Reste: 

worin alle ccj^ zu p relativ prim sind. Die Determinante dieser Form ent- 
hält genau die Potenz p"* als Faktor, und m ist eine Zahl zwischen 
und n. Ob m gerade oder ungerade ausfällt, wird davon abhängen, ob 
die Primzahl p in der Zahl A von f nicht enthalten war (ß = 0) oder in 
ihr vorkam (d =» 1). Die Einheit C^ erhält hier den Ausdruck 






Im Falle n = 2 ist daher, sowie p in A nicht vorkommt und — A quadra- 
tischer Best von p ist, immer C^ = 1 (nämlich sowohl für m = 2 wie 
für m = 0). 

Die erhaltene Form kann nun unter Umständen so transformiert 
werden, daß an die Stelle von m eine kleinere Zahl tritt. Hat man näm- 
lich eine binäre Form 



Co Pf) (°°^'") 
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(ich bezeichne hier die Fonn durch das quadratuche Schema ihrer Koef- 
fizienten), in welcher a nnd ßznp relaÜT prim sind, and ist ~ a^ quadra- 
tischer Best Ton p, so kann man eine Zahl r^ finden, so daß a + ßr^ 
dorch Pj aber nicht durch p* au^ht, und jene Form verwandelt sich 

durch die Substitution I • ^ in eine andere Form, deren Deter- 

minante genau die Potenz p* enthalt, yon der sich aber der quadratische 

P"^ 
Faktor p^ ablost, den man durch die Substitution _ ^ . beseitigen 

kann; es resultiert dann eine Form, deren Determinante fiberhaupt nicht 

durch p aufgeht und welche wieder eine Grundform in bezug auf p ist. 

Ist aber in jener binaren Form — aß quadratischer Nichtrest von 

p, so fallt a + ßr^ (modp) för alle — g— modulo p inkongruenten und 

von Null yerschiedenen Quadrate 17' von Null und von a verschieden aus, 
und muß deshalb fBr mindestens eines dieser r^ einen anderen quadra- 
tischen Charakter in bezug auf jp liefern als a. Durch die mit dem be- 
ll Ipa 0\ 
tre£Penden 1^ gebildete Substitution I . wird dann aus 1 1 (modp') 

eine Grundform in bezug auf jp, die sich in einen analogen Hauptrest 
überfahren laßt, in welchem aber die anstelle von a tretende Zahl einen 
anderen quadratischen Charakter in bezug auf p hat als a. Aus dieser 
letzten Bemerkung ersieht man, daß, wenn die Zahl m oben ^ 3 ist^ man 
es immer so einrichten kann, daß unter den letzten m Zahlen Uj^ sich 
zwei solche befinden, deren negativ genonmienes Produkt quadratischer 
Best von p ist, und welche also zu der vorher beschriebenen Bednktion 
Gelegenheit bieten. Ob dann, wenn m gerade und bereits auf 2 gebracht 
ist, jene Operation noch einmal anwendbar erscheint, ob also die Prim- 
zahl p durch rationale Transformation aus der Determinante ganz heraus- 
geschafft werden kann oder aber die Determinante immer durch jp' teil- 
bar bleiben muß, wird davon abhängen, ob (7^ » 1 ist oder » — 1. Man 
sieht demnach, daß, je nachdem die Determinante von f eine gerade 
Potenz von p enthält und C^^ \ ist, oder sie eine ungerade Potenz von 
p enthalt, oder eine gerade und C^ = — 1 ist, man von f zu einer Form g 
gelangen kann, deren Determinante überhaupt nicht durch p aufgeht, oder 
den Faktor p enthält, oder den Faktor /)*. Für diese Form g existieren 
dann außer c^ und (7^ keine weiteren quadratischen Charaktere in bezug 
auf die Primzahl p. Denn alle derartigen Charaktere müßten sieh, wie 
bereits oben bemerkt wurde, aus den Werten der dieser Form zugehörigen 
Gau fischen Summen g{cCfP^ erschließen lassen; für diese gilt hier aber 
bereits von < » 1 an (in dem ersten der drei unterschiedenen Fälle sogar 
von < — an) die Formel (1). 




>^4 
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Mit der so gewonnenen Form können nun entsprechend den weiteren 
in ihrer Determinante etwa enthaltenen ungeraden Primzahlen analoge 
Operationen vorgenommen werden, und Potenzen dieser Primzahlen nach 
Möglichkeit aus der Determinante entfernt werden. (Bis man dabei zur 
Betrachtung einer bestimmten Primzahl p gekommen ist, hat man lauter 
Substitutionen angewandt^ deren Determinanten zu dieser Primzahl relativ 
prim sind, und sind deshalb die auf diese Primzahl bezüglichen Potenzen 
p**-i (Ä =» 1, 2, . . ., n) von f völlig unberührt geblieben.) 

Jetzt betrachte ich das Verhältnis der vorgelegten Form f zur Prim- 
zahl 2. Es werde zu f oder zu einer der späteren Formen eine äquiva- 
lente Grundform in bezug auf 2 aufgesucht; aus einer solchen entspringt 
für jeden Modul 2' ein Hauptrest von dem unter (6) angegebenen Typus, 



welcher aus Formen mit einer Variable und aus binären Formen 2" • 



in eine Grundform in 



2a ß\ 

mit ungeraden ß und a zusammengesetzt erscheint. Eine jede dieser 

binären Formen ireht durch die Substitution ^ _ 

^ 2 

bezug auf 2 über, deren zugehörige Hauptreste sich noch weiter in je 
zwei Formen mit einer Variable auflösen. Man kann so zu einer Grund- 
form in bezug auf 2 gelangen, welche in bezug auf Moduln 2' Haupt- 
reste ergibt, die in lauter Formen mit einer Variable zerfallen, und von 
diesen Hauptresten kommt man, ähnlich wie bei ungeraden Primzahlen, 
zu Formen mit Resten: 

«.ll*+ • • • + «,-m?„*-»+ 2(«,-« + lS«*-m + l + • • • + «.!„*) (mod 16), 

worin alle a^^ ungerade sind. Hier erhält die Einheit C^ den Ausdruck 



(9) 



(- i)ßJ * [i] ([I] ^^V) *2--^ "^(-_» - _) 

/Ä = l,2,...,n \ 
U=1,2,...,A-1/ 



Um eine möglichst kleine Zahl m zu erzielen, bemerke ich zunächst, 

/2a 0\ 
daß eine binäre Form ( ^ q ) (™^^ ^)f ^ welcher a und ß ungerade 



2^> 
and a^ ß (mod 4) ist, durch die Substitution 



1 
1 1 



1 
2 



in eine 



Form mit dem quadratischen Faktor 4 übergeht; entfernt man diesen 



durch die Substitution 






, SO bleibt eine Grundform in bezug auf 2 



mit ungerader Determinante übrig, die gleichfalls zu zerfallenden Haupt- 
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Testen, aber mit ungeraden Koeffizienten in der Diagonale Yeranlassong 
gibt. Diese Reduktion ist immer möglich, wenn m ^ 3 ist, weil dann 
unter den m letzten Zahlen Uj^ sich immer mindestens zwei modulo 4 
kongruente finden müssen. Ist man so in den Fällen n^3 und, wenn 
m gerade ist, bis zu einem m ^ 2 gelangt, und ist diese Reduktion dann 
zunächst nicht weiter möglich, so kann man aus dem Hauptreste, den 



/« \ 
man gerade vor sich hat, gewiß einen Teilrest (^ ^ 1 (mod 16) mit 



un- 



Substitution 



geraden Zahlen a und ß herausnehmen, und ein solcher geht durch die 

J ^ in eine Grundform über, welche Hauptreste ergibt, die 

anstelle der Zahl ß ungerade Zahlen von anderem quadratischen Cha- 
rakter in bezug auf 4 als /3 enthalten^ wodurch die beschriebene Reduk- 
tion noch einmal anwendbar wird. So kann man in den Fällen n ^ 3 
von f stets zu einer Form g gelangen, deren Determinante entweder un- 
gerade ist oder den Faktor 2 höchstens einmal enthält, und zwar zu einer 
solchen Form, welche auch ungerade Zahlen darstellt 

Im Falle n = 2 würde die hier benutzte Methode zur Verringerung 

/2a \ 
der Zahl m ihren Dienst bei einem Reste ( ^ ^ ) (niod 16) versagen, 

für welchen — a/3 = 1 (mod 4) ist. Ist dann — a/J = 1 (mod 8), so kann 
man eine Zahl rj finden, so daB a -f- ßrj^ durch 8, aber nicht durch 16 



aufgeht, und dieser Rest geht durch die Substitution 



1 
V 1 



1 
8 



in 



einen Rest über, von welchem sich der quadratische Faktor 16 rational 
abtrennen läßt, so daß eine Form g übrig bleibt, die in einen Hauptrest 
mit einer Zahl m = überzuführen ist. In diesem FdUe, also wenn 
— -4 = 1 (mod 8), ist dalier immer C, = 1. 

Hat man aber —-4 = 5 (mod 8), so sind die Fälle w -=» und m = 2 
wesentlich verschieden, und der erste ist mit C^ = l^ der zweite mit 
Cj == — 1 verbunden. Auch der im zweiten Falle sich ergebende Rest 

/2a 0\ 

I j (mod 16), — a/3 = 5 (mod 8) kann in eine Form g mit un- 

gerader Determinante transformiert werden, nämlich durch die Substitu- 



tion 



1 
1 1 



1 
2 



und nachherige Abtrennung des Faktors 4; diese Form 



ist dann aber notwendig von der zweiten Art (sie stellt nur gerade 
Zahlen dar). 

Die Formen g, auf welche man so in jedem Falle kommt, deren 
Determinanten nicht durch 4 aufgehen, besitzen außer den Einheiten c, c. 
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und C^ keine weiteren Charaktere in bezug auf die Primzahl 2, wie ans 
dem Umstände zu entnelunen ist, daß für sie die Gaußschen Summen 
5f(a, 2'), soweit dieselben für ein ^>0 sich noch nicht der Formel (2) 
anpassen^ einfach Null sind. 

Fassen wir alle diese Resultate zusammen, so ist in der Tat gezeigt, 
daß jede vorgelegte Form f rational , in eine Form eines durch ihre 
Zahlen Ä und B völlig bestimmten Geschlechts von der zu diesen Zahlen 
gehörigen Determinante ^BB (B bedeutet den Quotienten aus B und 
dem größten Divisor von Ä und B) transformiert werden kann^ und 
zwar, mit Ausnahme des Falles n = 2, —-4 = 5 (mod 8), C, = — 1, in 
eine Form der ersten Art. 

Wenn n > 2 ist^ kann unter Umständen noch ein zweites Geschlecht 
von der Determinante ^BB und mit denselben Invarianten I, A, B vor- 
handen sein, nämlich wenn diese Determinante und diese Invarianten ganz- 
zahligen, uneigentlich primitiven Formen angehören können; die Haupt- 
rente dieses Geschlechts in bezug auf Moduln 2^ müßten dann aus lauter 

/2a ß\ . 
Formen i ) mit ungeraden a und ß und eventuell noch einer Form 

2al^ mit ungeradem a zusammengesetzt sein, was zu den Bedingungen 
n = 0, -4 = 1 (mod 2), c =• 1 , ^ = Cj oder n = 1 , -4 = (mod 2), c, == (7, 
führen würde. Haben diese Beziehungen statt, so existiert jenes zweite 
Geschlecht wirklich^ und wählt man dann, was für n > 2 immer möglich 
ist, einen jener Hauptreste so, daß die Zahl y in irgendeinem seiner 
binären Teilreste durch 2, aber nicht durch 4 aufgeht, so kommt man 
durch eine mit den Variablen dieses Teilrestes vorgenommene Trans- 

2 



formation 
schlechts zurück. 



oi 



auf eine Form des ersten, eigentlich primitiven Ge- 



ZUR GEOMETRIE DER ZAHLEN 



vni. 

Über die positiven quadratischen Formen und über 

kettenbmchähnliche Algorithmen. 

(Grelles Journal für die reine und angewandte Mathematik, Band 107, S. 278—297.) 

Die wesentlich positiven quadratischen Formen verdienen und ge- 
statten eine besondere Behandlung durch den Umstand, daß sie die ein- 
fachsten Formen sind, bei welchen durch den Wert der Form zugleich 
die Werte sämtlicher Veränderlichen begrenzt sind. Aus diesem Gründe 
erscheinen sie als ein naturgemäßes Hilfsmittel für die Untersuchung von 
Reihen diskreter Größen, und in diesem Sinne sind sie namentlich von 
Herrn Hermite zu wiederholten Malen mit bedeutendem Erfolge ver- 
wendet worden. 

Wenn ihren Koeffizienten auch ganz beliebige reelle Werte, nicht 
durchaus rationale beigelegt werden, so stellen sie doch immer geeignete 
Formen für Zahlen vor, d. h. es hat einen Sinn, die Unbestimmten in 
ihnen auf die Reihe der ganzen Zahlen zu beschränken. Bei einer solchen 
Auffassung können diese Formen im speziellen als der analytische Aus- 
druck gewisser einfacher geometrischer Gebilde gelten, der parallelepipe- 
disch angeordneten regelmäßigen Punktsysteme, und es müssen irgend zwei 
Formen als äquivalent betrachtet werden, welche auseinander durch lineare 
Substitutionen mii^ ganzzahligeu Koeffizienten und von einer Determinante 
±^ 1 hervorgehen. 

Nun entsteht die Aufgabe, eine Vereinigung äquivalenter Formen, 
eine Klasse, vollständig durch Invarianten zu charakterisieren. Erst für 
binäre Formen hat durch die Untersuchimgen von Herrn Kronecker 
diese Aufgabe insofern eine vollkommene Lösung gefunden, als hier in 
hinreichender Anzahl invariante Bildungen als explizite Funktionen eines 
beliebigen Elements der Klasse und in einer Gestalt, welche die In- 
varianteneigenschaft unmittelbar in Evidenz treten läßt, gewonnen sind 
Ähnliche Aufschlüsse hinsichtlich der Formen mit höherer Variablenzahl 
mögen aus den jüngsten Arbeiten dieses Forschers zu erwarten sein. 

Indes ist die genannte Aufgabe einer Lösung noch in einem anderen 

16* 
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Sinne fähig. Gelingt es, aus den unendlich vielen Formen einer Klasse 
durch bestimmte Bedingungen eine einzige auszusondern, so stellt eine 
solche sogenannte reduzierte Form gewissermaßen ebenfalls ein vollstän- 
diges Invariantensystem der Klasse vor, nur daß der Ausdruck dieses 
Systems von irgendeiner gegebenen Form der Klasse auch jedesmal erst 
durch ein gewisses besonderes Verfahren (das dafür aber nur arithmetische 
Operationen in beschränkter Zahl erfordern darf) hergeleitet werden kanu. 

In solcher Art hat Lagrange*) die Theorie der binären quadrati- 
schen Formen in Angriff genommen und zu einem glänzenden Abschlüsse 
gebracht. Seine Resultate über die definiten Formen erhielten durch 
Legend re**) eine Fassung, welche wohl auf ihre Verallgemeinenings- 
fähigkeit hinweisen konnte. 

Aus der fünften Sektion der „Disquisitiones arithmeticae'* entnahm 
Seeber***) die Anregung zu einem Studium der analogen Fragen be- 
treffs der ternären definiten Formen. Seine äußerst mühsame und nicht 
erfolglose Arbeit fand eine angemessene Würdigung in einer von Gaußf) 
herrührenden, höchst bemerkenswerten Anzeige. Namentlich durch zweierlei 
ist diese Anzeige ausgezeichnet: einmal durch den Hinweis auf das von 
uns schon erwähnte geometrische Äquivalent einer Klasse von positiven 
quadratischen Formen, dann durch eine eigentümliche Identität, mittels 
deren eine wichtige, von Seeber nur durch Induktion gefundene Grenze 
für die Koeffizienten seiner reduzierten Formen direkt in Erscheinung tritt. 

Die beschwerliche Methode und die verwickelten Beweise von Seeber 
veranlaßten Dirichletff), für den das nicht Einfache überall nur ein 
Zeichen des Unvollkommenen war, zu einer von Grund aus neuen Be- 
handlung, bei welcher er besonders auch durch die von Gauß nur mehr 
in ihren Umrissen angedeutete geometrische Einkleidung eine außerordent- 
liche Durchsichtigkeit erzielte. Der große Fortschritt von Dirichlet 
bestand darin, daß er nicht mit dem schwerfälligen rechnerischen Aus- 
drucke der Ungleichungen operierte, durch welche Seeber reduzierte Formen 
definiert hatte, sondern mit deren wohlerkannter innerer Bedeutung, 
welche darauf hinausging, die reduzierte Form von gewissen in dem zu- 



*) Recherches d'Arithmetique. Mc^uioires de TAcadömie de Berlin, 1773, p. 266. 
(Oeuvres, T. III, p. 696.) 

♦♦) Theorie des Nombres, a*»" öd., T. I § VIII. 

***) Untersuchungen über die Eigenschaften der positiven ternären quadratischen 
Formen, Freiburg i. B., 1831. 

t) Göttingische gelehrte Anzeigen, Jahrg. 1831, 2. S. 1065 (auch Grelles Journal, 
Bd. 20, S. 312 und Werke, Bd. II, S. 188). 

•Jt) Ueber die Reduction der po.sitiven quadratischen Formen mit drei unbestimmten 
ganzen Zahlen, Grelles Journal, Bd. 40, 1860, S. 20U. (Werke, Bd. II, S. 21.) 
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gehörigen Punktsysteme vorkommenden kleinsten Entfernungen abhängig 
zu machen. 

Dasselbe ebenso einfache wie sachgemäße Prinzip, doch in rein arith- 
metischer Passung, befolgte Hen* Hermite*) in seinen zahlentheore- 
tischen Briefen an Jacobi, welche in demselben Bande von Grelles Journal 
gedruckt sind, in dem die ausführlichere Darstellung Dirichlets nach 
einem bereits vorher im Monatsbericht der Akademie (Jahrg. 1848) ge- 
gebenen Auszuge erschien. Die Untersuchungen von Herrn Hermite 
beziehen sich auf Formen mit beliebiger Variablenzahl; sie beginnen mit 
der Aufstellung des Fundamentalsatzes der Reduktion, wonach die kleinste, 
durch eine positive quadratische Form von n Variablen mittels ganzer 
Zahlen darstellbare, von Null verschiedene Größe in ihrem dimensions- 
losen Verhältnis zur n^^ Wurzel aus der Deteiminante der Form niemals 
einen gewissen, nur von der Zahl n abhängigen Betrag übersteigt; und 
sie stellen sich in ihrem Verlaufe als ein ununterbrochenes Zeugnis für 
die Fruchtbarkeit dieses Satzes in fast jedem Abschnitte der Zahlenlehre 
dar; es seien nur die Anwendungen auf Kettenbrüche, komplexe Einheiten 
und approximative Auflösung von Gleichungen hervorgehoben. 

Insbesondere ergibt sich aus jenem Satze mit Leichtigkeit und noch 
auf mannigfache Weise die Endlichkeit der Klassenanzahl bei Beschrän- 
kung auf ganzzahlige Werte der Koeffizienten und einen festen ganz- 
zahligen Wert der Determinante. Für diese spezielle Folgerung mußte 
offenbar bereits ein Verfahren genügen, um aus jeder Klasse überhaupt 
nur eine endliche Anzahl von Formen, nicht gerade eine einzige auszu- 
sondern. Eine wertvolle Ergänzung lieferte deshalb Herr Camille Jor- 
dan**) durch den Nachweis, daß bei gewissen Festsetzungen wenigstens 
eine bloß von der Variablenzahl abhängige Grenze für die Anzahl der im 
Maximum aus einer Klasse ausgesonderten Formen besteht, indem über- 
haupt die Substitutionen, durch welche die ausgesonderten Formen inein- 
ander bei Äquivalenz oder in sich selbst übergehen könnten, von vorn- 
herein mit der Variablenzahl und zwar in beschränkter Anzahl angewiesen 
erscheinen. 

Neue Gesichtspunkte eröffneten Korkine imd Zolotareff***), indem 
sie jene besonderen Formen heranzogen und bis zur Variablenzahl fünf 
vollständig bestimmten, für welche das in dem Fundamentalsatze von 
Hermite genannte Verhältnis (des durch ganze Zahlen erreichbaren Mini- 
mum zur n*®° Wurzel aus der Determinante) ein Maximum isi 

*) Grelles Journal, Bd. 40, 1860, S. 261—316. (Oenvres, T. I, pp. 100—168.) 
**) Memoire sur requivalence des formes. Journal de Tl^cole Polytechnique 
T. XXIX, Cah. 48, 1880, p. 111. 

***) Mathematische Annalen, Bd. 6, 1878, S. 86G und Bd. 11, 1877, S. 242, 
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In dem vorliegenden Aufsatze versuche ich hauptsächlich , gewisse 
Lücken auszufüllen, welche sich in der Theorie der positiven quadrati- 
schen Formen gegenwärtig noch fühlbar machen. So geht bei den bisher 
eingeführten reduzierten Formen mit höheren Variablenanzahlen der den 
ursprünglichen binären reduzierten Formen von Lagrange innewohnende 
Charakter verloren, durch eine Reihe von linearen Ungleichungen in den 
Koeffizienten definiert zu sein. Es erscheint mir aber theoretisch als eine 
Tatsache von ganz hervorragender Bedeutung, daß man imstande isty aus 

der -5- w (n + I)-fachen Mannigfaltigkeit, in welcher eine jede quadratische 

Form von n Variablen durch einen Punkt, unter Zugrundelegung der 
Werte der Koeffizienten als Koordinaten, repräsentiert wird, aus dieser 
Mannigfaltigkeit mit Hilfe einer beschränkten Anzahl von lauter ebenen 

(~ö~^(^ + 1) — Ij -fachen Mannigfaltigkeiten ein zusammenhängendes Gebiet 

abzugrenzen, in welchem — die Grenzen sind nur teilweise mit einzu- 
rechnen — jeder Punkt je eine Klasse von positiven Formen vertritt, und 
jede solche Klasse auch einmal und nur einmal vertreten ist. 

Ein solches Gebiet wird durch die \-^n{yk •\-\) — X^-hs^^ Mannig- 
faltigkeit aller Formen von einer festen positiven, im übrigen beliebigen 
Determinante in zwei Teile geschieden, von denen der am Nullpunkt be- 
findliche einen endlichen Inhalt hat. Der Ausdruck dieses Inhalts wird 
hier allgemein mitgeteilt. Es steht dieser Inhalt mit interessanten mitt- 
leren Werten der Zahlentheorie im Zusammenhang. 

Die Überführung irgendeiner gegebenen Form in eine reduzierte muß 
durch ausschließliche Verwendung einer beschränkten Zahl a priori anzu- 
weisender Operationen geleistet werden können, und die Ausgangsform darf 
jedesmal nur in bezug auf Reihenfolge und Wiederholung der Operationen 
maßgebend sein; dieser berechtigten Forderung wird hier genügt werden. 

Mit Hilfe einer auch auf Formen mit mehr als drei Veränderlichen 
übertragenen geometrischen Ausdrucksweise gelingt es, den Fundaroental- 
satz von Hermite über das Minimum einer positiven quadratischen Form 
nicht allein als in gewissem Sinne evident hinzustellen, sondern auch die 
in diesem Satze und in Erweiterungen desselben benötigten Grenzen den 
bisher angezeigten gegenüber beträchtlich zu verengem. Dadurch werden 
dann neue, folgenreiche Anwendungen dieses Satzes möglich. — 

1. Die Onmdeigenschaft der wesentlich positiven quadratischen 

Formen. 

Ei'm ioesentlich positive quadratische Form Mnn fmr für eine endliche 
An?aM von ganjsealdigen Wertsystemen ihrer Veränderlichen Werte on- 
nehmen, die eine gegel>ene Größe nicht Oberscfireiten. 
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Denn eine solche Form f mit n Variablen irj, x,, . . ., a;^ ist bekannt- 
lich immer als Summe der Quadrate von n unabhängigen reellen Linear- 
formen ihrer Variablen darstellbar: 

(la) 6a = ^al^l + ^af^l+-" + ^a»^»; '^aftl+O. (a, 6 = 1, 2, . . ., n) 

Eine Ungleichung f^G mit positivem G hat nun für jede der Linear- 
formen abs. 1^ ^ YG zur Folge. Lautet die Auflösung dieser Formen nach 
ihren Variablen: 

so muß daher 

abs. Xf, ^ )/(t (abs. y^^ + abs. 9,^ + • • • + abs. (p^^) (& = 1, 2, . . ,, n) 

sein. Diesem Systeme von Ungleichungen können aber nur eine endliche 
Anzahl von ganzzahligen Systemen x^, x^, , . ,, x^ entsprechen. Natürlich 
brauchen diese dann nicht sämtlich ein f{x^yX^y ...yX^ ^G zu ergeben. 

2. Die geometrisclie Interpretation der wesentlicli positiven 

quadratischen Formen. 

In einer ebenen n -fachen Mannigfaltigkeit mögen die Werte der 
Linearformen ||, |,, ..., 5« solche Koordinaten für einen veränderlichen 
Punkt P abgeben^ daß das Quadrat des von P ausgehenden Linearele- 
ments durch die Summe der Quadrate der Differentiale clg], di^y .,., dl^^ 
ausgedrückt erscheint. Der Nullpunkt der so vorausgesetzten rechtwink- 
ligen Koordinaten heiße 0. Jedem Wertsysteme der Variablen x^, x^y ,.., x^ 
entspricht gemäß (la) ein Wertsystem li, 61, . • ., 6,, und kommt jetzt 
ein Punkt P zu; die Form fix^yX^y . , .yX^ stellt offenbar das Quadrat 
der Entfernung dieses Punktes P von dem festen Nullpunkte dar. 

Welche Punkte gehören nun den ganzzahligen Systemen ^r^^ ^^ . . .^ ;r^ 
an? Um diese Punkte zu finden^ hat man zuvörderst diejenigen n Punkte 
^\y ^tj ' - -y^n kenntlich zu machen, fftr welche jedesmal eine der n Größen 
aTj, a;,, . . ., a;^ den Wert 1 und die anderen n — 1 den Wert NuU haben. 
Liegen diese n Punkte vom Nullpunkte beziehlich um die Strecken 
Pi? Pi» • •> Pn ^^j ^^ ^rA der Punkt, welcher einem willkürlich gewählten 
Systeme x^^y x^y , , .yX^ angehört, gefunden, indem man vom Nullpunkte aus 
die Strecke 

konstruiert, wobei die Additionen in geometrischem Sinne zu verstehen sind. 

Hiemach würde man folgendermaßen zu den sämtlichen Punkten mit 

ganzzahligen Bestimmungsstücken x^y x^ , . .,x„ gelangen können: Man stelle 

in die am Punkte von den dort ausgehenden n Strecken p^, P2, • . •> P„ 
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gebildete n- kantige Ecke — das Vorhandensein einer solchen wirklichen 
Ecke ist die Folge der Unabhängigkeit der Gleichungen (la) — ein mit 
diesen n Strecken als Kanten konstruiertes N-dimensionales Parallelepi- 
pediim. Von den 2n (« — 1) - dimensionalen Begrenznngsebenen dieses 
Parallelepipedum wollen wir die n durch den Punkt nicht hindurch- 
gehenden in ibrer ganzen Ausdehnung, d. h. mit allen ihren Grenzlinien 
verschiedener Dimensionen, also im besonderen mit allen übrigen Eck- 
punkten^ als nicht mehr zu dem Bereiche des Parallelepipedum gehörig 
betrachten; in ähnlichem Sinne wollen wir uns auch künftighin den Bereich 
jedes irgend einmal vorkommenden Parallelepipedum festgesetzt denken. 
An jede der 2n Begrenzungsflächen dieses Grundparallelepipedum lege 
man gleichgerichtet ein vollkommen gleiches Parallelepipedum, an die 
noch freien Begrenzungsflächen dieser Parallelepipeda wieder ein gleiches, 
und dieses Verfahren denke man sich unbegrenzt fortgesetzt. Dann finden 
sich die gesuchten Punkte in den einzelnen Hauptecken dieser nacheinander 
konstruierten Parallelepipeda. 

Das vollständige System dieser Punkte mit ganzzahligen Bestim- 
mungsstücken x^jX^, , . ,,x^ ist um jeden einzelnen seiner Punkte in gleicher 
Weise gelagert. Wir nennen es deshalb ein regelmäßiges Punktsystem. 
Wir werden ein solches System mitunter einfach mit dem Buchstaben $ 
ohne weiteren Zusatz^ oder wenn die Dimension des Systems kenntlich 
gemacht werden soll, mit ^^'^^ bezeichnen. Ein System ^ besetzt nach 
irgendeiner Parallelverschiebung entweder vollständig neue Punkte oder 
tritt wieder ganz in die anfänglichen Lagen seiner Punkte ein. 

Da die zu konstruierenden Parallelepipeda den ganzen vorausgesetzten 
n-dimensionalen Raum lückenlos erfüllen werden, und da sie überdies nach 
den Punkten des Systems zählbar, d. h. ihnen eindeutig zugeordnet sind — 
nach unseren Pestsetzungen über den Bereich dieser Parallelepipeda ist 
ein jeder Punkt des Baumes einem und nur einem der Parallelepipeda zu- 
zuteilen — , so wird innerhalb eines, überallhin gleichmäßig ins Unend- 
liche ausgedehnten Gebiets (man denke beispielsweise an einen t»-dimen- 
sionalen Würfel mit unendlich großer Kante) im Durchschnitt ein Punkt 
des Systems auf einen Raumteil gleich dem Volumen des Grundparallel- 
epipedum kommen. In der Maßzahl dieses Volumens erkennen wir hier- 
nach eine für das Punktsystem an sich charakteristische und von der 
Wahl des Gerüsts, durch welches wir die Punkte verbunden baben, vöUig 
unabhängige Konstante; und den reziproken Wert dieser Maßzahl werden 
wir passend als die mittlere DichtigJceit des Punktsystems bezeichnen können. 

Zu jedem Punktsysteme gibt es offenbar ein geometrisch ähnliches 
Punktsystem von der mittleren Dichtigkeit 1. 
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3. Erneuter Beweis der Omndeigenschaft. 

Die in 1. bewiesene Grundeigenschaft der wesentlich positiven qua- 
dratischen Formen läßt sich nun auch leicht geometrisch einsehen. 

Die gesamten Begrenzungsflächen der vorhin konstruiert gedachten 
Parallelepipeda sind enthalten in n verschiedenen Scharen von lauter 
parallelen und äquidistanten (w — l)-dimensionalen Ebenen, als deren 
Durchschnitte eben die Punkte unseres Systems sich ergeben. Die Di- 
stanzen in den einzelnen Scharen werden durch die n Höhen des Grund- 
parallelepipedum geliefert; die Längen dieser Höhen mögen \, h^, . , ,,h„ 
heißen. 

In jeder einzelnen Schar sind die Elemente nach einer bestimmten 
der n Zahlen x^, x^, . . ., x„ zu numerieren. Im Nullpunkte kreuzen sich 
die Nullelemente aller Scharen; in einem Punkte P mit ganzzahligen Be- 
stiramungsstücken x^,x^y...,x^ das x^ Element der ersten, das x^^^ der 
zweiten, . . ., das x^ der n^^ Schar. Nun kann der Abstand OP nicht 
kleiner sein als der senkrechte Abstand zweier durch und P gehenden 
(w — l)-dimensionalen Parallelebenen. Soll also der Abstand OP eine 
gegebene Länge "j/G nicht überschreiten, d. h. soll: 

sein, so müssen um so mehr die Ungleichungen statthaben: 

(3) h^ abs. x^ ^ YG, (a = 1 , 2, . . ., n) 

und diesen kann wieder nur eine beschränkte Anzahl von ganzen Zahlen 
genügen. 

4. Positive qaadratisclie Form und Parallelepipcduiii. 

Die mit Ausnahme des Falles w = 1 immer vorhandene Willkür in 
der Darstellung einer positiven quadratischen Form /' als Summe von n 
Quadraten linearer Formen betriflFt geometrisch nur die Neigung der Ele- 
mentarparallelepipeda gegen die rechtwinkligen Koordinatenachsen, auf 
welchen die linearen Formen ihre Auslegung finden: es sind nämlich die 
Projektionen der Strecken p^ auf die Achsen der 5i? 62» • •? 6» genau die 
Koeffizienten ^r^^, ^r,^, . . ., ;r^^ der zugehörigen Variablen ar^ in den linearen 
Formen J^, |„ . . ., §^. 

Die Figur des Elementarparallelepipedum, ohne Rücksicht auf ihre 
Stellung im vorausgesetzten n-dimensionalen Kaume, aber mit Kennzeich- 
nung ihrer Ursprungsecke und der Reibenfolge der Kanten an dieser Ecke, 
bestimmt eindeutig den Ausdruck der Fonn f in ihren Koeffizienten. Soll 
dieser: 

^4, /--J«..-... (".'-•.2.-.;) 



250 Zur Geometrie der Zahlen. 

IsuteD, so bedeutet jedesmal ein Koeffizient q^^ mit gleichen Indizes das 
Quadrat der Lange der Strecke p^, und ein Koeffizient g^^ mit verschie- 
denen Indizes das Produkt ans den langen der Strecken p^ und p^ und 
dem Kosinus des Neigungswinkels dieser Strecken. Femer bedeuten: 
1. die Determinante der Form, q^ = A, das Quadrat des Inhalts des 

Parallelepipedum, 2. die symmetrischen Unterdeterminanten - — die Qua- 

drate der Inhalte seiner paarweise einander gleichen Begrenzungsebenen, 
so daß ffir die n Höhen des Parallelepipedum die Ausdrucke resultieren: 



h 



a 'l/Ä;* (a-l,2,...,n) 



AUe diese Beziehungen sind am einfachsten durch ein Zurückgehen auf 
das rechtwinklige Koordinatensystem der S|, Is» - • -' ^ einzusehen, werden 
fibrigens sofort noch klarer hervortreten. 

umgekehrt gehören dagegen zur gegebenen wesentlich positiven Form 
f (Formel i)) in dem gleichen Räume von n Dimensionen immer zwei ver- 
schiedene Arten von tt-kantigen begrenzten Ecken, und dementsprechende 
Parallelepipeda. Denn zunächst haben wir jedenfalls in 2. eine solche Art 
gefunden, und zwar auf Grund irgendeiner Darstellung von /' als Summe 
der Quadrate von n linearen Formen, um das dabei angewandte Ver- 
fahren beschreiben zu können, ohne auf die Bedeutung der g- Koordinaten 
wieder eingehen zu müssen, woUen wir uns auf den positiven Seiten der 
rechtwinkligen Koordinatenachsen der 1^, 1,, . . .^ |, die n Punkte E^,E^,...yE^ 
markiert denken, welche in der Einheit der Entfernung von abliegen, 
und die geometrischen Strecken nach diesen Punkten mit e^, ^y • • •» t» be- 
zeichnen. Dann entsteht die erste, zur Form f gehörige Ecke 0{P^ -Pj • . •, -PJ 
ans 2. einfach, indem in die Strecken: 

(4a) P6=- JTi^ Ci + Äj^e, + •••-}- .-r^ftC, (6-1,2,.. ., n) 

angefügt werden. Der günstige Erfolg dieser Operation läßt sich am 
besten mit Hilfe einer von Graßmann eingefQhrten Symbolik übersehen: 
Das Produkt aus den Langen zweier Strecken I und m und dem Kosinus 
ihres Neigungswinkels mag das innere Produkt dieser Strecken heißen 
und I m geschrieben werden. Offenbar gilt fQr diese Art von Multi- 
plikation neben den Regeln 6^,6^ = 1, c^c^=0(a + ?>) d^ distributive 
Gesetz, und daraus geht sofort Pa\Pb"^ ^ab h^i^vor. Andererseits aber folgt 
allein aus den Beziehungen PaiP6^ iatf sowie man mit Hilfe der aus (Ib) 
entnommenen Koeffizienten n Strecken: 

(4b) ^a-VaxVi + g>«iP«+ • • • + <3Pa»P« (a = 1, 2, . . ,. n) 

bildet, mit Notwendigkeit: e^ c„= 1, C^ C^^* 0(rt =+= &); und also jedesmal 
eine rechtwinklige Ecke mit n Kanten gleich der Längeneinheit. 
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Von solchen rechtwinkligen Ecken gibt es nun in einem Räume Yon 
n Dimensionen (genau so wie im speziellen Falle n =» 3) immer zwei 
Arten, die innerhalb dieses Raumes nicht in allen ihren entsprechenden 
Kanten zugleich zur Deckung zu bringen sind. Eine Art können wir als 
durch die Ecke 0{E^E^ . . . E^ der Koordinatenachsen definiert betrachten. 
Dann entsteht die zweite Art. durch Spiegelung dieser Ecke an irgend- 
einer (n — l)-dimensionalen Ebene, und durch die nämliche Spiegelung 
muß aus der zuerst gefundenen Ecke 0{P^P^.,.F^ eine zweite zu/* 
gehörige Ecke heryorgehen. Der Spiegelung an einer Ebene: 

entspricht die Umwandlung der Koeffizienten sr^^ in: 

--.- 2p*^,'^4'^±r. ++,V''-)^«. («, ft= 1, 2, . . ., n) 

Man überzeugt sich leicht, daß dabei die Quadratsumme der linearen 
Formen 5i>?2?->6» den Ausdruck /" ungeändert beibehält, die Deter- 
minante l^r^ft hingegen in den entgegengesetzten Wert übergeht, was eben 
das Zeichen dafür ist, daß in der Tat eine Ecke neuer Art gewonnen ist. 
Überhaupt können wir nämlich in n Dimensionen zwei Arten von 
^»-kantigen wirklichen Ecken unterscheiden, in diesem Sinne: n-kantige 
Ecken gleicher Art sind durch kontinuierliche Abänderungen, ohne daß 
sie aufhören, wirkliche Ecken zu bleiben, zum Zusammenfallen in allen 
ihren entsprechenden Kanten zu bringen; bei n-kantigen Ecken ungleicher 
Art ist solches nicht möglich. Daß n Strecken Pi, p2? • • •> Pn ®^^® wirldiclie 
Ecke bilden, heißt soviel, wie daß sie auf ein Parallelepipedum von nicht- 
verschwindendem n-dimensionalem Inhalte führen. Den fraglichen Inhalt 
können wir als eine Art von Produkt auffassen und Pi pj • . . p, schreiben. 
Wir haben es alsdann mit der sogenannten äußeren Multiplikation von 
Strecken zu tun (es ist das wieder eine Bezeichnung von 6 r aß mann), 
für welche neben dem distributiven und dem assoziativen Gesetze oifenbar 
die Regel gilt, daß das Produkt einer Strecke in sich selbst Null ist, 
woraus für zwei Strecken I und tu durch Betrachtung von (I -f m)(I + m) 
sich Im = — tnl ergibt; und mit Hilfe dieser Regeln folgt aus (4a): 

PiPa • • • P«^ ^afrl^i^» • • • ^n- ^^^ Nichtverschwinden der Determinante 
n^^f, ist hiemach für die Bildung einer wirklieben Ecke charakteristisch, 
und nach dem Vorzeichen dieser Determinante richtet sich dann, wie man 
leicht einsieht, die Art der Ecke. 

In dem aus einer Ecke (pi; Ps; . • -^ pj folgenden Parallelepipedum be- 
findet sich der betreffenden Ecke diametral gegenüber eine Ecke mit den 
Kanten — p,, — P»> • • •? "~ P«? diese zweite Ecke gehört offenbar zu der- 
selben quadratischen Form, ergibt aber bei ungeradem n ein entgegen- 
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gesetztes Kantenprodakt. Bei ungeradem n sind demnach die Parallel- 
epipeda, welche aus zwei zusammengehörigen Ecken ungleicher Art ent- 
stehen, im wesentlichen identisch, sie erscheinen nur yerschieden aufgefaßt, 
während bei geradem n eine Deckung solcher zweier Parallelepipeda in 
der Regel erst innerhalb eines dimensionsreicheren Raumes zu erzielen 
sein wird. — 

Da die quadratische Form f als Ausdruck eines parallelepipediseh 
geordneten, regelmäßigen Punktsystems in einem gegebenen Räume, wie 
wir sehen, eine Zweideutigkeit bestehen laßt, so erscheint es yielleicht 
angebrachter, als solchen Ausdruck die lineare Form: 

ZU nehmen. In dieser sind die Koeffizienten allerdings nicht reine Zahlen, 
sie bedeuten vielmehr Strecken, bestimmt in Richtung und Länge; aber 
durch ausschließliche Betrachtung dieser Strecken sind keine weiteren 
Zahlgrößen zu entnehmen, als eben die Koeffizienten von f. Das Volumen 
PiPi' ' Pn 8®^zen wir immer als von Null verschieden voraus. Nach der 
vorhin erklärten Ausdrucksweise würde /* als das innere Produkt dieser 
linearen Form p in sich selbst, als ihr inneres Quadrat, zu bezeichnen sein. 

5. Auschauliche Auslegung des Äquivalenzbegriffis. 

Ist ein, auf irgendeine Weise in parallelepipedischer Anordnung 
gegebenes regelmäßiges Punktsystem ^("^ noch weiterer solcher Anord- 
nungen fähig? 

Bei jeder solchen Anordnung müßte jeder Punkt des Systems als 
Ausgangspunkt einer, in n anderen Punkten des Systems endenden Ecke 
eines jedesmal gleichen Parallelepipedum erscheinen, in dessen Bereich — 
wenn die dem Punkte nicht anliegenden Begrenzungsflächen immer voll- 
ständig ausgeschlossen werden — kein weiterer Punkt des Systems fallen 
dürfte. Verbinden wir also zunächst einen beliebigen Punkt des Systems 
mit n beliebigen anderen Punkten des Systems, die nur nicht sämtlich 
mit zusammen bereits in einer (n — l)-dimen8ionalen Ebene liegen 
sollen. Die Strecken von nach diesen n Punkten mögen Qi, Qj, • • , Q« 
heißen. Da diese Strecken lauter Punkte des Systems verbinden, so 
werden sie mit den für die gegebene Anordnung charakteristischen Strecken 
PiyPiy'fPn dui'ch irgendwelche Relationen: 

^b = «i6Pi + «26p2 + • • • + s„,\), (6= 1, 2, . . ., n) 

mit lauter ganzzahligen Koeffizienten s^f, verbunden sein, die nur ein 
nichtversch windendes Volumen (li (I2 • • • fl» (ß- ^- ^^^^ nichtverschwindende 
Determinante is^^i) zu ergeben haben; und deshalb wird dann weiter auch 
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jede beliebige, von aus konstruierte Strecke q^y^ + ^^y^ + • • + C|„y„ = q 
mit ganzzahligen Bestimmungsstücken yi,y^, • • -j^n *^^ einen Punkt des 
Systems auslaufen müssen. 

Ein von aus, der eben genannten linearen Form q gemüß, in par- 
allelepipedischer Anordnung aufgebautes Punktsystem D wird also ganz 
in dem vorausgesetzten Punktsysteme ^ enthalten sein. Dieses System D 
wird mit ^ zusammenfallen, also eine neue parallelepipedische Anordnung 
von ^ darbieten, wenn die Parallelepipeda von D in ihren Bereichen — 
dieselben in dem früher festgesetzten Sinne genommen — außer ihrer 
jedesmaligen Hauptecke keine weiteren Punkte von ^ enthalten. Jeden- 
falls enthält nun jedes dieser Parallelepipeda gleich viele Punkte aus ^, 
sagen wir 5, und an lauter entsprechenden Stellen, da die Parallel Ver- 
schiebungen, durch welche D mit sich selbst zur Deckung kommt, ja 
nichts weiter als ein Teil der Deckbewegungen von ^ sind. In 2. sahen 
wir, daß innerhalb eines unendlich großen n-dimensionalen Würfels aus 
dem Punktsysteme ^ im Durchschnitt ein Punkt auf einen Raumteil 
gleich dem Volumen Pipj . . . p» kommt und nun sollen offenbar s solcher 
Punkte im Durchschnitt auf einen Raumteil gleich dem Volumen qiqs • • • q« 
= s^^ P1P2 • • • P« kommen. Mithin kann die Zahl s nur den absoluten 
Wert der Determinante s^^j vorstellen, und die Bedingung für eine neue 
parallelepipedische Anordnung des Punktsystems ^ lautet: |*\,6 == + 1. 
Es ist geometrisch evident, daß bei Erfüllung dieser Bedingung umgekehrt 
auch pi, pj, . . ., p„ als lineare Funktionen von q^, q^, . . , q„ lauter ganz- 
zahlige Koeffizienten werden aufweisen müssen. 

Die Form q geht aus der Form p = p^x^ + )f^x^ + • • • + p,,a:„ ver- 
mittels der Substitution: 

hervor, und es ist klar, daß durch dieselbe Substitution aus der quadrati- 
schen Form PIP^/* eine quadratische Vorm g entsteht, welche als das 
innere Quadrat von q erscheinen wird. Die Eigenschaften der zugehörigen 
Punktsysteme machen es verständlich, daß man die, durchi eine solche 
lineare Substitution mit gänzzahligen Koeffizienten aus einer Form f her- 
vorgehende Form g als enthalten in der Form f bezeichnet, ebenso, daß 
man sie der Form f äquivalent nennt, wenn die Determinante |ä^6| = ±1 
ist. Man spricht von eigentlicher oder uneigentlicher Äquivalenz, je nach- 
dem s^f^ =1 oder = — 1 ist, je nachdem also die für f und g überein- 
stimmenden Punktsysteme aus Ecken gleicher oder ungleicher Art her- 
zuleiten sind. Da bei ungeradem n vermöge der Substitution iCj = — y^ , 
a^g = — y^, . . ., a:,^ = — y^ jede Form sich selbst auch uneigentlich äquivalent 
ist, so hat diese letztere Unterscheidung nur bei geradem w einen Wert; 
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natürlich können auch hier nnter Umstanden Formen einander eigentlich 
und uneigentlich äquivalent zu gleicher Zeit sein. 

Eine Klasse von äquivalenten Formen entspricht nun dem Inbegriff 
aller möglichen parallelepipedischen Anordnungen eines Punktsystems ^. 

6. Ton dem Minimum einer wesentlich positiven quadratisclien Form. 

In einem parallelepipedisch geordneten^ regelmäßigen Punktsysteme 
^("^ denken wir uns um irgendeinen Punkt des Systems als Zentrum 
zwei n-dimensionale Kugeln konstruiert; der Radius der einen sei die 
kleinste der Höhen des Elementarparallelepipedum^ der Itadius der anderen 
die kleinste der Längen seiner Kanten. Nach (3) kann in das Innere der 
ersten Kugel außer kein weiterer Punkt des Systems fallen; dagegen 
liegen gewiß zwei solcher Punkte an den Enden eines bestimmten Durch- 
messers der zweiten, mithin jedenfalls nicht kleineren Kugel. Nach 1. oder 
3. können wir alle Punkte bestimmen, welche in der Schicht zwischen 
den beiden Kugeln^ die Begrenzungen mit eingerechnet, sich vorfinden; 
ihre Anzahl ist nach den dortigen Sätzen eine beschränkte. Unter diesen 
Punkten werden dann ein oder vielleicht mehrere Paare vorhanden sein, 
welche dem Punkte am nächsten liegen. Die Entfernung dieser nächst- 
gelegenen Punkte von bezeichnen wir mit )/3äf; wegen der Regel- 
mäßigkeit des Punktsystems ist dieses dann überhaupt die kleinste Ent- 
fernung zweier Punkte, welche im Systeme vorkommt. Zugleich ist M 
die kleinste, von Null verschiedene Größe, welche durch die, zur gegebenen 
Anordnung des Systems gehörige quadratische Form f mittels ganzer 
Zahlen darstellbar ist; wir nennen M das Minimum dieser Form f. Fast 
evident erscheint nun die folgende wichtige Eigenschaft: 

Die kleinste Entfernung zweier Punkte in einem regelmäßigen Punkt- 
Systeme kann nidit einen gewissen, durdi die mittlere Dichtigkeit des Systetns 
bestimmten Betrag übersteigen. 

Denn denken wir uns um jeden Punkt des Systems einen n-dimen- 

sionalen Würfel von der Kante —pzYlÄ abgegrenzt, indem wir jedesmal 

yn 

den Punkt als Mittelpunkt des Würfels nehmen — wir kcmnen ims etwa 
alle diese Würfel parallel orientiert vorstellen — , so sind die vom Mittel- 
punkte am weitesten abliegenden Punkte eines solchen Würfels jedesmal 
seine Eckpunkte, und die Entfernung dieser vom Mittelpunkte betragt 

das -g yn- fache der Kante, also hier « V^. Wegen der Bedeutung der 

Länge yH können daher diese Würfel sich niemals durchdringen, sie 
können höchstens unter Umständen in ihren Eckpunkten zusammentreffen, 
müssen im übrigen aber außerhalb ihrer Seitenflächen noch einen freien 
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Baum zwischen sich lassen. Ziehen wir diesen freien Raum in Betracht, 
so kommt also in einem, überallhin gleichmaßig ins Unendliche ausge- 
dehnten Räume auf einen Raumteil gleich dem Volumen eines der Würfel 
im Durchschnitt weniger als ein Punkt des Systems. Dieses Volumen 
muß abo nach den Betrachtungen in 2. kleiner sein als das Volumen des 
ElementarparaUelepipedum^ d. h. wir haben: 

oder: 

(6a) M<nyE, 

womit unsere Behauptung erwiesen ist. In dem sehr einfachen FaUe 
n»l, den wir hier stillschweigend übergangen haben, müßte in diesen 
Formeln offenbar das Gleichheitszeichen statt < genommen werden. 

Wir haben so den folgenreichen Satz von Herrn Her mite über das 
Minimum einer positiven quadratischen Form in das rechte Licht gesetzt 
und zugleich in n^A eine sehr viel engere Grenze für dieses Minimum 
gefunden, als sie, die kleinsten Zahlen n ausgenommen, bisher bekannt 
ist (s. unten 10.). Wir können aber sofort auch diese Grenze noch ein- 
schränken. Konstruieren wir nämlich um jeden Punkt des Systems als 

Mittelpimkt eine n-dimensionale Kugel mit dem Radius - l/Jlf , so müssen 

auch diese, den vorhin konstruierten Würfeln umschriebenen Kugeln sich 
gegenseitig vollständig ausschließen und zwischen sich noch einen freien 
Raum lassen, und es muß also auch das Volumen einer solchen Kugel 
kleiner sein als das Volumen des Elementarparallelepipedum. Nun betragt 
das Volumen einer n-dimensionalen Kugel vom Radius 1 bekanntlich: 

d. h. je nachdem n gerade oder ungerade ist: 

oder 



. « « n — 13 5. 

1 . 2 • 8 • • • — 
2 



also finden wir: 



r(i+y)^ 

Durch Benutzung des asymptotischen Ausdrucks der f- Funktion folgt 
daraus leicht: 
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Jf<-|^]/w;ra5»f/A, 



so daß diese zweite Grenze für das Minimum bei großen Werten von n 

2 

ungefähr das — = 0,234 . . .-fache der früher gefundenen ausmacht. Später 
werden wir noch engere Grenzen für das Minimum kennen lernen. 



7. Anwendung auf die Theorie der algebraischen Zahlen. 

Eine der ersten Anwendungen, welche Herr Hermite von der 
Existenz einer Grenze für das Minimum positiver quadratischer Formen 
gemacht hat, betraf die Theorie der algebraischen Zahlen. Die großen 
Portschritte, welche auf diesem Gebiete seitdem erzielt sind, und anderer- 
seits die im vorhergehenden gefundene natürlichere Grenze für das 
Minimum ermöglichen es uns, diese Anwendung wesentlich zu vertiefen 
und sie zugleich in vollkommenerer Form zur Darstellung zu bringen. 

Es sei ö eine Wurzel einer irreduktiblen ganzzahligen Gleichung von 
einem Grade n, welcher größer als Eins sei; und es bedeute das 
System aller ganzen algebraischen Zahlen, welche unter den rationalen 
Funktionen von mit ganzzahligen Koeffizienten überhaupt zu finden 
sind. Es sei ferner ca^, ©j, . . ., cj^ irgendeine Reihe von n Zahlen aus o, 
für welche das Quadrat der Determinante 

KM (A,Ä-=l,2,...,n) 

aus den n konjugierten Reihen von Null verschieden und dazu dem 
absoluten Betrage nach möglichst klein ausfalle, und der dabei eintretende 
Wert dieses Quadrats, die sogenannte Diskriminanf^ von o, heiße /). Das 
System o stimmt dann genau überein mit den Werten der Form 

m^Xj^ + o^x^ H h (o^x„ = 09 

für alle möglichen ganzen Zahlen x^^ iig, . . ., a:^, und diese Werte sind 
untereinander alle verschieden*). Wenden wir dieselben Zeichen x^y x^, . . .,^^ 
für die Unbestimmten einer beliebigen, wesentlich positiven Form f mit 
entsprechender Zahl n an, so kann daher ein, dieser Form f gemäß 
parallelepipedisch aufgebautes regelmäßiges Punktsystem D gewissermaßen 

*) Kronecker, Grundzüge einer arithmetischen Theorie der algebraischen 
Größen. Festschrift zu Herrn Kummers Doktorjubiiäum. Grelles Journal Bd. 92, 
S. 99. (Werke, Bd. IT, S. 860.) — Dedekind, Allgemeine Zahlentheorie (Snppl. XI 
zu den Vorlesungen über Zahlentheorie von Dirichlet, IIT. [[oder IV.] J Aufl.). — Für 
unsern speziellen Zweck liegen die Dedekindschen Begriffsbestimmungen besonders 
günstig; auf das soeben genannte Werk beziehen sich im folgenden die Zitate mit 
dem Buchstaben I). 
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als Trager des gesamten Zahlensystems o betrachtet werden; wir haben 
nur festzusetzen^ welcher Punkt der Zahl = entsprechen soll. 

unter einem Ideal des Gebietes o versteht man nach Herrn Dede- 
kind jedes in o enthaltene und nicht aus der Zahl Null allein bestehende 
Zahlensystem a, dessen Inhalt keine Bereicherung erfahren konnte, weder 
wenn man Summen und Differenzen aus seinen Zahlen^ noch wenn man 
Produkte aus seinen Zahlen in Zahlen aus hinzunehmen wollte (D. § 168. 
[[TV. Aufl., § 177]]). Als Trager eines Ideals a erscheint ein, im Punktsysteme 
D im Sinne von 5. enthaltenes, ebenfalls parallelepipedischer Anordnungen 
fähiges, regelmäßiges n-dimensionales Pimktsystem S[; der Quotient aus 
der mittleren Dichtigkeit des Punktsystems O and der mittleren Dichtigkeit 
dieses darin enthaltenen Punktsystems % heißt die Norm des Ideals q, in 
Zeichen: Nm(Q). Es gibt immer nur eine beschränkte Anzahl von Idealen, 
welche dieselbe Norm haben. Das System o, selbst ein Ideal, ist offenbar 
das einzige yon der Norm 1. Die Gesamtheit aller Zahlen in o, welche 
durch eine bestimmte, von Null verschiedene Zahl ri aus o teilbar sind, 
konstituiert ein sogenanntes Hauptidedl Oi^; die Norm eines solchen ist 
der absolute Wert der Norm von 17, d. i. des Produkts der n konjugierten 
Zahlen iy', iy", . . ., rf^\ welche zu den einzelnen n Wurzeln der irreduk- 
tiblen Ausgangsgleichung in derselben Beziehung stehen wie die Zahl 17 
zu der Wurzel 6 dieser Gleichung. 

Unter dem Produkte ab zweier Ideale Q und 6 versteht man den In- 
begriff aller Zahlen, welche sich als ein Produkt aus einer Zahl in a und 
einer Zahl in 6 oder als Summe mehrerer solcher Produkte darstellen 
lassen; das Produkt ah ist wieder ein Ideal und seine Norm das Produkt 
der Normen von und von b (D. § 170 [[IV. Aufl., § 177 u. § 180]]). 
Beziehungen zwischen Produkten aus Idealen lassen ganz analoge Folge- 
rungen zu wie Beziehungen zwischen Produkten aus rationalen ganzen 
Zahlen; das Ideal spielt dabei die Rolle der Zahl 1. 

Zu jeder von Null verschiedenen Zahl ft eines Ideals a gibt es ein 
bestimmtes Ideal tn, welches die Gleichung 0^ <-> am befriedigt und also 
die Fähigkeit besitzt, durch sein Hinzutreten als Faktor das Ideal Q in 
ein Hauptideal zu verwandeln (D. § 175 [[IV. Aufl., § 178]]). Die Ideale 
werden nach den Multiplikatoren klassifiziert, welche geeignet sind, sie in 
Hauptideale zu verwandeln und über diese Multiplikatoren wollen wir nun 
einen wichtigen Satz ableiten. Zu dem Ende legen wir jedoch eine quadra- 
tische Form f von besonderer Beschaffenheit zugrunde, nämlich wir setzen: 

/• =2' A*(abs. (DjWar, + <)«:, + • • • + o) W«J» (A =» 1, 2, . . ., n); 

h 

die linearen Formen in diesem Ausdrucke sollen die n mit der Form a 

Minkowski, GM«mmelte Abluuidlimg«n. L 17 
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konjugierten Formen vorstellen; unter (abs.)* soll das Quadrat des abso- 
luten Betrags einer solchen Form verstanden werden, die Variablen als 
reelle Größen gedacht; femer sollen die Xj^ beliebige positive Eonstanten 
bedeuten. Ein solches f ist eine wesentlich positive quadratische Form, 

und die Determinante dieser Form hat den Ausdruck Jlx^^ abs. D, unter 

h 

abs. D den absoluten Wert der Diskriminante D verstanden. Die mittlere 

Dichtigkeit in dem, zu einem Ideal a gehörigen Punktsysteme 9 wird 

demnach 

1 :Nm(o)l/flVabs.2) 

h 

betragen. Fassen wir nun in dem Punktsysteme 9 einen Punkt ins Auge, 
welcher möglichst nahe dem Nullpunkte liegt, und benutzen wir die 
in (6 a) gegebene Gh^nze für die kleinste Entfernung zweier Punkte in 
einem regelmäßigen Punktsysteme, so können wir aus dem Orte dieses 
Punktes n Zahlen x^, x^, . . ., x^ erschließen, für welche 

eine Zahl in a ist, und zugleich erweist sich für diese Zahlen der Ausdruck 

^ X, (abs. (i^'>y < n V JTV^m a)* abs. D. (Ä= 1, 2, ..., n) 
h * 

Ein besonderer Nachdruck ist aus einem bald ersichtlichen Grunde darauf 
zu legen, daß hier das Zeichen < und nicht etwa ^ sich einfindet. Be- 
nutzen wir nun, daß eine Summe von n positiven Größen niemals kleiner 
ist als das n- fache der n^^ Wurzel aus dem Produkte der n Größen, 

und setzen wir zugleich (Nm ft)* für JJ(ah9, ^^*^)^, so können wir aus 

h 

der vorstehenden Ungleichung die weitere entnehmen: 

n VflK-O^^V^y < n Vllh ' (Nm a)* abs. D. (A - 1, 2, . . ., n) 

h h 

Ist nt das Ideal, welches die Gleichung Oft =» am befriedigt, so haben wir 
Nm(a)Nm(tn) -= ± Nm(fi), und wir finden demnach: 

Nm(m)<yabs. Z*. 

Zu jedem Ideal gibt es behufs Herstellung eines Sau^ideals mindestens einen 
Multiplikator, bei wdcliem die Norm weniger beträgt als die Wurzel aus dem 
absoluten Werte der IHsIcriminante. 

Als eine spezielle Folgerung geht daraus der bekannte Satz hervor, 
daß eine endliche Anzahl von Multiplikatoren ausreichend ist, um alle 
Ideale in Hauptideale zu verwandeln*). Eine andere, sehr bemerkenswerte 



*) Dieser Satz ist auf Herrn Ero necker zunickzufuhren. Vgl. die Bemerkungen 
auf S. 64 der Festschrift zu Herrn Kummers Doktorjubiläum, Grelles Journal, Bd. 92. 
(Werke, Bd. II, S. 320.) 
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Folgerung ist diese: Da die Norm eines Ideals eine ganze Zahl, mindestens 
gleich Eins ist, so ergibt die letzte Ungleichung 1 < )/^bs. 2), also muß 
D von ± 1 verschieden sein, d. h.: 

Jede Dishriminante enthalt Primedlüen als Faktoren. 

Diese das Wesen der algebraischen Zahlen tief berührende Eigen- 
schaft findet sich auf Seite 21 der eben zitierten Festschrifb von Herrn 
Eronecker ausgesprochen; doch ist ein Beweis dieser Eigenschaft bisher 
nicht yeröffentlicht worden. 

Überhaupt kommen die kleinsten positiven wie negativen Zahlen bis 
zu gewissen von der jedesmaligen Ordnimg n abhängigen Grenzen als 
Werte von Diskriminanten nicht vor. 

Denn benutzen wir die zweite in 6. gefimdene Grenze für das Mini- 
mum einer positiven quadratischen Form, so finden wir im übrigen nach 
genau demselben Verfahren, wie bei der ersten Grenze, eine schärfere Un- 
gleichung, nämlich die folgende: 

(7 b) Nm (m) < -^^ ^ \ Y^s. D, 



1^(t)1 



n 



n 



und diese können wir wieder mit der Ungleichung 1 ^Nm(m) verbinden; 
so zeigt sich, daß der absolute Wert einer Diskriminante n^ Ordnung 

[ff 

sicherlich immer die Größe ~ übertrifft. 



.8n 



nare 

Die zuletzt gefundene Grenze für die Norm eines Multiplikators 
wollen wir noch in einem Beispiele anwenden. Herr Wolfs kehl*) hat 
vor kurzem den Nachweis geliefert, daß der zweite Faktor der EHassen- 
anzahl für die aus den 13*^ Wurzeln der Einheit gebildeten Zahlen gleich 
Eins ist. Dieser Nachweis erforderte außer einer Benutzung der Reuschie- 
schen Tafeln noch recht verwickelte Rechnungen. Wir können hier ein- 
facher zu demselben Satze gelangen und noch hinzufügen, daß die gleiche 
Erscheinung auch bei den 17*®^ und 19**" Wurzeln der Einheit eintritt; 
ja später werden wir sogar durch ähnliche Mittel dieses Resultat noch 
weiter auszudehnen imstande sein. 

Stellt k eine ungerade Primzahl vor, so bedeutet der zweite Faktor 
der EHassenanzahl für die aus den A^^ Einheitswurzeln gebildeten Zahlen 
— wir machen augenblicklich von der Kummer sehen Terminologie Ge- 

brauch — dasselbe wie die Klassenanzahl für die aus den — - — zwei- 



♦) Grelles Journal, Bd. 99, S. 178. 

17 
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gliedrigen Perioden dieser Einheitsworzeln gebildeten Zahlen. Die Diskrimi- 

nante des Systems dieser letzteren Zahlen hat den Ausdmck V ; setzen 

wir in die Ungleichung (7 b) diese Größe für D nnd zugleich fELr n, 

Bo erlangt die rechte Seite dort folgende Werte: 

fÖrA-5, 7, 11, 13, 17, 19, 

Bis zu diesen Grenzen hatten wir also höchstens die Normen der Multi- 
plikatoren zur Heryorbringung wirklicher Zahlen zu suchen, und wenn 
alle Zahlen bis zu diesen Grenzen sich in wirkliche Faktoren zerlegen 
lassen sollten, so kommen in den hier betrachteten Fallen ideale Multi- 
plikatoren und demgemäß auch ideale Zahlen überhaupt nicht vor. Nun 
entnehmen wir aus den Reuschieschen Tafeln, daß für die soeben auf- 
gezahlten Werte von l alle Zahlen unter 1000 sich in wirkliche Faktoren 
zerlegen lassen. Wir haben also nur noch in bezug auf Jl = 19 fest- 
zustellen, daß hier die Primzahlen zwischen 1000 und 1027, das sind 
1009, 1013, 1019, 1021, ebenfalls einer solchen Zerlegung innerhalb des 
durch die entsprechenden zweigliedrigen Perioden bestimmten Gebiets 
fähig sind« Nun gehören in bezug auf die Primzahl 19 die Zahlen 1009 
und 1021 zum Exponenten 18, die Zahl 1013 zum Exponenten 9; diese 
Zahlen sind also in dem fraglichen Zahlengebiet der zweigliedrigen 
Perioden selbst noch Primzahlen. Die Zahl 1019 endlich gehört modulo 19 
zum Exponenten 6, ihre PrimfEiktoren werden also Yon den drei sechs- 
gliedrigen Perioden der 19^ Einheits wurzeln abhängen. Diese sind die 
Wurzeln der Gleichung iy' + iy* — Biy — 7 = 0, deren Diskriminante den 
Wert D » 19* hat. Da nun in dem durch diese Wurzeln bestimmten 
Gebiete nach den Beuschleschen Tafeln die Zahlen bis zu V^— 19 in 
wirkliche Faktoren zerlegbar sind, so können in diesem Gebiete ideale 
Teiler nicht existieren, und demnach muß auch 1019 in drei wirkliche 
Faktoren zerlegt werden können. 



IX. 

Th^orömes arithm^tiqnes. 

Eztrait d*ime lettre de M. H. Minkowski k M. Hermite. 
(Ck)mpteB renduB de rAcad^mie des Sciences, t. 112, pp. 809 — 212.) 

»La m^thode g^m^trique de mon travail*), tradoite en langue 
purement analytique, conduit ä ce th^oreme susceptible d'une application 
tr^s ^tendue: 

"^Soü n un nomhre plus grand que 1; soient i, rj, ^^ . . ., n formes 

lineaires independantes ä n variables x, y, .. . . Parmi ces formes, soieni 

ß paires c^imaginaires conjugees et Tes autres n — 2j9 — > a formes redles. 

L'un ou Vautre des nombres a et ß peut aussi etre egal ä zero. SoU A le 

determinant des formes £9 i?» S» • • • • Soit enfin p une quantite qudconque 

^ 1. On peiU toujours assigner ä x, y, z, . . . des valeurs entieres, de sorte 

qtAe la somme 

(abs. iy + (abs. iy)^ + (abs. ?)''+••• 

soit differente de eero et en mime iemps plus petite que la quantite 



■('+7) 



p 

n 



^' [r(. + i)]%-y[r(. + })]' 

qui est elle-meme plus petite que 

p 

n(abs.A)*. 

Ici abs. signifie «valeiir absolue de> et f d^signe la fonction gamma. 

»Ed sniyant ime Yoie indiqude dans vos admirables lettres ä Jacobi, 
je tirerai du th^r^me que je viens d'exposer plusieurs conclusions fonda- 
mentales sur les nombres algebriques. 

*) über die positiven quadratischen Formen und über kettenbrudiähnliche Algo- 
rithmen (Journal de Grelle, i 107, p. 278). Diese Ges. Abhandlungen, Bd. I, 8. 248—260. 
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• 

»Soit nn corps algebriqne qaelconqne, irrednctible et d'ordre n, et 
soit £ une forme lin^aire qui, ponr toutes les valeurs entiöres de ses n 
variables x, y, z, , . ., repr^sente toos les entiers algebriqnes de ce corps; 
soient; de plus, 17, g, ... les n — 1 formes conjngn^es ä |. Le discriminant 
du Corps est represent^ par le carre du d^terminant A; et ce carre est 
im entier rationnel D du signe (— ly, En faisant usage de Tin^galite 

(abs. ii?6 ■ . .)> ^ [(*''-^ + e^*"-"; + »^'-^ + • • • J, 

et en remarquant que abs. Si^S* • • ^st un entier ^ 1, pounru que x,y,Zy... 
soient des entiers et qu'ils ne s'eyanouissent pas tous, les in^galit^s du 
th^r^me enonc^ entraineront celles-ci: 



1< 



&' """('"^) 



[r(. + i)7,-¥[r(.+|)]' 



abs.D < abs. 2), 



»Faisant d'abord abstraction du terme intermediaire, nous ayons ainsi 
demontre le postulat profond de M. Eronecker*), que chaque discriminant 
est diffi^rent de ±1, c'est-ä-dire que chaque discriminant cowtient des 
nombres premiers comme fadeurs. G'est lä un detail bien digne d'attention. 
Tout nombre alg^brique irrationnel a ainsi ses nombres premiers critiques, 
comme toute fonction algebriqne irrationnelle a ses points d'embrancbement. 

»Le terme dont nous n'avons pas tenu compte nous foumit pour la 
yaleur absolue d'un discriminant des limites inferieures plus compl^tes. 
Ges autres limites, oü figure encore le nombre fi, s'accroissant ind^finiment 
ayec Vordre n, il est evident qu'un nombre donne qudconque ne peut äre 
discriminant que paur un nombre fini cPordres n, 

» De quelle mani^re fixera-t-on le mieux la quantit^ p, assujettie jus- 
qu'ä present ä la seule condition de ne pas etre moindre que l'unite? 
On se conyaincra ais^ment que les limites dont nous venons de parier 
deyront s'agrandir aussi longtemps que la yaleur de p decroit. Ce n'est 
donc pas quand p est egal ä 2, yaleur qui r^pond aux formes quadratiques, 
mais dans le cas de i>=' 1; que ces limites seront le plus avancees. II 
en resulte enfin ce th^or^me: 

» Le discriminant Sun corps algebrique, faisant partie de n corps con- 
jugues dont 2ß sont imaginaires et w — 2/3 reels, est en valeur absolue tou- 
jours pltis grand que 

4 / 2 • 3 . . . n J * 



•) Journal de Grelle, t. 92, (Werke, Bd. ü, S. 269). 
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» Par exemple, un discriminant du deuxi^me ordre doit etre ou > 4 

ou < — 2; Les valeors les plus petites 5 et — 3 se trouyent dans 

les eqnations c>*+o — 1=«0 et c>*+a> + l="0- 

» Un discriminant du troisiöme ordre doit etre ou > 20, . . . ou 
< ~ 12^ .... De la limite precise du minimum des formes quadratiques 
positives temaires on aurait tir^, en suirant une marche tout analogue^ 
les in^^tes D ^ 13^5 ou ^ — 13;5. La limite que nous avons trouree 
plus haut n'est donc pas, il est yrai, une limite pr^cise^ mais malgre cela 
eile nous foumit dejä des r^sultats que les formes quadratiques n'ont pas 
encore donnes.» 



X. 

über GeomeMe der Zahlen. 

Bericht über einen Vortrag zu Halle. 
(Verhandlungen der 64. Naturforscher- und Ärzteversammlung zu Halle, 1891, S. 18 

und 
Jahresbericht der Deutschen Mathematiker -Vereinigung, Band 1, S. 64 — 65.) 

Wenn man für den Baum rechtwinklige Koordinaten einftüirty so ent- 
sprechen den Systemen yon drei ganzen Zahlen diskrete Punkte^ welche 
derart über den Raum verstreut Uegen, daß sie eine gewisse Nähe in 
bezug auf jede beliebige Raumstelle erreichen. Den Inbegriff aller dieser 
Punkte mit lauter Koordinaten^ die ganze Zahlen sind; nennt der Vor- 
tragende das dreidimensionale ZaJüengtUer] unter dem Titel ^Geometrie 
der Zahlen'' begreift er geometrische Studien über das dreidimensionale 
Zahlengitter und über das entsprechende Gebilde in der Ebene ^ und in 
weiterem Sinne auch die Ausdehnung der Ergebnisse solcher Studien 
auf Mannigfaltigkeiten beliebiger Ordnimg. Natürlich besitzt jede Aus- 
sage über die Zahlengitter einen rein arithmetischen Kern. Das Wort 
^Geometrie'^ erscheint aber durchaus am Platze im Hinblick auf Frage- 
Stellungen^ zu welchen die geometrische Anschauung verhilft, und auf 
Untersuchungsmethoden; welche fortwährend durch geometrische Begriffe 
ihre Richtung angewiesen erhalten. 

Der Vortragende hat sich in betreff der Zahlengitter hauptsächlich 
zwei Fragen gestellt; sie ergänzen einander in gewisser Beziehung^ und 
folgendes ist ihnen gemeinsam: Es handelt sich; wenn speziell yom 
Räume gesprochen wird, jedesmal um eine sehr allgemeine Kategorie yon 
Körpern, welche so konstruiert werden, daß sie einen bestimmten Punkt 
des Zahlengitters — es sei dies etwa der Nullpunkt — in gewisser Weise 
umschließen, und es soll dann jedesmal bei diesen Körpern eine gewisse 
Eigenschaft in bezug auf das Zahlengitter allein durch die Größe des 
Inhalts der Körper zustande kommen. 

Die erste Kategorie yon Körpern besteht aus allen denjenigen 
Körpern, welche im Nullpunkte einen Mittelpunkt haben, und deren Be- 
grenzung nach außen hin nirgends konkav ist; und die fragliche Eigen- 



^ 
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schafb f&r diese Kategorie lautet: Wenn der Inhalt eines Körpers dieser 
Kategorie ^ 2' ist, so schließt der Korper notwendig noch weitere Punkte 
des Zahlengitters außer dem Nullpunkte ein. 

Die zweite Kategorie von Köipem ist noch umfassender; sie besteht 
aus allen Körpern, welche den Nullpunkt enthalten, und deren Oberfläche, 
Yom Nullpunkte aus gesehen, nach jeder Richtung hin nur einen Punkt 
darbietet; und die fragliche Eigenschaft für diese zweite Kategorie lautet: 
Wenn der Inhalt eines Körpers dieser Kategorie 

^ -«■ -r 2« T^ 8« T^ 4« ^ 

ist, so können stets Deformationen des Körpers angegeben werden, bei 
welchen der Inhalt sich nicht ändert, der Nullpunkt fest bleibt und gerade 
Linien gerade Linien bleiben, und nach deren Ausführung alle Punkte 
des Zahlengitters mit Ausnahme des Nullpunkts ihren Ori> außerhalb des 
Körpers finden. 

Der Vortragende weist auf die außerordentliche Tragweite dieser, in 
ihrer Allgemeinheit ebenso einfach wie plausibel klingenden Sätze hin. 
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Extrait d'nne lettre adress^ ä M. Hermite. 

(Bulletin des Sciences math^matiqnes, 2« särie, i. XVII, pp. 84—89.) 

YeuiUez bien permettre, Monsieur, que je yoos donne nn rapide r^ 
8uine de mon Oavrage.*) La plus grande partie du livre traite des fonc- 
tions 9 ä n variables x^, x^y . . ., x^, qui, comme la racine carr^ d'une 
forme quadratique positive, satisfont aux conditions 

(f (Xi, a:,, . . ., x„) > 0, si Ton n'a pas a?i =- 0, a;^ = 0, . . ., a:^ -» 0, 

(A) y(0,0, ...,0) = 0, 
q>(tXi,tx^y...,tx^)^iq>{Xi,x^,...,x^)y si ^ > 0, 

(B) y(a?i + yx,a:, + y,,...,a:. + yj<;9(a:i,x,,...,x,) + y(yi,y,,...,y,), 

(C) q> (— a?i, - a^, . . ., — xj = 9 (a-^, a:,, . . ., a?J .^ 

Soient i^y £,; . . ., £y un nombre fini de formes Unfaires k coefficients 
r^els et aux variables x^, x^, . . ., x^, et parmi ces formes soient n formes 
ä determinant different de zero. Soit 

0(a?,,a?„...,a?J 

le maximum parmi les valeurs absolues de £^, 1^, ..., |,. Une teile fonc- 
tion satisfera evidemment aux conditions d'une fonction q>. 

J'etablis d'abord ce theor^me: 

ip etant une Solution quelconque de (A), (ß), (G), et d une quantite 
positive choisie i volonte, on peut toujours trouver des fonetions O comme 
je viens de les caracteriser, de sorte que, pour toutes les valeurs possibles 
de Xi, x^y ..., x^y on ait 

U en resulte que Vintegmle ff ...fdXj^dx^ ... dx^ ^tendue sur le 
domaine 9> (^i; ^s; • . •; a;J ^ 1 aura toujours une valeur d^terminee. Soit 
J cette valeur. Je demontre alors que Van peut toujours trouver des 
nonibres entiers a:i,a:j, ..., a?„ pour lesquels on ait 

*) Gemeint ist die ,,Geometiie der Zahlen.*' (Anm. d. Heransg.') 
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J'ajoute ce theor^me sappl^mentaire: 

Le cas qu'il n'existe pas de nombres entiers XifX^y,..,x^, pour les- 
quels on ait 

ne peut se presenter que chez des fonctions O provenant d'un nombre v 
de formes lineaires ^ 2" — 1 . 

La plus simple application da th^or^me (I) est la suivante: 

Si; £t> ***' S» ^^^^^ ^ fonnes Unfaires ä coefficients reels quelconques 
et ä determinant egal ä ± 1, on peut toujours donner k Xi,x^, .,.,x^ des 
valeurs enti^es qui ne s'eyanouissent pas toutes et de sorte que les valeurs 

absolues de Si; lt> ***; Sn soi^i^^ toutes < 1. 

L'enonc^ plus exact de ce theoröme est que Ton peut trouver des 
nombres entiers x^^x^, ...,x^y qui ne s'eyanouissent pas tous^ et de sorte 
que les yaleurs absolues de £^, ||, ..., 1,^ soient toutes <1, excepte le cas 
oü les formes S^, 1,; .,., i^, par une Substitution Unfaire ä coefficients 
entiers et ä determinant ± 1, peuyent §tre transform^es de mani^re que, 
abstraction faite de l'ordre, elles deyiennent 

Ainsi; par exemple^ (hf^tf-j^n-i ^tant des quantites reelles quel- 
conques et T une quantite > 1, il 7 aura des nombres entiers x^^x^y ..., 
^n-iJ ^nf pc^nni lesquels x^ est di£f(grent de zerO; de sorte que les yaleurs 
absolues de 

soient toutes < -^ ; excepte le cas oü T est un nombre entier^ et 

^i> ^if ' ' -} ^n-if abstraction faite de Tordre, ont des expressions 

TT T 

Yi 74» " '} r»^!' ^^^^ lesquelles T^, T,, . . ., T^_^ sont des nombres 

entiers premiers ä T, 

En appliquant le th^oreme (I) ä la fonction O qui est definie ä 
Taide des 2n — 2 formes 

on conclut que Ton peut toujours trouyer des nombres entiers x^yX^,,.., 
^%~ii^%} ^^^^ diyiseur commun et parmi lesquels x^ est positif, de sorte 
que les yaleurs absolues de 
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soient plus petites qu'ane quantit^ positive b choisie ä volonte, et en 
m§me temps 



< 



n — 1 



nx, 



n-l 



A Faide de certaines autres fonctions % on obtient les th^rfemes 
analogues pour les quantites complexes. 

Les th^oremes qae j'ai exposes dans ma demi^re lettre sont anssi 
des consequences speciales dn th^rfeme (I). De ce theor^me d^ulent 
enfin les th^oremes de Dirichlet sur les iinit^s complexes. 

Ensuite j'^tablis cette g^neralisation du theorfeme (I): 

Pour toute fonction q>, satisfaisant aux conditions (A); (B), (G), on 
peut trouyer n* nombres entiers Ij^^ ä determinant diffi^rent de z^ro, de 
Sorte que Ton ait 

Le determinant ; 1^^^ sera alors toujours ^1 • 2 . . . n . 

Je fais aussi quelques remarques sur les cas extremes de cette relation. 
Des applications de ce theoreme^ je ne cite ici que ces deux: 

Soient aj^^{h,k => 1,2 , ,.,,n) n' quantites reelles ä determinant 
different de zero^ et soit D la yaleur absolue de ce determinant. II y 
aura ou n' nombres entiers l^^^ ä determinant di£ferent de z^ro, de sorte 
que le Systeme compos^ 



^11 • • • ^1 « 



l ««1 



.. . a 



nn 



hl • • • ^1« 
. hn • • • ^nn . 



*11 ••• *1« 



• • . 



. *i.l • • • Kn . 



satisfasse ä toutes les n^ in^galites 

± \i K% • • • &*,« < ^ ; (*i = 1> 2, . . ., w; Ä, = 1, 2, . . ., n; . . .; A, = 1, 2, . . ., n), 

ou n^ nombres entiers l^^ ä determinant ± 1^ de sorte que ce Systeme 
compose, apres une permutation conyenable des lignes, prenne une forme 



^1 



'In 



K ^nl • • • ^nn / 



satisfaisant aux conditions 

Cj^t^O, h>k, 

^<CHk<Chh> h<k, 

Une forme quadratique positive ä n variables et ä determinant 2) peut 
toujours^ par une Substitution ä coefficients entiers et ä determinant different 
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de z6to 



dont la yaleur absolue est < 2" 



Ht))-J 

une forme ^^hkyhVk} satisfaisant aux conditions 

«-r(x+|) 



y etre transform^ en 



(*<*), 



hl\t"Kn< 



-| « 



L (^(t)J 



2). 



Dans un autre Chapitre, je donne une nouvelle d^monstration des 
th^oremes qne Eronecker a etablis dans son Memoire Naherungsweise 
ganseaJdige AufWsung linearer Gleichungen (Werke, Bd. III, 1, S. 47). 

Enfin je procede a la m^thode de r^duction des formes quadratiques 
positives que yous ayez donnee en demier lieu dans tos lettres ä Jacobi. 
U r^sulte de yos d^yeloppements que Ton peut transformer toute forme 
quadratique positive f k n variables par nne Substitution ä coefficients 

entiers et ä d^terminant ± 1 en une forme ^^kkyhVk} V^ satisfait ä 
toutes las in^galites 

2hkPhPk^Kmy 

oü m est un des nombres 1, 2, . . ., n et oü p^Pif '",Pn ^^^^ ^^^ nombres 
entiers quelconques, pour lesquels le plus grand diviseur commun de 

Pm}Pm-i-l}'"fPn ^S* ^gal k 1. 

Je d^montre que parmi ces in^galites on trouve un nombre fini d'oü 
d^rivent toutes les autres. 

Pour une forme donnee /*, il y aura, en general, 2"~* formes satis- 
faisant k ces in^galites, et qui se deduiront d'une seule par les 2" sub- 
stitutions 

yi = ±^i, yj"±^«, ..., yn-±^n' 

Ces inegalites ^tant lineaires dans les coef&cients bj^^^ on en conclut que, 
pour la somme 

z(2) + l) + z(D + 2) + ... + x(^ + ^, 

%(A) d^signant le nombre des dasses de formes ä coefficients entiers et 
k determinant A, il existe une expression asymptotique 

fi-i 



yD « d. 
Je d^montre que Ton a 

S + 8 + - • + «! 



[^(t)] 



iSjSg.-.iS^, 
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.S\ desigT^ant la somme 

■ ■ f •«» — — ^tm -^^ ^«v « s * 

A TaidEr de ce reraltat j'arriTe enfin an theoieme soiTuit: 

v'x^y ...y X,; etaiä um fcmdiom qwdamque, ecmiitmt amz rwidbles 
^if-'i^n ^ saUgfaisant auz oimdUioms 'Ay da ffjmtikm$ ^ [au aux ocm- 
dUlons (k; d ^C], ei J deriffnamt la tdUur de Fint^^grale f... fdx^.,.dx^ 

eUndae mr le domaine v^x^, "-y^^ ^ 1» <^ P^ Umymrs troucer n' quam- 
tUei rtdles a^^ ä determinant 1, de tfjrU que Ja rdation 

0'-vra,,,,^...--a,.y.,...,a,,y,-h...-f-a„,j<j/^(oo<}^^^ 

n^ soit terifiee par aucun Systeme de nombres entiers yi,'"j9n- 

En appliquant ce theorane ä la fonction v = Vr,* H h x^*, il le- 

salte one certaine limite inferienre de la limite piecise da mminram des 
formes quadratiqaes positirea^ et cette limite donne lien ä Fobsenration 
saiTante: 

ßyi) deaignant la limite preciae da minimom des formes qoadratiqaes 
positiTes ä n variables et ä determinant D, on a 



xn. 

Über Eigenschafl^n von ganzen Zahlen, die dnrch 
rämnliche Anschannng erscMossen sind. 

(Mathematical Papers read at the international Mathematical Congress held in 
connection with the world's Columbian Exposition Chicago, 1898, pp. 201 — 207, und, 
von B. Laugel ins Französische übersetzt, in den Nou volles Annales de Math^- 
matiqnes, 8* s^rie, t. XV, 1896 unter dem Titel: Sur les propri^t^s des nombres entiers 

qui Bont d^riväes de Tintuition de Fespace.) 

In der Zahlentheorie wird, wie in jedem anderen Gebiete der Ana- 
lysis, Mufig die Erfindung mittels geomet^rischer Überlegungen yor sich 
gehen, während schließlich vielleicht nur die analytischen Verifikationen 
mitgeteilt werden. Ich würde deshalb schon an sich nicht in der Lage 
sein, mein Thema zu erschöpfen; es ist dies auch nicht meine Absicht. 
Ich will hier ganz allein Yon demjenigen geometrischen Gebilde sprechen, 
welches die einfachste Beziehung zu den ganzen Zahlen hat, von dem 
Zahlengitter. Darunter hat man, irgendwelche Parallelkoordinaten Xy y, z 
im Räume Torausgesetzt, den Inbegriff derjenigen Punkte Xy y, z zu yer- 
stehen, fQr welche Xy wie y, wie z ganze Zahlen sind; der besseren An- 
schaulichkeit wegen denke man sich unter Xy y, z gewöhnliche recht- 
winklige Koordinaten. 

Eine Figur, die sich als ein Ausschnitt aus dem Zahlengitter darstellt, 
ist es, die man beim Beweise der Multiplikationsregel (a}))c = a(bc) heran- 
zuziehen pflegt. Ich würde des weiteren die wichtigen Relationen über 
größte Ganze zu erwähnen haben, die Dirichlet (Grelles Journal, Bd. 47, 
tjber ein die Division betreffendes Problem; Werke, Bd. II) auf geometrischem 
Wege erhalten hat. Ich will mich jedoch hier auf Fragen beschnLnken, 
bei denen der Begriff des Unendlichen hineinspielt, nämlich das ganze 
Gitter, nicht bloß Ausschnitte daraus in Betracht kommen. (Das Folgende 
gibt in der Hauptsache einiges aus meinem Buche „Geometrie der Zahlen^' 
(1896, bei B. G. Teubner) wieder, wobei ich bemerke, daß dort die Be- 
schränkung auf Systeme aus drei ganzen Zahlen nicht statthat.) 

I. Der wichtigste Begriff, der mit dem Zahlengitter in Zusammen- 
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hang steht; ist der des Volumens eines Körpers; dieser Begriff bildet 
dann weiter die Grundlage f&r den Begriff des dreifachen Integrals. Man 
nehme jeden Punkt des Zahlengitters zum Mittelpunkt eines Würfels mit 
Seitenflächen parallel den Eoordinatenebenen und von der Kante 1; zu 
einem Würfel soll stets die Begrenzung miteingerechnet werden. Man 
erlangt so ein Netz N von Würfeln^ welches den Raum lückenlos erfüllt^ 
und die einzelnen Würfel darin sind untereinander in ihren inneren Punkten 
durchweg verschieden. Nun sei K irgendeine solche Punktmenge, welche 
sich ganz auf eine endliche Anzahl yon Würfeln aus N yerteilt. Man 
dilatiere diese Menge K yon einem beliebigen Punkte p im Räume aus 
in allen Richtungen in einem beliebigen Verhältnisse Q : 1. Aus K ent- 
stehe so Kq, Sodann sei oq die Anzahl aller der Würfel aus N, in 

welchen jeder einzige Punkt sich als ein innerer Punkt yon Ef^ erweist; 
und es sei Uq die Anzahl aller Würfel aus Ny welche überhaupt minde- 
stens einen Pimkt yon Kq enthalten. Dann konvergieren nach dem, was 
C. Jordan (Journal de MathematiqueS; 4® seriO; T. 8; 1892; p. 77) gezeigt hat; 
immer Q~'-aQ und Q~'-Uq für ein unendlich wachsendes Q, unabhängig 
von p, je nach einem bestimmten Grenzwerte Ä und Uy dem inneren und 
dem äußeren Volumen von K. Man spricht vom Volumen von K schlecU' 
hin, wenn sich A=» U herausstellt. 

11. Die tieferen Eigenschaften des Zahlengitters nun hängen mit einer 
Verallgemeinerung des Begriffs der Länge einer geraden Linie zusammen; 
bei der allein der SatZ; daß in einem Dreiecke die Summe zweier Seiten 
niemals kleiner als die dritte ist; erhalten bleibt. 

Man denke sich eine Funktion S{ab) von zwei beliebig variablen 
Punkten a und b zunächst nur mit folgenden Eigenschafben: (1) Es soll 
S(ab) immer positiv seiu; wenn b von a verschieden ist; und Null; wenn 
b und a identisch sind; (2) sind a, b, c, d vier Pimkte und darunter b 
von a verschieden; und besteht zwischen ihnen eine Beziehung d — c = 
t(b — a) mit positivem t, so soll immer S{cd) => tS{ab) sein; die genannte 
Beziehung ist im Sinne des baryzentrischen Kalküls aufzufassen und be- 
deutet; daß cd und ab Strecken von gleicher Richtung und mit Längen 
(im gewohnlichen Sinne) im Verhältnisse t : 1 sind. Zum Unterschiede 
von der gewöhnlichen Länge möge S(ab) SiraJüdisianz von a nach b 
heißen. 

Es sei der Nullpunkt; offenbar werden alle Werte S(ab) festgelegt 
seiu; sowie die Menge der Punkte u gegeben ist; &Lr welche S(pu) ^ 1 
ist; diese Punktmenge heiße der Eichkörper der Strahldistanzen; es wird 
zu ihm in jeder Richtung von o aus eine Strecke von- q aus mit endlicher; 
nichtverschwindender Länge gehören müssen. 
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Wenn nun femer fiir irgend drei Punkte a, by c immer 

(3) S{ac) ^ S(ab) + S(bc) 

ist, sollen die Strahldistanzen einhellig heißen. Dann besitzt ihr Eich- 
körper die Eigenschaft^ daß mit irgend zwei Punkten u, v in ihm immer 
die ganze Strecke uv zu diesem Körper gehört, und andererseits ist jeder 
nirgends konkave Körper mit dem Nullpunkt im Inneren Eichkörper für 
ganz bestimmte einhellige Strahldistanzen. 

Mit E{ab) werde die halbe Kante desjenigen Wflrfels mit Seiten- 
flächen parallel den Koordinatenebenen bezeichnet, der a als Mittelpunkt 
hat und seine Begrenzung durch b schickt. Die E{ab) sind als die ein- 
fachsten einhelligen S{ab) anzusehen. Die vollständige analytische Auf- 
lösung der Bedingungen (1), (2), (3) habe ich im ersten Kapitel meiner 
,,Geometrie der Zahlen^' gegeben. Es zeigt sich, daß auf Grund yon (3) 
insbesondere immer die Funktion S{ab) eine stetige der Koordinaten yon 
a und Yon b ist, ferner zwei positive Größen g und G vorhanden sind, 

so daß man 

gE{ab) £ S(ab) £ GE{ab) 

fOr alle a und b hat, endlich der Eichkörper ein bestimmtes Volumen J 
besitzt. Die Bedeutung von g und G ist offenbar die, daß der Würfel 

E{pu) ^ -^ ganz im Eichkörper enthalten ist und letzterer seinerseits 

ganz im Würfel E{ou) ^ — • 

Wechsdseitig sollen die«S>(a&) heißen, wenn durchweg 

(4) 8{ba) - S{ab) 

ist Solches hat dann und nur dann statt, wenn der Eichkörper den 
Nullpunkt als MittdputiJct hat. 

in. Es gibt im Zahlengitter offenbar Punkte r, für die E{or) » 1 
ist. Irgendwelche einhellige S(ab) vorausgesetzt, wird für diese Gitter- 
punkte r dann S(or) ^ G sein. Diese letztere Bedingung nun kann über- 
haupt nur von solchen Punkten r erfÜUt werden, für welche E(or) ^ — 

ist, und dieser Bedingung wieder genügen sicher nur eine endliche Anzahl 
Gitterpunkte. Aus diesen Gitterpunkten muß dann notwendig die kleinste 
Strahldistanz M zu ersehen sein, welche von o nach allen anderen Gitter- 
punkten zusammengenommen existiert und die nun jedenfalls ^ G ist. 
Wird sodann für einen beliebigen ersten Gitterpunkt a der Körper S(au) 

^ Y My für einen beliebigen anderen Gitterpunkt c der Körper S{uc) 

^Y^ konstruiert, so sind solche zwei Körper zufolge (3) in ihren inneren 
Punkten durchweg verschieden. • Werden nun die Strahldistanzen auch 

Minkowski, OeMunmelto AbhAndlangen. L 18 
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noch wechselseUig Toraosgesetzt; so ist der zweite Korper mit 8(eu) ^-^ M 

identisch; und stoßen dann also die yerschiedenen Körper S(au) <,-^M 

für die Terschiedenen Gitterpunkte a höchstens in den Begrenzungen zu- 
sammen. 

Nun sei Q irgendeine positive und gerade ganze Zahl; und man 
konstruiere die hier bezeichneten Körper für die sämtlichen im Würfel 

E(ou) ^ Y enthaltenen (Q + 1)' Qitterpunkte 

11 1 ^ 

Aus S(au) ^ Y Jtf ^ Y 6r folgt JE(au) ^ y ~~ ; ^^^ werden deshalb alle 

1 / ^\ 
diese Körper in dem Würfel J5(ou)^y(^H — ) enthalten sein, dessen 

Volumen (Q -\ — ] beträgt. Indem sie nun sämtlich auseinander liegeü 
und je vom Volumen ( y) J si^^d, geht daraus die Ungleichung 

(o+f)"k(ß+i)'(DV 

henror; nun stellen M und J bestimmte Größen Tor und Q kann beliebig 
groß genommen werden, mithin entnimmt man daraus: 

(5) 1 ä ©V, 

muß es also mindestens einen, von o verschiedenen Giüerpankt q geben, für 

den S{oq) ^ 3 — ist. 

Das hiermit gewonnene Theorem über die nirgends konkaven Körper 
mit Mittelpunkt scheint mir zu den fruchtbarsten in der ganzen Zahlen- 
theorie zu gehören. Ich hatte es, durch das Studium der Aufsätze von 
Dirichlet und von Hermite über quadratische Formen (Grelles Journal, 
Bd. 40, S. 209 u. S. 261; Dirichlets Werke, Bd. II, S. 27; Oeuvres d'Her- 
mite, T. I, p. 100) angeregt, zunächst für die EUipsoide gefanden (Grelles 
Journal, Bd. 107, S. 291; diese Ges. Abhandlungen, Bd. I, S. 255); ein 
noch größeres Interesse aber bieten die Folgerungen dar, welche dieses 
Theorem hinsichtlich linearer Formen zuläßt und von denen ich sogleich 
einige hervorheben werde. 

Das Gleichheitszeichen in (5) tritt dann und nur dann ein, wenn die 

Körper S{au) <-^M um die einzelnen Gitterpunkte a den Baum lücken- 
los erfüllen. Dazu muß vor allem die vollständige Begrenzung des Eich- 
körpers durch eine endliche Anzahl von Ebenen, und zwar durch nicht 
mehr als 2(2^— 1) Ebenen, gebildet werden; nämlich es muß dann jede 
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ebene Wand von S{au) ^ M noch exklnsive des Randes mindestens einen 
Gitterpunkt x, y, e enthalten, und können fOr derartige Gitterpunkte in 
zwei, nicht in bezug auf o symmetrischen Wänden niemals Xy y, b gleiche 
Beste modulo 2 ergeben, wie auch für keinen dieser Punkte x^ y, e 
= 0, 0, (mod 2) sein können. Das Gleichheitszeichen in (5) tritt bei- 
spielsweise niemals f&r ein Oktaeder ein. 

IV. Es seien |; i?, S drei lineare Formen in Xj y^ e mit einer von 
Null verschiedenen Determinante Z), es seien entweder alle drei reell, 
oder I reell und 17, g zwei Formen mit konjugiert imaginären Koeffizien- 
ten; weiter sei p irgendeine reelle Größe. Der durch 

(6) (lii^+iy+iriy ^ 1 

definierte Körper K^ stellt dann, sowie p^l ist, einen nirgends kon- 
kaven Körper vor; für das Volumen J^ dieses Körpers findet man: 

7 ^ j 3 V PJ ^ j^^ 2 \ P/ . 



(r(. + })r - r(. + i)r--r(. + |) 



es zeigt sich femer, daß für einen Körper JT^, wenn p endlich ist, in (5) 
niemals das Gleichheitszeichen in Betracht kommt. Man gewinnt so den 
Satz: 

Ist p^lj so gibt es immer ganee Zahlen x, y, g, die nicht sämt- 
lich NuU sind und für welche man 



1 



hat. 

Hält man x^ y, fest, so nimmt der Ausdruck links in (6), wenn 
nicht gerade 1 1 1 = 1 1^ | » | g | ist, in welchem Falle dieser Ausdruck von p 
unabhängig sein würde, mit p für alle Werte l> ^ kontinuierlich ab 
(sogar für alle j>, wenn keine der Größen |£{>|i7|;|S| ^^U ist). Es 
wird danach ein jeder Körper K^ in allen anderen von diesen Körpern 

mit kleinerem p enthalten sein und also j- und X^ mit p kontinuierlich 

zunehmen; für p ^ 00 konvergiert Xp nach 1, bzw. — • Für p ^ 00 geht 

Kp in das ParaUelepipedum -1<I^1, -l<i7^1, -1<S<1 
oder den elliptischen Zylinder — l^S^l; ^*+S*^l über; K^ hin- 
gegen stellt ein Oktaeder oder einen Doppelkegel vor. Endlich wird aus 
der Funktion links in (6) für j) = das geometrische Mittel VjT^yj, so- 

daß man den Satz hinzufügen kann: 

18* 
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Es gibt immer ganze Zahlen Xy y, e^ die nicht samtlich Null sind 
und f&r welche man II17SI <ik^^\D\y umsomehr also <|jDj, hat 

Diese Sätze und die analogen für n lineare Formen mit n Variablen 
lassen insbesondere fundamentale Anwendungen in der Theorie der alge- 
braischen Zahlen zU; beim Beweise der Dirichletschen Sätze über die 
komplexen Einheiten, der Endlichkeit der Anzahl der Idealklassen, und 
sie haben zuerst den wichtigen Nachweis ermöglicht, daß in der Diskri- 
minante eines jeden algebraischen Zahlkörpers immer mindestens eine 
Primzahl aufgeht. 

y. Es seien a und h irgend zwei reelle Größen und t eine beliebige 
Größe > 1. Die Anwendung der Sätze in IQ. auf das Parallelepipedum 

führt dazu, daß es immer ganze Zahlen Xy y, z gibt, für welche 

0<e^t^y \X'-az\<\y \y-hz\<\ 

ist. Dieses Resultat, jedoch nur für den Fall ganzzahliger Werte von ty 
hat bereits Eronecker (Berichte der Berliner Akademie, 1884, S. 1073; 
Werke, Bd. UI, 1, S. 36) mittels des scheinbar trivialen, dessen ungeachtet 
aber äußerst erfolgreichen Prinzips (s. Dirichlet, Verallgemeinerung eines 
Satzes aus der Lehre von den Kettenbrüchen] Werke, Bd. I, S. 636) bewiesen, 
daß, wenn eine Anzahl yon Größensystemen in eine kleinere Anzahl Ton 
Bereichen fallen, mindestens zwei Systeme darunter in einen und denselben 
Bereich zu liegen, kommen müssen; es ist dies einer der wenigen HQle, 
wo bereits dieses einfachere Prinzip wesentlich gleiche Folgerungen er- 
mögUcht wie das arithmetische Theorem in UI. 
Die Betrachtung des Oktaeders 



X — az\ + 



T 



^1, |y-6£r| + 



T 



<1 



(^ ^ 3 Yorausgesetzt), zeigt die Existenz von ganzen Zahlen x, y, Zj für 

welche die Ausdrücke hier links beide < (-7-) ausMlen und zugleich 
z>0 ist, und für solche Zahlen findet man dann noch: 



X 

a 

z 



< 



z ' ^ 



^z' 



Diese Sätze weisen auf einen Weg, auf dem mit Erfolg die Ergeb- 
nisse der Lehre von den Eettenbrüchen zu verallgemeinem sind. 

VI. Betrachtet man beliebige einhellige und wechselseitige S(ab), so 
erscheint 2* als kleinste obere Grenze für M^J. Beschränkt man sich 
auf solche S{ab), deren Eichkörper aus einem gegebenen Körper durch 



Aus räumlicher Anschauung erschlossene arithmetische Sätze. 277 

alle möglichen linearen Transformationen herrorgehen; so findet man ancli 
in dieser beschrankten Klasse von Funktionen bereits immer solche, für 
welche 

ist. Der Nachweis dieses Satzes erfordert eine arithmetische Theorie der 
kontinuierlichen Gruppe aus allen linearen Transformationen. 

Endlich ist zu erwähnen, daß die Ungleichung M^J<.2^ für die 
nirgends konkaven Körper mit Mittelpunkt noch eine wesentliche Ver- 
allgemeinerung zulaßt/ auf die ich indes hier nicht mehr eingehen wilL 

Bonn, im Juni 1893. 



xnL 
Zur Theorie der Kettenbrfiche .*) 

(Annalef de l*£cole Normale snp^rieaze, 8* s^rie, t. XllI, pp. 41—60.) 

Dnrch das Studium der Aufsatze von Herrn Hermite in den Banden 40, 
41 und 47 des Crelleschen Joumak (Oeuvres, T. I, p. 94, p. 100, p. 164^ 
p. 193, p. 200) bin ich zu einigen Verallgemeinerungen der Theorie der 
Eettenbrüche geführt, über die ich im folgenden kurz berichten wilL 

I. Ich werde zunächst Yon den Annäherungen an eine einedne reeOe 
Größe mittels rationaler Brüche sprechen. 

Es sei Q irgendein Wert ^ 1. Für eine beliebige reelle GröBe a, 
welche weder eine ganze Zahl noch die Hälfte einer ganzen Zahl ist^ kann 
man in folgender Weise eine Folge von ganzen Zahlen jp„ q^ (n » 0, 1, 2, . . .) 
bestimmen. Zuerst sei Pq=^ 1^ q^^ 0; es sei f^ die nächste ganze Zahl 
an a und p^ = fo, 9i = 1- Sodann sei für ein n^ 1 und solange als 

-P»""^2» + ist, €^ das Vorzeichen von "'?-~*^--- ?5^^, und es werde der 
absolute Betrag dieses Quotienten '^ e^ + r^ gesetzt, so daß e^ eine ganze 
Zahl und ^ r^ < 1 ist; hernach mache man s,= ^n" *i»^^> vmd, wenn 

r^ — ist, f^ = e^, wenn aber r, > ist, f^ == e^ oder = e^ + 1, je 
nachdem 

(A) ^^-+-^->^ o?er ^ 

ist, endUch l>„+i -/;j>„ - £„l>,.i, ?n+i =/*»?»- ^«?n-i- Man hat ab- 
dann: 

a 10 /• _ V* ^> -;•••;; 

3n II 



/.-«- 



*n-l 



fn-l 

und die Reihe der Zahlen 2>n> 9» besitzt folgende Eigenschaften: 

^ Statt der a. a. 0. veröffentlichten, yon L. Laagel herrührenden Übersetzung, 
welche den Titel trägt: Gineralisation de la thiorie des fractions continues, gelangt 
hier das deutsche Originalmanuskript des Verfassers zum Abdruck. (Anm. d. Heraoig.) 
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1. Wenn a rational ist, bricht die Reihe mit irgendeinem Index v 
ab, für den ^ = a ist. 

2. Man hat < g^ < g, < • • • . 

3. Die Zahlen p^ und q^ sind immer relativ prim; man hat 

4. Man setze t^^ oo^ und, wenn n ^ 1 ist^ 

\P.-i - Mn-x 1° + K9?-x - Ij». - «2. 1° + tA? - 2;; 
es sind dann t^, t^, ^> • • • und T^y T^y . . . Reihen von fortwährend ab- 
nehmenden positiven Größen, und sie konvergieren nach Null, wenn a 
irrational ist. Dabei ist immer*) 

Ist a rational, so werde noch ^^^.i = gesetzt. 

5. Ist t irgendein positiver Wert, der nicht in der Reihe to}h>^%7 -" 

vorkommt, und ^„ > ^ > ^„+i, und ist x, y irgendein von 0, 0, von j)„ q^ 

und von — p,, — g^ verschiedenes System von ganzen Zahlen, so hat 

man immer 

\x-ay\^-\-t\y\^>\p,-aq,\^ + t\q,\^.**) 

Besonders bemerkenswert sind folgende Spezialfälle dieser Ent- 
wicklung: 

1) Q — cx). Alsdann hat man für ein n > 1 immer f^ '=^ß„f *n+i ^ ~" 1; 

und — , - , ... sind die Näherungsbrüche der gewöhnlichen Eettenbruch- 

ent Wicklung für a, mit Ausschluß des ersten Näherungsbruches, falls der 
Überschuß von a über die größte in a enthaltene ganze Zahl > y ist. 

2) Q = 2. Die Ungleichungen (A) werden hier 

i- o?er ^«:^, 

und nach der Eigenschaft 5. wird man diejenige Entwicklung in einen 
Kettenbruch vor sich haben, auf welche Herr Hermite im 41. Bande 
des Grelleschen Journals, S. 195 (Oeuvres, T. I, p. 108) geführt wurde. 

*) Vgl. hierzu „Geometrie der Zahlen" S. 122. (Anm. d. Herausg.) 
**) In der französischen Übersetzung findet sich noch folgender Abschnitt: 

6. Lorsque a est irrationnel et racine d*une äquation du second degr^ ä coeffi- 

cients rationnels, il existe un indice { et un nombre fi tels que, k partir de n = ?, 

on aura toujours 

f =f , e . = s , . (Anm. d. Herausg.) 
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3) Q » 1. Die Ungleicliiiiigen (A) gehen dann in 



- + - oder 2 



über. Man hat immer T^ < "|/2^ und tritt hier das Zeichen — nur ein, 

wenn man a =- — STif— (ö > 0) hat und dabei P, Q ganze Zahlen ohne 

gemeinsamen Teiler sind, imd zwar alsdann nur für einen Index n, für 

welchen t^ — ^-gj, 2«-i < ö < J« wird. Man wird danach für jeden 
Index n: 



^'•-ai< ' 



3n l^2g« 

haben. — Ist weiter 6 eine beliebige reelle Größe, so erfüllen für min- 
destens ein System von ganzen Zahlen X, Yy für die man 

X- 1< -1^ < X 4- 1, r- 1< -#"^^ < y + 1 

hat, a; - p^.i X + 1>, r, y « g„_i X + gr„ T die Ungleichung: 

\x-ay--h\^t^y\<Vi,, 

Wenn von den Gleichungen a? — ay=»0, a: — 6 = 0, a: — ay — 6«=«0 keine 
in ganzen Zahlen a:, y lösbar ist, existieren hiemach unendlich viele ver- 
schiedene ganze Zahlen a:, y, für welche 

y + 0, |a;-ay-6|<j-^ 

ist. Dieses Theorem hat Herr Hermite im 88. Bande des Grelleschen 
Journals, S. 15 (Oeuvres, T. III) mit der weniger scharfen Grenze y ^ 

an Stelle von — gegeben. 

U. Nunmehr betrachte ich den folgenden Ausdruck 






+ 






Q 

+ 



1 

T 






darin seien g, rj^ g drei lineare Formen mit drei Variablen a;, y, 0j mit 
lauter reellen Koeffizienten und einer von Null verschiedenen Determi- 
nante A, und (), <f, T positive Parameter. Indem man anstatt g, 17, g auch 
das System — |, — iy, — g behandeln kann, möge A > vorausgesetzt 
werden. Auf diesen Ausdruck 9 lassen sich dieselben Gesichtspunkte in 
Anwendung bringen, die mich zu den Sätzen in L geführt haben. 

Man deute a;, y, z als Parallelkoordinaten (z. B. rechtwinklige) für die 
Punkte im Räume. Durch die Bedingung 9 < 1 wird dann, so oft Q 
einen Wert ^ 1 hat, jedesmal ein Iconvexer Körper definiert, z. B. für 
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Q =• 1 ein Oktaeder j für Q = 2 ein EUipsoül, für Q — c» das ParaUel- 
epipedum, das von den sechs Ebenen 

begrenzt wird. Dieses Parallelepipedum werde ich mit [Q,<iyt] bezeichnen 
und seine drei begrenzenden Ebenenpaare der Reihe nach seine g-^ i^-, 
t,' Seiten nennen. 

Im vorhergehenden trat die gewöhnliche Eettenbruchentwicklong ge- 
rade bei der Annahme Q = oo zutage; im folgenden will ich mich des- 
halb auf diese Annahme beschränken. 

1. Das System aller Punkte mit ganzzahligen Koordinaten x^ y, e 
heiße das Gitter und ein einzelner Punkt daraus ein Gitterpunkt, Die 
Substitution x ^ — x*, y^^y*; ^ ="— ^ führt das Gitter und des- 
gleichen ein jedes {Q,<f,r} in sich über. Ein [Qfö^t] heiße frei, wenn 
es in seinem Inneren keinen Gitterpunkt außer dem Nullpunkte enthält. 
Ein freies {Q,6,t]y welches diese Eigenschaft bei noch so kleiner Ver- 
größerung eines beliebigen seiner Parameter jedesmal verliert^ werde ein 
äußerstes Parallelepipedum für S; ^> S genannt; ein solches wird also mit 
mindestens einem Gitterpunkte im Inneren einer jeden Seitenfläche ver- 
sehen sein müssen. Nach einem Satze, den ich im Bulletin des Sciences 
mathematiqueS; janyier 1893, Lettre ä M, Hermite (diese Ges. Abhand- 
lungen Bd. I, S. 266) zum ersten Male ausgesprochen habe, hat man in 
einem freien { (>, <f , r } immer 

d. h. ein {(), <f, t}, wofür ()<f r »- A ist, muß immer außer dem Nullpunkte 
noch weitere Gitterpimkte, sei es im Inneren, sei es nur an der Grenze, 
enthalten. Auf diesen Umstand kann man die Ermittlung eines äußersten 
{(>, <f, t} gründen. 

2. Eine lineare Substitution werde ich hier, ohne die Variablen zu 
benennen, bloß durch das quadratische System der Koeffizienten be- 
zeichnen, wobei aus den einzelnen Gleichungen die Horizontalreihen ent- 
stammen sollen; und ein System Yon linearen Formen denke man sich 
zum Zwecke seiner Bezeichnung als eine lineare Substitution. 

Um einige Besonderheiten auszuschließen, deren Berücksichtigung nur 
etwas mehr Raum erfordern, aber keinerlei Schwierigkeiten bereiten würde, 
setze ich von nun an voraus, daß von den drei Formen g, 77, g keine einzige 
für gamzdhlige Werte x, y, z außer für 0, 0, verschwinde. Es gelten 
dann folgende Sätze: 

Ist [a, gyl] ein äußerstes Parallelepipedum für 5, ^, t; so hat man 
immer 
(1) agKA. 
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Es etUhaU [a,g, l\ genau einen GitierpunU auf jeder Seitenflädtej auf dem 
gegenüberliegenden Flächen Gitterpunkte mit entgegengesetzten Koardinatem. 
Man kann darunter immer auf eine und nur eine Weise drei Gitterpunkte 
r, Sj /; /, s', t'\ r\ s'\ t" auf nicht gegenüberliegenden Flächen $ » co, 
V^^'fff t=^£"l finden, so daß £€£"^'{'1 ist, und wenn das Sgstem 
s%, btij a'l durdt 



r, r, r \ 






[ 0, ±&, ±c 


8, S, S" 


in 


0-= 


±f, 9, ±h 


i, (, rj 






[±i, ±t, i 



übergeht, die Größen a, b, e, f, g, h, j, k, l sämtlich positiv sind und ihre 
Vorzeichen eines der folgenden sechs Systeme ergeben: 

L I IL 1 m. IV. ; V. i VL 



I 



I 



+ + + 
- + - 
+ 



+ 

- + - 
+ 



+ + + + -'+- + 

Dcibei erweist sich dann die Determinante von P in den Fällen L bis Y. 
gleich 1, im Falle VL gleich 0, und hat man 

(2) a>b, a>C] g>h, g>f; l>j, l>k, 

und daeu nodi je nach den einsdnen Fällen, die hier durch ihre Nummer 
kenntlich gemacht sind, folgende weitere Bedingungen: 

1. I n. I HL 



b + e>a, h + f>g, j + k>l, 

f>h oder j > i k>j oder 6 > c | c > 6 oder h> f 
17. ; V. I VL 



fe>tf oder Ä>/" oder^'>Ä; , c>6 oder f>h oder k>j h-{-c=a, h-{-f^g, j-^h=4,. 

Von den hier durch das Wort oder verbundenen zwei oder drei Be- 
dingungen hat jedesmal wenigstens eint statt. 

Es heiße [a^g^l] in den Fällen L— V. von der erstenj im Falle VL 
von der zweiten Art, und von der Substitution P, welche ihrerseits {a,gfl\ 
vollkommen bestimmt, sage man, sie sei eine zu £, 17, S gehörende Sub- 
stitution. 

Ist eine ganzzahlige Substitution P mit der Determinante 1 so beschaffen^ 
daß durch sie ^S, eri, «"g mit geeigneten Vorzeichen £, Sy b" in ein System 
übergehen, welches eine der vorstellenden Bedingungen I. bis Y. erfüUt, so ist 
sie stets eine zu i, rj, ^ gehörende Substitution. 

3. Man bilde fOr ein äußerstes {a^g^l} die Systeme P und <t>. Ist 
darin b> c, so befindet sich in [b^g^l] der Gitterpunkt /, s\ f auf dem 
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Bande einer g- und einer 17 -Seite und der Gitterpunkt r\ 8'\ t" im Inneren 

einer g-Seite. Es muß dann {fc,~,Z), dem in (1) Hegenden Satze zu- 

folge; ein bestimmtes äußerstes [^^9x^1} mit einem Parameter gi> g ent- 
lialten, und dieses wird dann unter aUen möglichen äußersten {^o^^o^o}; 
in welchen g^^gj l^^l '^^ftd a^Ka ist, dasjenige mit größtem Parameter a^ 
sein. Wenn & < c ist, kommt die nämliche Eigenschaft einem gewissen 
äußersten { Cj g, l^ } (l^ > T) zu. Dieses so in jedem Falle bestimmte [b,gi,l]y 
beziehlich {c,g,li] heiße der l- Nachbar von {a,gfl]. Zu diesem 
I -Nachbar kann man wieder den g- Nachbar bilden usf. ins Unendliche; 
dabei kommt man offenbar auf lauter verschiedene äußerste Parallelepipeda 
fQr I; rj, g. Analog kann man sodann einen ri-Nachbar und einen ^-Nachbar 
von [a^g^l] definieren, {ci^gyl} selbst wird, je nachdem 6>c oder 
b <ic ist; der i^-Nachbar oder der g-Nachbar seines |-Nachbars sein. 
Nun besteht der folgende Hauptsatz: 

Van einem beliebigen äußersten ParaUelepipedum für l, rj, ^ ausgehend 
kommt man durch fortgesetzte Bildung aller Nachbarn zu aUen vorhandenen 
äußersten Parallelepipeda für 6, iy, t- 

Denn es seien irgend zwei verschiedene äußerste Parallelepipeda 
{a^gfl] und { a^, g^, Iq ] gegeben. Da keines im anderen enthalten sein 
kann, ist bei jedem mindestens ein Parameter größer und also auch bei 
einem nur ein Parameter größer; so sei etwa a^a^, gKgo^ ^^^o' ^^® 
beiden Parallelepipeda haben dann TT»* {^0?^;^ gemeinsam. Man bilde 
das System P fQr { «; ^, i } ; der Punkt r', s', f darin kann nicht im Inneren 
von {aQ,gQ,lQ) liegen und ist daher b^^a^. Wenn nun 6>c oder aber 
6<c und dabei IkIq ^^*; ^™^ ^®^ S- Nachbar von {a,gyl), der dann 
{bjgi,l} (j3i>9) oder [c,g,W G, >0 lautet, mit [a^yg^yl^] ein ParaUel- 
epipedum TT^ gemein habeU; welches TT entluUt und dabei größer ist. Ist 
aber 6<c und zugleich i =» Zq, so hat der |-Nachbar von {a, gf, Z}, der 
dann {Cfg^l^} (^i > labtet, zwar mit {ao^fl'o^^ol ^eder nur TT, aber, 
indem dann c > Oq, ^ < ^q, l^ > Iq ist, dem eben behandelten Falle gemäß, 
mit dem iy- Nachbar von {ao^S'o^^o} g^wiß ein ParaUelepipedum TT^ ge- 
mein, das TT enthält und dabei größer ist. Die zwei ParaUelepipeda, die 
hier jedesmal auf das mit TTi bezeichnete ParaUelepipedum fQhren, können 
nun identisch sein, anderenfalls operiere man mit ihnen wie mit den 
beiden, von welchen man ausging, usw. Dem in (1) enthaltenen Satze 
zufolge muß nun jedes äußerste ParaUelepipedum, das TT enthält, ganz im 

Inneren von {— r, j—, — } liegen. Für die drei Parameter bei TT, TTj, usw. 

kommen daher nur eine endliche Anzahl von Werten in Frage, und eine 
endliche Anzahl von Schritten, wie der hier bezeichnete, muß zu einer 
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Tolbündigen Verbindinig tod {a,g,I] und {o^yg^yl^] durch Nachbam 
führen. 

Es bilden so alle Torhandenen äußersten [a,g,l] eine bestimmte 
Keüe^ in vceUher an jedem Gliede in gewisser Weise unmiUdbar seine drei 
yaeUbam haften utid dadurdi ein Zusammenhang dUer Glieder rusiamde 
kommt 

Man findet die Sadibam eines äußersten [a,gyl] gwater Art sUts 
sämüich von der ersten Art. Um die ganze za i^r^^l gehörige Kette Ton 
äußersten Parallelepipeda zu bilden, wird man nun Ton einem Gliede 
der ersten Art in ihr ausgehen; dann bedarf man nur des Algorithmus, 
durch den man Ton einem äußersten la,g, l] der ersten Art zu einem be- 
liebigen Xachbar, und^ &lls dieser Ton der zweiten Art wird, weiter direkt 
zu den Nachbarn dieses Nachbars gelangt. Man bilde die Systeme P 
und für {a,g,l]f und es sei 

(A,F,J 
B, G, K 
{ C, H, L ß 

das adjungierte System zu 0, das System , welches symbolisch durch 
A0'^ anzudeuten wäre. Es wird hinreichen, den g-Nachbar von {a,^, {} 
und noch unter der Annahme Z^ > c zu behandeln, indem die übrigen 
möglichen Fälle aus diesem durch die geeigneten Permutationen Ton |, 17, ( 
und der zugehörigen Bezeichnungen hervorgehen; dabei ist zu beachten, daß 
in den Formen i, r^, i nicht bloß die Horizontalreihen, sondern ebenso 
die Vertikalreihen einzeln zugeordnet sind. 

Man erhält, wenn &>c ist, den |- Nachbar Yon {a,g,l] durch den 
nachstehend dargestellten Algorithmus. Voran steht dabei jedesmal, welcher 
von den Fällen I. bis Y. aus 2. bei dem Systeme zutreffen solL Die 
Klammer [ ] dient in der bekannten Weise als Zeichen fOx größte Gänse, 
Die aufgeschriebene Substitution ist jedesmal die, mit welcher P rechts 
zu multiplizieren ist, um die zu dem ^-Nachbar gehörende Substitution 
zu erhalten; die drei Einheiten daneben sind die Quotienten aus den Ein- 
heiten c, t\ a" fQr den g-Nachbar und für {a, (/, Z}; die römische Nummer 
darunter besagt, welche von den sechs Yorzeichenkombinationen aus 2. 
sich bei dem g- Nachbar einstellt. 

Faü IL und FaU Y. 

Yon den doppelten Yorzeichen bezieht sich das obere auf den Fall IL, 
das untere auf den Fall Y. 

[-J] = itf, [-/] = ^'5 a-^bM^cN^u, ±j + kM^lN^v. 
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v<0 


M 


N-1 


-1 


3), 4) u<b, 


aber nicht 1) noch 2) 
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3) t>0 
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5) u>b, 
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N+1 
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Tä, Ol 
Tdm, 
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T 8, Td, + 1; 
d = + l, L; d-- 


1, IV. 
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1) J>k, 




0,-1, 
1, 1, 


+, +, +; 
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.0, 0, 1, 

0, 1, 
1,-1, 

lO, -1,-1 
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Jb« IV. 






1) a<26, /■<*, ; + *<?, 










0, -1, 


+, +, +; 










1, 1, 














0, 


0, 1 




n. 







FäU m., 2) und Fall IV., 2). 

Die Bedingungen bei 1) sollen alsdann nicht erfiillt sein. Von den 
doppelten Vorzeichen bezieht sich im folgenden durchweg das obere auf 
den Fall III., das untere auf den Fall IV. 
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0, 0, 0] ±, +, ±; 
-1, 1, 
^ 0, ipl, ±lj VL 

Von der zweiten Art wird also der |- Nachbar nur anter diesen 
letzten Umständen. Alsdann ist der Weg, um von [a^gyl] direkt zu den 
Nachbarn des g-Nachbars überzugehen, durch folgende Tabelle vorgezeichnet 
Darin haben jedesmal die hingeschriebene Substitution, die daneben 
stehenden Einheiten und römischen Ziffern dieselbe Bedeutung f&r das 
gesuchte Parallelepipedum, wie die entsprechenden Zeichen oben für den 
I-Nachbar. Die Herleitung von m, n, d hat in den späteren Fallen nach 
derselben Regel wie im ersten Falle zu erfolgen. 



1) b- 



Algorithmus für den l-Nachbar des ^ -Nachbars. 

C>C] 

'±01 _^ r±o+H- 



m-^' c 



]-Jf; 



a 



- (6 - c)-af- cN= Uy - j + (l- h)M-- IN^v, 



b-c^u^, 



u 



Z - * -= t;'. 
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1) «<«', 


v>v' 


M-1 


N + \ 


+ 1 


2) M<«', 


v'>v>0 
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2V+1 


-1 


3) M > «', 


v>0 
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N+\ 


+ 1 


4) «<< 


v<0 
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+ 1 


5) M > m", 


v<0 


M+l 


N+1 


-1 



0, 

-1, 



Ol 







d 



±1, -S, zfd; 

+ 1, V.; s — 1, ni. 



— dm, 
[±1, ±d{m-n), q:dj 

2) b — e<c; 

a-cM—{h-c)N=u, ±f+hM-(g + h)N'=v 

c — «", 6 — c = tt', A -» v'. 

( 0, 0, zfS 

1 



0, —d, —dn 
1^1, ±*; Zfäim-n)) 
Der rj-Netchbar des ^-Nachbars ist [a,g,l] selbst. 



±1, -d, q:d; 

+ 1, IV.; d — 1, n. 



Zar Theorie der Kettenbrflche. 



287 



1) 



AlgorUhmus für den i-NacKbar des l-Nachbars. 
Jc<l — k] 



[^J-^, [: 



^]-^; 



j-{l-k)M-JcN^u, -a + (b-c)M-bN 



v, 



2) 



fO, :fd, Ol 

*, — d(»i — n), — 1 
10, ±Sm, ±1J 

*>? — *; 
2), J>K 



«, 



ft-c 



». 



2), j<k, 



im FaUe HI., 2): 



im FaUe IV., 2): 



+ 1, 



0, 

-1, 
1, 

0, - 



IV.; 



±1; 
d — 1, 



i. 



0, 





1, 


1 


Tl, 





0, 





-1, 


1 


1, 






±, +, ±; 

n. 



-, -, +; 

V. 



0, 01 

1, 1 



+, -, -; 

V. 



10, -1, 0, 

4. Es sei ein reeller algebraischer ZaUkorper dritten Grades 6 ge- 
geben^ dessen konjugierte Körper 6'; 6" ebenfalls reell sind; also mit 
einer positiven Diskriminante D. Es seien a, ß, y drei ganze Zahlen ans 
von solcher Art, daß die Form i = ax + ßy + yz für die rationalen 
ganzzahligen Werte Yon x, y, z düe ganzen Zahlen aus 6 darstellt; 17 » £' 
und S *» I" seien die konjugierten Formen zu | in den Körpern 6^ und 
6". Die Determinante Yon S, 17, g ist dann YDy und zwar möge sie gleich 
dem positiven Werte dieser Wurzel angenommen werden, indem auch 
— a, — ft — y die Stelle von a, /3, y übernehmen können. Das Produkt 
l^ril^Nm^ ist eine Form in Xy y, z mit lauter rationalen ganeedhligen 
Koeffizienten von der Diskriminante D. Wendet man auf diese Form 
eine Substitution P der zu |, 17, g gehörigen Kette an, so entsteht eine 
Form 9, wieder mit rationalen ganzzahligen Koeffizienten, von der Dis- 
kriminante D oder 0, je nachdem die Determinante von P Eins oder NuU 
ist; dabei ergeben sich aus den Ungleichungen 2.(1) und 2.(2) gewisse, 
nur von D abhängige obere Grenzen für die Betrage aller Koeffizienten 
in 9. Es gehen danach aus Nml durch die sämÜichen unendlich mden 
Substitutionen P überhaupt nur eine endliche Anzahl verschiedener Formen 
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q) hervor. Unter einer Einheit des Körpers 6 soll eine ganze Zahl aus 
mit der Norm 1 verstanden werden. 

Es seien nun P und Q zwei verschiedene Substitutionen der Kette zu 
5, rjy g, welche ^rj^ in ein und dieselbe Form q> transformieren. Durch P 
mögen |, i^^ ^ in E, H, Z übergehen; durch Q müssen dann ^, rj^ i in, die- 
selben Formen bis auf Faktoren übergehen, und dabei kann mit Rücksicht 
auf die Ungleichungen 2.(2) auch keine Änderung in der Beihenfcige der 
Formen eintreten, so daß aus |, rj, g durch Q der Reihe nach wird cdE, 
co'H, (o"Z. Dabei erweisen sich dann cd, m, cd" als konjugierte Zahlen 
aus den Körpern 6, 6', 6" und hat man co(d'o)''«= 1. Der Faktor cd wird 
also eine Einheit darstellen, sowie er eine ganze algebraische Zahl ist. 
Dies wird nun immer der Fall sein, wenn P und Q die Determinante 1 
haben. Denn alsdann geht durch QP"^ das System |; 17, S in m^, tori^ 
cd'I, und also, wenn E die identische Substitution, w einen unbestimmten 
Parameter bedeutet, durch QP^^—wE (bei Anwendung einer bekannten 
Symbolik) |, iy, J in (oj — w)^, {G/—w)ri, (©"— w)g über; danach ist die 
Determinante von QP"^— w^ gleich (oj — w)(a)'— w){m' — w) und diese 
Relation erweist cd als ganze Zahl. 

Auf zwei verschiedene Substitutionen P und Q von der Determinante 
1, welche Nmi in ein und dieselbe Form 9 transformieren, wird man 
z. B. mit Hilfe einer hinreichend verlängerten solchen Reihe von äußersten 
Parallelepipeda kommen können, in welcher jedes Parallelepipedum der 
S-Nachbar des vorhergehenden ist. Dabei stellt sich dann offenbar eine 
Einheit o heraus, für welche von den Beträgen der Zahlen cd, o', aT der 
erste < 1, der zweite und dritte > 1 sind. Analog kann man eine Ein- 
heit o finden, fUr welche von diesen Beträgen der zweite < 1, der dritte 
und erste > 1, oder endlich der dritte < 1, der erste und zweite >1 
sind. Es leuchtet ein, daß von solchen drei Einheiten je zwei immer 
unabhängig, d. h. nicht als Potenzen einer einzigen Einheit darstellbar sind. 

Durch eine Substitution von der Determinante 1 geht das Gitter 
immer in sich selbst über, und wird aus einem äußersten Parallelepipedum 
mit einer Substitution P daher wieder ein äußerstes Parallelepipedum, 
mit der Substitution O^^P, das freilich nicht derselben Kette anzugehören 
braucht. Ist andererseits co eine ganze Zahl aus 6, so geht immer oS 
aus g durch eine bestimmte ganzzahlige Substitution hervor; durch 
dieselbe geht dann o'i; aus 17 und ci'i aus g hervor, und wird dabei die 
Determinante von also gleich öo'o}", d. i. gleich 1, sowie cö eine Ein- 
heit vorstellt. Daraus ersieht man mm: Ist [kj yi, v] irgendein äußerstes 
ParaJlelepipedum für |, iy, g, P die dazu gehörige Substitution, a irgendeine 
Einheit aus 0, die ganzzahlige Substitution, welche | m og transformiert, 
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SO ist auch |, j, , -q, p^j immer ein äußerstes ParäUekpipedum für l^,ri,^, 

l I CD I I W I I Ol I J 

es gehört dazu die Substitution O'^P und transformiert diese Nml^ in genau 
dieselbe Form ip wie P. Zwei in der hier erörterten Beziehung zueinander 
stehende äußerste Parallelepipeda mögen äquivalent heißen. 

Es entspringt daraus nun folgendes Verfahren^ alle Einheiten ddes 
Körpers 6 zu finden. Man gehe von irgendeinem äußersten Parallel- 
epipedum für i, tj, ^ aus, bilde die Form (p dazu, konstruiere einen Nachbar, 
bilde die Form <p für ihn, und man setze immer von den erhaltenen 
Parallelepipeda aus die Bildung von Nachbarn und der Formen q) dazu fort, 
soweit als dies angeht, ohne daß man zwei Parallelepipeda erster Art mit 
derselben Form (p und zudem beide mit zwei gleichbenannten Nachbarn 
in der Beihe hat. Man kommt so notwendig auf eine begrenzte Anzahl 
von äußersten Parallelepipeda, welche man eine Fundamentalreihe für die 
zu i, rj, t gehörige Kette nennen kann. Man bilde nun für zwei unter 
den erhaltenen Parallelepipeda [X, (i, v}, welchen dieselbe Form q) ent- 
spricht, immer den Quotienten aus ihren Parametern X; falls dieser eine ganze 
Zahl wird, stellt er, mit einem geeigneten Vorzeichen versehen, eine Ein- 
heit vor; man kommt so auf eine endliche Anzahl von Einheiten, aus welchen 
durch Multiplikation und Division alle vorhandenen Einheiten des Körpers 
6 abzuleiten sind. Es müssen sich nach dem Obigen darunter gewiß 
zwei unabhängige Einheiten finden, und kann man immer leicht auch 
zwei solche Einheiten ermitteln, aus welchen allein schon durch Multi- 
plikation und Division aUe Einheiten hervorgehen. — 

Der in diesem Aufsatze dargelegte Algorithmus, um die Einheiten 
in einem kubischen Körper mit positiver Diskriminante zu finden, ist 
durchaus analog der Lösung der Pellschen Gleichung durch Bildung einer 
Periode reduzierter indefiniter binärer quadratischer Formen, wofern man 
die Reduktionsbedingungen von 6auß verwendet. Auf die kubischen 
Körper mit negativer Diskriminante kann ich an dieser Stelle nicht mehr 
eingehen. 

Der einfachste Körper wird durch 2cos— bestimmt*); 'O' = 2cos . , 

-Ö"'« 2cos— , -©»"^ 2cos-y- sind drei konjugierte ^ranjere algebraische Zahlen; 
sie haben angenähert die Werte 

d' = 1,25, '^' = - 0,45, d'" = - 1,80 



*} In der Abhandlung De la r^ducHon des formes qucidratiques temaires positivei 
et de 8on applicatian atix irrationndles du troisieme degri (Annales de r£cole Normale 
supärienre, 2* särie, Supplement au tome IX) hat Herr L. Gharve unter anderen Bei- 
spielen diesen Körper ebenfalls behandelt. 

Minkowski, Gesammelte Abhftndlangen. L 19 
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und sind danach die Wurzeln der Gleichung 

Die Diskriminante dieser Gleichung ist 49, also ein Quadrat^ 6 somit ein 
Abel scher Körper. Man hat 

und entnimmt daraus 

^'« »^-. 2, &" ^^- ^ + 1 

and die aus diesen durch zyklische Permutation von -Ö", -^'^ -Ö"" hervor- 
gehenden Relationen. Man kann nun oben 

nehmen. Dann sind die Koeffizienten in 1^, rj, i* 

f -1, -1,25, -1,55 ] 

-1, 0,45, -0,20 
l -1, 1,80, -3,25 ) 



Es gehen 


jetzt - 1, 


— ij, 5 durch 














[0, 1, 
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P = 


1, 0, 
. 0, 0, 
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in 












1,25, 


1 , - 0,55 




. » 


, 1, 


1-*» 


(D- 


-0,45, 


1 , 0,80 
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»' 


, 1, 


1-*'» 




[ 1,80, 


-1, 


2,25 J 






; -1, 


- 1 + »"* 



über. Dieses System O genügt den Bedingungen 2. IV. und ist somit 
[d',1,-- 1 + ^"^]=' (0) ein äußerstes Parallelepipedum zu |, rj, g und P 
die dazu gehörige Substitution. Es geht sodann ^rj^ durch P in 

(p »= — a^—y^— js^+ 2x^y + 2y^z+ 2js^x + xy^+ yz^+ jsx^+ xyz 

über. Der umstand, daß diese Form q) bei den zyklischen Permutationen 
von Xf y, z ungeändei*t bleibt, setzt in Evidenz, daß 6 ein Abelscher 
Körper ist. Man nimmt hier auch sofort eine charakteristische Eigenschaft 
aUer in analoger Weise in hezug auf Abelsche Körper gebildeten Ketten 
wahr. 

Bei der Bestimmung des |-, wie des 17-, wie des g-Nachbars von (O) 
wird nun jedesmal die gleiche Regel Anwendung finden, hier die Regel 
für den Fall IV., 2), so daß diese Nachbarn sämtlich von der zweiten Art 
werden. Dabei wird aus O: 
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V = 



V' = 



// 



1, 


-0,45, 


-0,55 


-1, 


1,80, 


-0,80 


-1, 


-1,25, 


2,25 


1,25, 


- 0,55 , 


0,70 


-0,45, 


0,80, 


0,35 


-1,80, 


-2,25, 


4,05 


2,25, 


-1, 


1,25 


0,55, 


1, 


0,45 


- 0,80 , 


-1, 


1,80 



V 



und q) geht jedesmal in dieselbe Form 

t=^^+y^+^^— x^y — y^e — z^x — 2xy^ — 2y£r* — 2bx^ + 2xyz 
von der Diskriminante Null über. Der ^-Parameter in den zugehörigen 
äußersten ParaUelepipeda (V), (V^^ (^") ^s* 1; ^> 1 + ^y und indem die 
Quotienten dieser Größen sich als ganze Zahlen erweisen, sind diese 
ParaUelepipeda äquivalent. Nun ist umgekehrt (0) der iy-, f-, g-Nachbar 
von (V), (V); (yl un<i werden daher alle Nachbarn von (V), (T), (¥") 
mit (0) äquivalente ParaUelepipeda sein. In (O), (V), (V), (V) hat man 
somit bereits eine Fundamentalreihe der zu 1, % % gehörigen Kette erlangt, 

und man kommt zu dem Resultate, daß die Einheiten ^yTZH'Ä'^^'y 

— 'S*", zwischen denen noch die Beziehung %%''%'*' =^\ besteht, 



— 1 — ^ 



fo, 


0, 
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(-1, 


-1, 


0, 


-1, 


-1 
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-1, 


0, 1 


.1, 


-1, 




* 




[ 0, 


1, oJ 



durch ihre Potenzen und deren Produkte aUe Einheiten des Körpers 6 
ergeben. Es entsprechen diesen Einheiten die Transformationen 

0, 1, -1) 

1, 0, 

l-i, 0, -l] 

der Form y in sich selbst. — 

Mit leichten Modifikationen lassen sich die Sätze der Abschnitte 2. und 
3. auch auf solche lineare Formen ausdehnen, durch welche die NuU 
rational darsteUbar ist. Für drei Formen von der besonderen Gestalt 

x + ay + hBj y + cz, z 

hat man offenbar immer in {1, 1, 1} ein äußerstes ParaUelepipedum und 
damit einen ganz bestimmten Ausgangspunkt für die zu den Formen 
gehörige Kette. Aus den Sätzen dieses Abschnittes entnimmt man leicht, 
daß, wenn a, ß, y, ^, 17, ^ die oben festgesetzte Bedeutung für den kubischen 
Körper haben, jede Substitution P der zu 6? ^; 5 gehörenden Kette, in 

deren ParaUelepipedum {A, ft, 1/} die Quotienten y, — gewisse Größen 

19* 
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übersteigen, auch in der zu den Formen 

ß y tt y — et y 

gehörigen Kette auftreten muß. Derjenige Satz, welcher diesem bei zwei 
linearen Formen entspricht, ist genau der Satz von Lagrange, daß für 
eine reelle quadratische Irrationalzahl die Entwicklung in einen gewöhn- 
lichen Kettenbruch sich periodisch gestaltet. 

Ich werde bei nächster Gelegenheit auf die Untersuchung dreier 
Formen von der Gestalt 

x — ajs, y — bZj z, 

worin a, b beliebige reelle Größen sind, und eine andere, damit zusammen- 
hängende und weit bemerkenswertere Verallgemeinerung dieses Satzes 
von Lagrange zurückkommen. 

Königsberg, den 15. Oktober 1894. 



XIV. 

Ein Eriterinm fftr die algebraischen Zahlen. 

(Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen. 
Mathematisch-physikaliBche Klasse. 1899. S. 64—88.) 

(Vorgelegt in der Sitzung Tom 11. Februar 1899 von D. Hubert.) 

Im Jahre 1770 hat Lagrange*) gezeigt^ daß die Entwicklung einer 
reellen irrationalen Größe in einen gewöhnlichen Kettenbruch immer dann 
und nur dann periodisch ausfallt; wenn die Ghröße Wurzel einer quadrati- 
schen Gleichung mit rationalen Koeffizienten ist. Dieser Satz gibt offen- 
bar ein vollständiges Mittel zur Unterscheidung der reellen algebraischen 
Zahlen zweiten Grades von allen anderen Größen. Seit jener Entdeckung 
von Lagrange durfte man vermuten, daß ein allgemeinerer Satz existiere, 
der ein vollständiges Kriterium für die reellen (oder komplexen) algebrai- 
schen Zahlen beliebigen n^ Grades gibt und der für n =» 2 und reelle 
Zahlen eben auf jenen Satz von Lagrange hinauskommt. Eine solche 
Verallgemeinerung wird zum ersten Male**) im folgenden dargelegt 

§ 1. Arithmetiselie Hilfssätze. 

1. Ich beginne mit der Ableitung einiger Hilfssätze, auf welche sich 
die späteren Beweisführungen gründen werden. 

Es seien Si, . . ^ 1^ eine Reihe linearer homogener Formen mit den 
n reellen Variablen x^j . . ., x^ und mit irgendwelchen reellen oder kom- 
plexen Koeffizienten; nur soll das System der Gleichungen 1^ = 0, . . ., |^ = 
bloß durch das eine reelle Wertsystem rc^ = 0, . . ., a:^ «= befriedigt 
werden können. 

Der größte unter den absoluten Beträgen von Xj, . . ., o?^ vorkommende 
Betrag soll mit max|a;^{ bezeichnet werden. Setzt man für x^j,..jX^ 
irgendwelche reellen Werte, so soll der größte unter den absoluten Be- 



*) Abhandlungen der Akademie zu Berlin, Bd. XXIV, 1770; Werke, Bd. II, 
S. 608 ff. 

^ Über bisherige Versuche in dieser Richtung s. P. Bachmann, Vorlesungen 
über die Natur der Irrationalzahlen, 1892, Vorl. II und Vorl. X. 
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tragen von ^j, • • •, 5» vorkommende Betrag mit max ' 5,e(Xi, . . ., x^ \ und 
zugleich mit /"(^i, • . ., ^ bezeichnet werden. 
Man hat dann 

(1) /"(- ^U • • •. - ^n) =^ fiP^U • • •. ^n)y 

(2) fif^iy ' ' •} ^^n) = ^fi^iy ' ' '7 ^n)f ^^nn t>0 ist 

Die Funktion fix^, . . .,a:J ist^ eine stetige der Argumente x^, . . ., a;, 
und hat daher in dem durch max ^ x^ = 1 definierten abgeschlossenen Be- 
reiche (d. i. auf der Begre^izung des durch — 1 ^ ar^ ^ 1, . . ., — 1 ^ a:, ^ 1 
definierten Würfels) ein bestimmtes Minimum g, das wegen der an die 
$17 * • •; br oben gestellten Anforderung gewiß > ist^ und ein bestimmtes 
Maximum 6. Sodann ist wegen (2) stets 

(3) g max | x^ ^ /"(x^, . . , xj ^ G max Ix^ |. 

Endlich hat man, wenn a^, . . ., a, und 6^, . . ., ^« zwei reelle Systeme 
sind, stets 

(4) /"(fli + 6i, . . ., a« + ij ^ /"K, . . ., O + /"(^i, . . ., 6.). 
Denn f&r jede einzelne der linearen Formen §, gilt 

1 6i(«i + ^, • . •, a. + *.) i ^ ; S,(ai, . ., O ; + S.(6i, . . ., 6.) : 

^ max I |,(ai, . . ., a.) ; + max : |,(6,, . . ., 6J 
und daher auch 

°i" . 5x K + ^» •••>«« + U I ^ ™" . S*(ön • • M öj + max ; |,(6i, . . ., 6.) ; . 
Hat man fia^ • • •> ««) ^ 1 und /"(Sj, • • •> &J ^ 1 und ist < f < 1, 
so folgt nach den Regeln (4) und (2) 

Nach den Eigenschaften (5) und (1) ist der durch /"(Xj, . . ., xj ^ 1 
definierte Bereich K in der Mannigfaltigkeit der Xj, . . .,x, ein nirgends 
konkaver Körper und hat das System Xj «= 0, . . ., x, = (den NuUpunkt) 

als Mitteipunli. Der Bereich K liegt wegen (3) ganz im Würfel max .x^' ^ - 

eingeschlossen und enthält in sich den Würfel max x^ ^q:- ^^ n-fache 

Integral / {2xj . . . dx^, über den Bereich K erstreckt, (das Volumen von K) 
hat einen bestimmten positiven endlichen Wert «71^) 

2. Der Inbegriff aller Systeme Xj, . . ., x,, bei welchen sowohl x^, wie 
X), . . ., wie X. ganze Zahlen sind, soll das ZaUengitier^ die einzelnen 
Systeme daraus sollen Gitterpunkte heißen. 



*) Man kann die Zahl r oben auch nnbegrenzt wachsen lassen, wenn man die 
Bedingung hinzufügt, daß in allen Formen 1« die Betr&ge der Koeffizienten unter 
einer Grenze bleiben, und kommt dadurch zu dem Begriffe eines beliebigen niigends 
konkaven Körpers mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt. Alle im § 1 abgeleiteten 
S&tze gelten unTer&ndert für jeden solchen Körper. 
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Eine Reihe von Systemen x^ «i>i*\ • • •; ^n ^Pn^ (A «= 1, . . ., w und 
m ^n) soll unabhängig heißen^ wenn in der aus ihnen zu bildenden 
Matrix |{i>^*^|| nicht jede m-reihige Determinante Null ist. 

Es seien pf^, , . ,,p^^^ für A = 1, . . ., n irgend n unabhängige Gitter- 
punkte, also die Substitution P: 

(6) X, = p'^^e, + . . . + p<->^, (A - 1, . . ., n) 

eine ganzzahlige mit von Null verschiedener Determinante. Dann gibt 
es bekanntlich eine ganzzahlige Substitution Ä mit einer Determinante 
-±1: 

(7) z;=. 4'Vx + • • • + «^V. (* = 1, . • •, «) 

80 daß die Formeln P'^A werden: 

(8) ^i = Ä+---H-yiV,--->*. = yl"V, (yr-o,Ä>A-) 

und dabei femer die Ungleichimgen erfüllt sind: 

(9) 0<y^^^l, ^ yf < yj^)(Ä < *). 

In der, Tat, unter allen Gitterpunkten, deren Koordinaten von der 
Form Xj^ =» yiP^^ mit < y^ ^ 1 (Ä = 1, . . ., w) sind, wird es einen geben, 
für den y^ am kleinsten ist; es sei fär ihn y^ = y^^^\ x^ =» a^^^\ Dann 
kann man unter allen Gitterpunkten mit Koordinaten von der Form 
^k =" 71 Pk^^^ + y%P^^^ (Ä = 1, . . ., w) und den Umständen ^ y^ < y^^^\ 
< ^2 ^ 1 einen finden, für den y^ so klein als möglich ist; es sei für 
ihn y^ = y^^\ y^ ==» y^^^\ x^ =« a^^^ usf. Zuletzt kann man unter den 
Gitterpunkten mit Koordinaten von der Form Xj^ = yiPi^^ + • • • + ynPit^^ 
und ^ y/i), . . ., ^ y^_^ < y^^Zl\ < ^n ^ 1 ^^^^^ finden, für den y^ 
möglichst klein ist; fttr ihn sei y^ =» yj"), . . ., yi = y^'^\ Xj^ = a^^\ 

Nunmehr wird man, wenn a;^ (A =* 1, . . ., n) ein beliebiger Gitter- 
punkt ist, sukzessive y^yVi^-n ' - 'jVi ^^ ganze Zahlen so bestimmen 
können, daß in der Umformung 

(A=l,...,n) 

sich ^ y, < y^("), 0<^y^_^< y^^Zl\ . . ., ^ y < y^^^) ergibt Dann muß, 
da die linken Seiten jedenfalls Koordinaten eines Gitterpunktes sind, nach 
der Bedeutung von y^*^\ . . •, yi^^^ hier notwendig y^ = 0, y^^i =" 0, . . ., y^ «= 
sein; es folgen also die Relationen von der Form (7), woraus nach den 
Ausdrücken der a^^^*^ weiter die Formeln (8) hervorgehen. Zu jedem 
Systeme von ganzen Zahlen x^, , , ,yX^ gehören so vermöge (7) bestimmte 
ganzzahlige Werte y^, . . ., y^. Es müssen also in der Auflösung von (7): 

(10) y, = b,('^x, + . . . + 6,(-)a;, (A - 1, . . ., n), 
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wie die EinfÖhrung der n Systeme Xy = 1, a:^ = (k + j) fÖr j -= 1, . • , » 
zeigt^ alle Koeffizienten bjy^ ganze Zahlen sein. Somit ist anch ihre 
Determinante | b^^ \ eine ganze S^hl^ und da dieselbe der reziproke Wert 
der ebenfalls ganzzahligen Determinante \a^^^^ ist, so folgt notwendig, 
daß diese: | a^^*^ 1 = ± 1 ist. 

3. Betrachten wir wieder die in 1. definierte Funktion /'=/'(^i,...,a?J. 
Es gibt wegen (3) nur eine endliche Anzahl von Gitterpunkten, f&r welche 
f eine gegebene Ghröße nicht überschreitet. Andererseits gilt nach (3) 
f^G jedenfalls bei den n unabhängigen Systemen x^ = 1, ar^^ -= (Ä +i) 
für j «- 1; . . ., n. Man bestimme nun unter allen vom Nullpunkte ver* 
schiedenen Gitterpunkten, bei welchen f^G ist, einen ersten Gitterpunkt 

Pi'^^ ' • •? Pn^\ s^ ^*ß fiPi'^^ ' • 'fPn^^) ^ ^1 möglichst klein ist, sodann einen 
zweiten, von diesem ersten unabhängigen Gitterpunkt p^^^\ . . 'yPj^\ so daß 
f{Pi^^\ . . ., pj^^) = JPjj möglichst klein ist, usf. bis zu einem w***° Gitter- 
punkt l>i^"^, . . .,l>n^*\ SO daß schließlich die Determinante |l>4^*^| + ist 
und für diesen letzten f{p^'*\ . . ',pj^^) ^ ^n möglichst klein ausfallt. Bei 
jedem einzelnen der zu wählenden Gitterpunkte hat man jedenfalls die 
Auswahl zwischen einem Paare entgegengesetzter Systeme (Piy - .,!>„ und 
^Pi}' ' 'f^ Pn)) w^ter Umstanden aber zwischen einer gewissen Anzahl 
solcher Paare; trotz der dabei zugelassenen Willkür aber ist das System 
der n Werte F^, F^, . . ., F^ von vornherein ein völlig bestimmtes. 

In der Tat, jedenfalls ist 
(11) F,£F,£...^F,. 

Wir denken uns nun für die n Gitterpunkte p^^'^\ . . ., p„(*) (Ä= 1, . . ., n), 
an welche die Betrachtungen in 2. anknüpften, die hier ausgewählten 
n Gitterpunkte gesetzt und können alsdann sämtliche dort eingeführten 
Bezeichnungen hier übernehmen. Vermöge der Substitution Ä entsprechen 
sich genau die Gitterpunkte x^,...yX^ und die ganzzahligen Systeme 
yi7 " 'ft/n' Nach der Bedeutung der Werte Fj hat man für einen Gitter- 
punkt, bei dem gj, üj^i, . . -, jet^ nicht sämÜich Null sind oder also 
Vj^t/j+i^ ' - 'fVn mcht sämtlich Null sind, stets f^^if * »y^^^Fy Hat 
man nun irgend n unabhängige Gitterpunkte x^^\ . . ., xj^"^ für ä = 1, . . ., n, 
so daß also die Determinante | x^^"^ \ + ist, und entsprechen ihnen ver- 
möge der Substitution (7) die Systeme y^^^\ . . ., yj^^\ so ist auch die 
Determinante ! y^^*) i + 0; es können daher, wenn j einen der Werte 1, . . ., n 
bedeutet, nicht bei j oder gar mehr der Punkte alle w — j + 1 Größen 
Vj} y/+i? • • -^ y« gleich Null sein, es sind also stets für mindestens n—j + l 
der Punkte die Werte f{x^j . . ., x^ ^ F^ Ordnet man also die n Werte 
/"(rc/*), . .,a;^^*0 der Größe nach in die Reihe F^*, . . ., F/, so ist stets 
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n 

Fi* ^ J/ 0' - 1; • • •; ^\ [also auch IJfi^A • • ., a;/0 ^F^.Fny ^^bei 

das Gleichheitszeichen nur statthat, wenn die w Werte /"(ajj^^^ ...,a:^^*^) 
abgesehen von der Reihenfolge mit Fy^y , , .jF^ zusammenfallen]. Danach 
sind die Werte F^, . , ,yF^ vollkommen bestimmt als das kleinste mög- 
liche System von n Werten der Funktion f{x^, . . ., a;J für n unabhängige 
Gitterpunkte. 

In dem fünften Kapitel meines Buches ,,Geometrie der Zahlen'' 
(L Heft, Leipzig, 1896) nun habe ich nachgewiesen, daß stets die Un- 
gleichung 

Fx^'F,J^2- 

gilt, wo J das Volumen des Bereichs /"(^i, . . ., ^J ^ 1 ist. Der Beweis 
dieser Ungleichung erfordert mancherlei Ausführungen. Für die im fol- 
genden beabsichtigten Folgerungen kommt es jedoch nur darauf an, daß 
sich für JF\ . . . F^J überhaupt irgendeine, nur von n und nicht weiter 
von der Funktion /*(^i^*-v^J abhängende obere Grenze angeben läßt. 
Durch wesentlich einfachere Überlegungen als a. a. 0. läßt sich nun fol- 
gendes nachweisen. 

Hilfssatz I. Es gilt für den nirgends konkaven Bereich f{x^j • • •; O ^ 1 
die Ungleichung: 

(12) F^,.,FJ^n\2\ 

4. Um den Beweis dieser Ungleichung anzubahnen, ermitteln wir 
zunächst zu den einmal gewählten n Gitterpunkten p^^\ . . ., p^^^ für 
Ä = 1, . . ., n die Substitution (7) und führen damit gewisse neue Variablen 
Viy ' ' 'iVn ^^' ^s sei K der Körper f{x^, • • •; ^«) ^ 1> ^i^d wir wollen 
für j = 1, . . ., n unter £}+ bzw. Kf das Gebiet aus K verstehen, für das 
y^^O, bzw. yy^O und zudem, (wenn j<n ist), y^+i =- 0, . . ., y^«= 
ist; die Vereinigung von Kj^ und Kf heiße jK}; der Bereich K^ wird 
nichts anderes als K selbst 

Es sei yi »— S^^'^\ y^ = 0, . . ., y^ = der Punkt (das System y^ ---yV^ 
aus K{^, für den y^ am größten ist, sodann y^ = S^^^, y, = d^^^\ 
y, = 0, . . ., y^ =» ein solcher Punkt aus -Kj^, für den y^ möglichst groß 
ist, usf., schließlich y^ =- d/"\ y^ = tf j^"^, . . . , y„ = d J**> ein solcher Punkt 
aus JT/, für den y„ möglichst groß ist Dabei sind natürlich dj^^\ tf,(*V •; *!r^ 
positiv. Diese Systeme mögen auch kurz die Punkte b^, b,, . . .^ b„ und 
die ihnen entgegengesetzten Systeme die Punkte — bj, — b^, . . ., — b^ 
heißen. 

Wir führen nun die Substitution ein: 

(13) y, = djW«, + • • • + «?,<-)«„, . . ., y, = * Wv, W*) = 0, h>k), 

und wir setzen ihre Determinante d^^^^ d^^^^ . . . d^^") = A. Für den Punkt b/ 
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hat man dann vj =1, v^ =» (ä 4. J); als ein Körper, der den Nullpunkt 
zum Mittelpunkt bat, enthält K mit b/ jedesmal auch den Punkt — b/, 
d. i. vj = — l, v^ = (k + J), und mit diesen 2w Systemen ± bj, . . ., ± b^ 
enthält K als ein nirgends konkaver Körper (wegen (5)) sogleich den 
ganzen durch 

(14) |vil + |v,! + '-- + ivJ^l 

definierten Bereich. (Für n = 3 stellt dieser Bereich ein Oktaeder vor.) 

Es läßt sich nun ein zweiter einfacher Bereich (ein Parallelepipedum) 
angeben, welcher seinerseits ganz den Körper K in sich enthält. Es habe 
j einen der Werte 1, . . ., w — 1. Wir suchen einen Ausdruck y =» v^ 
+ fi(>+^)v^^j + . . . + f(")r^ mit geeigneten Konstanten «^•'+^), . . ., «(*> her- 
zustellen, so daß in K durchweg 9 <^ 1 ist. 

Zunächst gilt in Kji vj^ 1. Wir bilden nun (f =" vj -{- bvj^^ mit 
irgendeiner Konstante s. In Kj ist v^+j =» 0, v^ ^ 1, also 9><1. So- 
wie « < — 1 ist, hat man für den Punkt — b^^.i, für den v^^^ «= — 1, 
ry =« ist, 9^1; dann muß in Kj^^ durchweg qp < 1 sein. Denn hätte 
man qp > 1 für irgendeinen Punkt in JSTt^i, ^^ würde die Strecke von 
diesem Punkte nach — b^^^ das Gebiet Kj in einem Punkte treffen, für 
den ebenfalls qp > 1 wäre. Sowie andererseits fi > 1 ist, hat man in -i^/j., 
für den Punkt b^^^ jedenfalls 9 > 1. Danach ist das Maximum des Aus- 
drucks 9? = v^ + «Vy+i für ein gegebenes b im Bereiche K.^^ sicher > 1, 
wenn « > 1 ist, und sicher ^ 1 , wenn fi <r — 1 ist. Dieses Maximum 
aber ist offenbar eine Funktion von b, die sich mit € stetig ändert, und 
wird es daher einen bestimmten größten Wert s = sj^^'^^^ geben, im Inter- 
valle — 1 ^ « ^ 1 gelegen, für den dieses Maximum noch ^ 1, d. h. für 
den in K^^^ noch durchweg 9^1 ist. Dann ist für jeden Wert s, der 
> Sj^'^^^ ist, in K."^^ notwendig irgendwo auch <p> 1 und daher, weil in 
Kj überall g? ^ 1 sein muß, in Äj"+i notwendig überall 9> ^ 1; letzteres 
muß dann auch noch für den Grenzwert £ = f^.C/+i) gelten, und also ist 

für diesen Wert im ganzen Bereich -ff^+x ^^^^ 9^ S ■'^• 

Falls auch noch J + 1 < n ist, betrachten wir den neuen Ausdruck 
9 = v^ + £^^"*'^^Vy^i + fv^^j mit irgendeiner Konstante e. Jn Kj^^ ist 
Vy+2 = und also stets 9) < 1. Für ein « ^ — 1 und den Punkt — bj^^ 
in -KjT+s ist 9? ^ 1 und daher in Kt^^ notwendig überall qp ^ 1. Di^egen 
ist für ein a > 1 in Kf^^ insbesondere qp > 1 für den Punkt hj^^. Nun- 
mehr wird es einen bestimmten größten Wert e = e/^"^^ geben, im Inter- 
valle — 1 ^ £ ^ 1 gelegen, für den in Kj^^ noch überall y ^ 1 ist. 
Dann ist für jeden Wert £>£^^"*'*^ in K.'^^ irgendwo g? > 1 und daher 
in Ky+2 überall 9^1, und dieses letztere muß schließlich auch für den 
Grenzwert s ^ sj^"^^ gelten. Mithin ist (p = vj -{- s/^'^^^Vj^i + «;^'*'*^Vy+2 
in Jä^^+2 durchweg ^ 1. 
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Es ist nun klar, wie man fortzuschreiten hat, wenn noch j + 2 <n 
ist, und daß man schließlich zu einem Ausdrucke 

mit bestimmten Koeffizienten fi^^+*), . . ., «^^"^ kommen wird von solcher 
Art, daß in K^, d. i. in JäT überall q>j^l isi Weil K ein Körper mit 
dem Nullpunkt als Mittelpunkt ist, nimmt — (pj in K dieselbe Wertmenge 
an wie q)jy und also ist dann in K auch — 9>y ^ 1, d. h. 9>y ^ — ■ 1. 

Endlich hat man noch für 9)^ = v^ in JST stets ± 9?« ^ 1. 

Man kann auf solche Weise n Formen herstellen: 

(15) Vi = v^ + fii(*>v, + • • • + «/"^v„, g?, -V, + • • . + £,(«)v^, . . ., 9, == v„, 
so daß E ganz in dem Bereiche 

(16) - 1 ^ 9>i ^ 1, - 1 < 92 ^ 1, • . > - 1 .^ <P, ^ 1 
enthalten ist. 

Nun ist über diesen Bereich ausgedehnt das Integral jdx^ . . . dx^ 

^Jdy^ • • • ^y« = ^ S^'^i ' ' ' ^^n "= ^ 'S^Vi ' • • ^Vn ^ 2^* A, wo A die 
Determinante der Gleichungen (13) bedeutet, und also folgt, weil K in 
diesem Bereiche enthalten ist: 

(17) J^2"A. 

Andererseits ist für den Bereich (14) das Volumen fdx^^ . . . dx^ 
— « A \fdv^ . . . dv^ = — A und hat man, weil dieser Bereich (14) ganz iu 
K enthalten ist, 

(18) ^"a^J-. 

5. Weil der Bereich (14) in K enthalten ist, hat man auf der Be- 
grenzung Ton K, d. h. wenn fix^, . . ., a:J = 1 ist, | v^ | + • • • + | v^ | ^ 1 
«/"(a?!, . . ., a;J. Wegen (2) und der entsprechenden Regel für den Aus- 
druck i Vj I + • • • + I v^ I gilt dann allgemein für jedes beliebige System 

(19) ' " K + --- + \v„\^fix„...,x,). 

Wir bilden für ein beliebiges System arj, . . ., a?^ unter Benutzung der 
Substitutionen (7) und (13) den Ausdruck 

(20) ^ +.••+ I? ->^(a;i,...,a;.). 

Ist x^y . . .,x^ ein vom Nullpunkte verschiedener Gitterpunkt und für ihn 
unter seinen Zahlen yi, • . .,y^ etwa jfj die letzte von Null verschiedene, 
so ist nach der Bedeutung der Werte jP^, . . ., F„ für ihn fix^, • • •, ^») ^^>; 
alsdann folgt aus (19), indem, wenn j < w ist, für ihn Vy^^, . . ., v,, Null 
sind, I Vj I + • • • + I Vy j ^ -F^ und mit Rücksicht auf (11) weiter 
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Danach kauu sich fQr keinen einzigen Gitterpnnkt außer dem Null- 
punkte ^ (x^, . . ., a:^) < 1 herausstellen. Der durch 

(21) tix„...,xJS.l 

definierte nirgends konkave Bereich (für n ==^ 3 ein Oktaeder) enthalt also 
außer dem Nullpunkte keinen Gitterpunkt im Inneren (d. h. die Be- 
grenzung ausgenommen). Das Integral fdx^ . . . dx^ über diesen Bereich 

ist = 2^1.. .F„ • — 7- . 

Sind x^ = 2ri, . . ., a:^ =« 2r„ und iCi = 2^1, . . ., x^ = 2«^ irgend zwei 
verschiedene Systeme von je n geraden ganzen Zahlen^ so können daher 
die zwei ihnen entsprechenden Bereiche 

^(^i~2ri,...,a:^-2rj<:i, t(x^'-2s^, ..,yX^-2s^) ^1 

niemals einen inneren Punkt gemein haben. Denn da man analog zu (4) 

und (1) 

2^(5i-n, ..., s^-rj£t(x^-2r,, ...,a;^-2rj + tl;{2s,-x^, ..., 25^-a;J 
V^(25, - a?!, . . ., 2s„ - xj = tix, -2s,,...,x^- 2s^) 

hat, würde in solchem Falle 2tl;{Si — r^, ..., 5^ — rj < 2 hervorgehen, läge 
also der vom Nullpunkte verschiedene Gitterpunkt 5^ — r^, . . ., 5^ — r^ im 
Inneren des Bereiches (21). 

Man hat im Bereiche (21) stets \vj\^ Fj^ G, sodann, wenn d den 
größten Betrag unter den Beträgen der S^ in (13) ist, iyAl ^ w^ö, und 
wenn a den größten Betrag unter den Beträgen der a^^*^ üi (7) ist, weiter 
\Xj^\<n^adG, welche Grenze d heiße. In ^(a^i — 2ri, ..., rc, — 2rJ ^ 1 
gilt dann, wenn r der größte Betrag unter denen von r^, . . ., r, ist, 
I ^* - 2rJ ^ d, I a:J ^ 2r + d. 

Nun sei Q irgendeine positive ganze Zahl und man betrachte alle 
diejenigen Gitterpunkte mit geraden Koordinaten 2ri, . . ., 2r^, für welche 
jede der Größen r^ einen der Werte 0, ±1, . . ., ± Q hat. Von den 
zugehörigen Bereichen ^'(^i — 2ri, . . ., 3c^ — 2r^< 1 haben keine zwei 
einen inneren Punkt gemein. Sie liegen alle im Würfel 

-(2Q + d)<:a;,^(2Q + d) (Ä=l,...,n) 

eingeschlossen. Die Anzahl dieser Bereiche ist (2Q + 1)* und jeder hat 
dasselbe Volumen wie der Bereich (21). Danach folgt 

(22) (2Q + l)-.i?;...j;i^A<(4Q + 2rf)-. 

Läßt man hierin die ganze Zahl Q unbegrenzt wachsen, so geht 

(23) F,...F^^L^2'> 
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hervor, d. h. das Volumen des Bereichs (21) muß ^ 2" sein. Ver- 
mittels (17) folgt daraus in der Tat der zu erweisende Hilfssatz I. 

6. Ferner ist von Interesse: 

Hilfssatz II. Die Determinante |i?4^*^| für n unabMngige Gitter- 
punkte p^^^\ . . ., |)j*) (A = 1, . . ., n), wdche f{jp^''\ . . ., pj*^) -= -F* ergeben, 
ist stets deni Betrage nach ^ n!. 

Nämlich auch der durch 

(24) l^il + --- + !^J^l 

definierte Bereich enthält keinen Gitterpunkt außer dem Nullpunkte im 
Inneren. Denn ist x^^ . , ., x^ ein vom Nullpunkte verschiedener Punkt 
im Inneren dieses Bereichs und von den Größen 0^, , . ,, 0^ für ihn z^ die 
letzte von Null verschiedene, so folgt aus (6) vermöge (4), (1), (2) 

-<(kii + ••• + ! ^ii)-p;<-p;5 

nun ist auch unter den Größen y^, . . ., y^ für ihn y^ die letzte von Null 
verschiedene und kann hiemach der Punkt kein Gitterpunkt sein. Auf 
Grund derselben Überlegungen wie vorhin für den analogen Bereich (21) 
folgt nunmehr, daß auch das Volumen von (24) sicher ^ 2" ist. Dieses 

Volumen ist gleich .-, multipliziert in den Betrag der Determinante |i>;fc^*^|; 

mithin ist dieser Betrag ^ n! . « 

Das gleiche Resultat ergibt sich bereits in folgender Weise. Der 
Betrag der Determinante | p/*) | ist nach (6), (7), (8) gleich dem reziproken 
Wert des Produktes y^^^K . . yj"). Für den Gitterpunkt p^^% . . ., |?j*> ist 

fSj^^l, ^i^* (Ä + *)> also Vh — ""Tä)? y* ™ ö (Ä>Ä). Da nun dieser Punkt 
zum Bereiche fi^ , . . . ? ^) ^ 1 gehört, muß für ihn nach der Bedeutung 
der Größen 8j^^^ in 4. sich ^ ^ d^W erweisen. Also ist -4) ^ 2^* Sj^% 

mithin —r^. 7^.^Fi,,.F^A, woraus vermöge (23) der Hilfssatz H 

'1 ' ' ' 'n 

hervorgeht. 

Nach (6), (7), (8) sind die Koeffizienten y^^^*) in (8) rationale Zahlen 
mit der Determinante \pj^^^^ \ als Nenner, also mit einem Generalnenner ^n!. 
Nach den Ungleichungen (9) kommen daher für diese EoefQzienten, also 
für die ganze Substitution P^^Ä von vornherein eine nur von n ab- 
hängende Anzahl von möglichen Ausdrücken in Betracht. 

7. Endlich fügen wir die folgende Bemerkung hinzu. Für das 
System Xj^ - a^W (Ä = 1, . . ., n) in (7) ist x^ - yi(*>i?4^^> + • • • + n^^^Pk^^^ 
Indem nun die Größen y^W, . . ., y^^*^ sämtlich ^ und ^ 1 sind, folgt 
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aus (4) und (2): 

Berücksichtigt man nun (12)^ so zeigt sich, daß für die n ganzzahligen 
Systeme o^^*^, . . ., a„(*) (ä = 1, . . ., n), deren Determinante \ a^^*^ | -= ± 1 ist^ 
di# Ungleichung 

(25) /-(a^C), . . ., o „(')) . . . /-(o,«-), . . , a,(-)) ^ (n !)» 2- -1 
erfüllt ist. 

§ 2. Ein Kriterium fOr die algebraischen Zahlen n^ Grades. 

8. Eine reelle oder komplexe Größe a heißt eine algibraisdie Zahl 
und zwar n*^ Grades, wenn sie einer algebraischen Gleichung w*^ Grades 

a^i + a:,a + h x^a'"'^ + rr^+ja" - (a:^^i + 0) 

mit rationalen ganzzahligen Koeffizienten x^, x^y . . ., x^j ^n+i^ deren 
letzter 4* ^ ^^; ^^^ nicht bereits einer Gleichung derselben Art von 
niedrigerem Grade genügt. Dieses ist die Definition der algebraischen 
Zahlen w**^ Gh-ades. Im folgenden will ich nun ein Theorem entwickeb, 
wonacli die Entscheidungy ob eine gegebene reelle oder Jcomplexe Größe a eine 
algebraische Zahl n^ Grades ist oder nicht^ bereits durch Betrachtung der 
Werte des Ausdrucks 

(26) l^x^+Xia-\ + x^a""-^ 

• 

für rationale ganee ZaJüen x^j oo^j . . .y x^ geliefert werden kann. 

Es sei r irgendeine positive ganze Zahl, und wir lassen für x^, •••y^» 
in (26) alle diejenigen Systeme von ganzen Zahlen zu, wobei jede Zahl 
dem Betrage nach ^ r ist, also der Reihe 0, ± 1, ± 2, . . ., ± r an- 
gehört, mit Ausschluß des einen Systems arj = 0, . . ., x^^O, Unter den 
betreffenden Systemen kommen gewiß Vereine von n unabhängigen (d. h. mit 
nichtverschwindender Determinante | Xj^^^ |) vor; z. B. sind die n Systeme 
fl;^(*) » 1^ a:^^*) = (Ä + Ä) für Ä = 1, . . ., n imabhängig. Wir suchen 
unter allen jenen Systemen ein erstes x^ =^Pi^\ • • •> ^n "^Pn^^ *^^7 ^^ ^^ 
der Betrag von ^ möglichst klein ausfällt. Da wir dabei jedenfalls die 
Wahl zwischen Paaren entgegengesetzter Systeme haben, wollen wir das 
System noch derart voraussetzen, daß die letzte von Null verschiedene 
der Zahlen pj^^^ größer als Null ist. Es sei für das System 5 = «i • So- 
dann wählen wir unter jenen Systemen ein zweites, von p<f^^^\ . . ., |?j^) un- 
abhängiges System x^^p^'^\ , . ,, x^^ pj^^^ aus, wofür nächstdem der 
Betrag von | möglichst klein ausfällt, und es sei wieder unter den 
Zahlen ^^^'^ die letzte nichtverschwindende > 0. Für dieses zweite 
System sei | = et,. Wir fahren so fort, bis wir schließlich unter jenen 
Systemen ein n*®" von den früheren unabhängiges System üCi^ft^**^, . . ., 
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x^ — |}j"^ erlangen, wofOr wieder der Betrag von | möglichst klein ist^ 
und es sei auch von den Zahlen pj^^^ die letzte von Null verschiedene > 0. 
Für dieses w** System sei | = a^. Dann hat endlich die Substitution P: 

(27) X, "= p^^-^z, + p<:^e^ + • • • + 1)»<-)«, (Ä = 1 , 2, . . ., ») 

eine von Null verschiedene Determinante, und es geht | durch P in 

(28) 5^ « Z = «1^1 + «S^2 + • • • + «n^« 

über. Dabei ist jedenfalls 

(29) Kl^l«,l£---^l«. 



Unter speziellen Umstanden in bezug auf die Größe a ist es möglich^ 
daß die Systeme p^^^\ . . ., pjl"^ durch die angegebenen Bedingungen noch 
nicht eindeutig bestimmt sind, die Festsetzung von P f&r das gegebene r 
also noch in mehrfacher Weise geschehen kann. Durch entsprechende 
Betrachtungen wie in 3. aber erkennt man, daß jedenfalls das System 
der n absoluten Beträge jaj, |ci^|, . . ., \a^\ durch die Zahl r völlig 
eindeutig bestimmt ist. Es heiße P eine ewr Zahl r gehörende Substitution. 

Man bilde nun eine zur Zahl r^^l gehörende Substitution P^ . 
Diese kann auch noch zu r = 2, 3, . . . gehören. Gehört sie nicht zu 
jeder Zahl r, so sei der größte Wert r, zu dem sie gehört, r = r, — 1 
(wo r, ^ 2 ist). Es sei sodann Pj eine zu r, gehörende Substitution, und 
sie gehöre zu den Zahlen r, die ^ r, und < r^ sind. Sodann sei Pj eine 
zu rj gehörende Substitution usf. Wir wollen noch die Festsetzung 
treffen, daß, wenn für eine dieser Substitutionen P, in der zugehörigen 
Form ^P^^ X ®i^ Teil der Koeffizienten «i, . . ., a^ (etwa a^, ..., «y) =0 
wird, die betreffenden Vertikalreihen p^^^\ . , ., p^^^ (ä = 1, ...,J) für alle 
folgenden Substitutionen P^ (x > t) unverändert beibehalten werden 
sollen. Die so entstehende (sei es abbrechende, sei es unendliche) Reihe 
von Substitutionen Pj, Pj, Pj, ... soll die zu a gehörende Kette von 
SubstitiUionen heißen. 

Es sei allgemein Xt ^ «i^'^^i H — • + «i'^^n ^^^ Form, in welche t 
durch P, übergeht. Man hat für zwei aufeinanderfolgende Substitutionen 
P„ P,^i der Kette: 

(30) l^i^'+^M^ki^'M, .-. l«i'^^M^I«i'M (^=i,2,..0. 

wo jedenfalls nicht alle n Gleichheitszeichen auf einmal gelten können ; 
denn sonst würde ja P^ auch zur Zahl r^^^ gehören, während sie nur zu 
den Werten r ^ r^ und ^ r, ^ ^ — 1 gehört. In P, sind jedesmal die Be- 
träge aUer Koeffizienten ^r, und ist wenigstens einer darunter >r^—ly. 
also eben » r^. Man erkennt nach diesen Umständen, daß die Reihe der 
Zahlen ^i; r,, r,, ... eine durch die Größe a völlig bestimmte ist. 
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9. Ohne an die Aufgabe der einfachsten sukzessiven Ermittlung der 
Kettenglieder näher heranzutreten, beweise ich nur den folgenden Satz, 
der bei der Behandlung dieser Aufgabe die wesentlichsten Dienste leistet. 

Für eine jede Substitution der Kette ist die Determinante dem Betrage 
nach :^ n!. 

Es sei P in (27) eine Substitution der Kette, zu einer Zahl r ge- 
hörend, und X in (28) die Form, in welche 5 durch P übergeht. Dann 
kann der durch 

(31) l^.l + --- + l'J^l 

definierte Bereich im Inneren (d. h. soweit das Zeichen < gilt), keinen 
Gitterpunkt außer dem Nullpunkte enthalten. Denn ist e^^ ' • -f ^n irgend- 
ein, von 0, . . ., verschiedenes System im Inneren dieses Bereichs (31) 
und von diesen Größen jSj die letzte von Null verschiedene, so hat man 
dafür 

Ist erstens |ay|>0, so folgt |5| ^ |ay|(|ir, | + . . . + |ir^|)< | a^|, 

1^*1 ^^(kiH Hkjl) <^5 alsdann ist das betreffende System a?i, ...,a:^ 

kein Gitterpunkt, denn für einen Gitterpunkt, bei dem die Betrage | ^^^ | ^ r 
sind und ^^ + ist, muß | 6 1 ^ | «> | »ein. 

Ist zweitens a^ = 0, so sei P^ die erste Substitution der Kette, für 
welche sich «j^'^ =....« «^W » findet, während, wenn x > 1 ist, in der 
zu Px_i gehörenden Form %^_j der erste nichtversch windende Koeffizient 
a^/"""^) mit einem Index j'^J sei. Dann ist also r^ die kleinste Zahl, 
fär welche die ersten j' Vertikalreihen einer zugehörigen Substitution 
sämtlich | » machen. Nun gehören zufolge einer in 8. getroffenen 
Festsetzung die ersten j Vertikalreihen von P bereits zu P^ und, wenn 
x> 1 und j'> 1 ist, die ersten/— 1 Vertikalreihen von P bereits zu P^_j. 

Für das System z^, . . ., ^n folgt jetzt S = 0, \Xj^\<, r^{\z^ \-\ h 1^>|) <r^. 

Im Falle x =» 1 ist r^ = 1 und kann also ar^, . . ., x^ hier kein Gitter- 
punkt sein. Ist aber x>l und wäre x^y . . ., x^ hier ein Gitterpunkt, 
so wäre derselbe, da z^^O ist, ja vom Nullpunkte verschieden und zudem, 
falls y > 1 ist, auch von den Gitterpunkten in den ersten j' — 1 Vertikal- 
reihen von Px_i unabhängig; also würde bereits zu einer gewissen Zahl <r^ 
eine Substitution gehören müssen, in welcher mindestens j' Vertikalreihen 
sämtlich | » machen. 

Aus dem Umstände, daß (31) keinen Gitterpunkt im Inneren enthalt^ 
folgt wie im ersten Beweise des Hilfssatzes II (s. 6.), daß die Deter- 
minante \Pi^^^ von P dem Betrage nach ^w! ist. 

10. Es sei n > 1. Femer wollen wir von dem Falle absehen, daß 
n^2 und a komplex ist; alsdann würde 1 6| =■ |^i + öiPj | unter einer 
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gegebenen Grenze nur für eine endliche Anzahl von ganzzahligen Systemen 
Xj^, x^ liegen, wäre also die Substitutionenkette zn a jedenfalls eine ab- 
brechende; andererseits ist eine komplexe Qröße a '^b + ic dann und 
nur dann eine algebraische Zahl zweiten Grades , wenn b sowie c^ 
rational sind. 

Auf Grund der in 8. entwickelten Begriffe entsteht nun folgendes 
vollständige 

Kriterium für die algebraischen Zahlen n^ Grades: 

Es sei a eine beliebige reelle oder komplexe Größe, im ersten Falle 
<j =» 1, im zweiten <y «= 2 und n > <y. Es sei 

g^Xj + aarjH Va^'-^x^, 

sodann P^, P^j P^^ , , . die zu a gehörige Kette von Substitutionen mit 
n Variablen, und %^j %,, %3, ... seien die Formen, in welche 5 durch 
Pj, P2, P3, ... übergeht. 

1*^ Ist a nicht eine algebraische Zahl n*^ oder niederen Grades, so 
bricht die Kette niemals ab, und alle Gleichungen jji — 0, %j =■ 0, ... sind 
verschieden (d. h. keine zwei der Formen ^u^, %,, ... unterscheiden sich 
bloß durch einen Faktor). In jeder Form Xx ^^^ ^^ Koeffizienten von 
Null verschieden. 

2^ Ist a eine algebraiscJie Zahl n^ Grades, so bricht die Kette niemals 
ab, unter den Gleichungen %i — 0, %2 — 0, ... kommen nur eine endliche 
ÄngaM verschiedener vor (d. h. alle diese unendlich vielen Formen ent- 
stehen aus einer endlichen Anzahl unter ihnen durch Multiplikation mit 
Faktoren), in jeder Form Xx ^^^ ^^ Koeffizienten von Null verschieden. 

3® Ist a eine algebraische Zahl n — m^^ Grades, wo w > und 
n — m'> 6 ist, so bricht die Kette niemals ab, unter den Gleichungen 
Zi ™ 0, ;Cj «» 0, ... kommen nur eine endliche Anzahl verschiedener vor, 
in den Formen Xx ^^^ ^^^ einer gewissen an stets die m ersten Koeffi- 
zienten = 0, die übrigen n — m sind beständig von Null verschieden. 

4^ Ist a eine algebraische Zahl 6^"^ GiTB,deB (also reell und rational 
oder komplex und vom zweiten Grade), so bricht die Kette nach einer 
endlichen Anzahl von Gliedern ab. 

11. Wir beginnen den Nachweis dieses Satzes mit der Feststellung, 
daß, wenn zwei der Gleichungen ;ti ^ 0, %2 == 0, ... identisch sind, die 
Größe a notwendig eine algebraische Zahl n^'^ oder niederen Grades ist. 

Es seien also Xt ^^d Xx ^^^^ unter jenen Formen, die sich bloß durch 
einen Faktor 9 unterscheiden, so daß Xx^ ^Xt ^s*- ^^ ^^^ ^ < >«; 00 ist 
zufolge der Bemerkungen bei (30) der Betrag 1 9 1 < 1. Es seien P, und 
P^ die Substitutionen der Kette, welche 5 in ;i;, und Xx überführen. Durch 
P^Pr^ geht dann g in 9;c,P-S d. i. in 9g über. Es sei 

Minkowski, 0«sammelto AbhAndlongen. I. 20 
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(32) \q,m\ (h,k-l,...,n), 

h als den Index der Horizontal-, A; als den Index der Yertikabreihen ge- 
dacht, das KoefGzientensystem der Substitation Pj^P^\ so ergibt die Yer- 
gleichuDg der Koeffizienten in den Formen 95 und l^P^^P^"^', 

(33) Ga*-^ = 2/*) + aftW + • • • + a'-^gj*) (Ä= 1, . . ., n). 

Die Koeffizienten q,^^^ sind samtlich rationale Zahlen. Man entnimmt aus 

diesen Gleichungen, daß die Determinante 

/e,(*) = 0, A + Jfc: €/*) = l\ 

iu) ie.....-,.<..|-o (• ,;_+;..;, ) 

ist, eine Gleichung, die symbolisch |9P,P~^ — P^P"^ | =« geschrieben 
werden kann. 

Nimmt man zwei aufeinanderfolgende der Gleichungen (33), fOr % =» j 
und Ä; — » j + 1 (j = 1 , . . ., n — 1), so entsteht aus ihnen durch Elimination 
von 9: 
(35) g,C>+i) + a(g,c/+i)-g^W) + . . . + a'-i(gy+i)-gW^) - a««W == 0. 

Man hat w — 1 solcher Gleichungen für J — 1, . . ., n — 1. 

Entweder ist nun wenigstens eine unter ihnen so beschaffen, daß in 
ihr nicht alle Koeffizienten der Potenzen von a Null sind; dann erweist 
sich durch die betreffende Gleichung die Größe a als eine algebraische 
Zahl n**° oder niederen Grades. 

Oder aber, es wären die Ausdrücke in a auf den linken Seiten der 
Gleichungen (35) für i = l, . • ., w — 1 sämtlich identisch gleich Null; 
dann hätte man 

(36) </!«+.) _o, «.y+^'-gÄ...,?«*«-?»")!, o-e 

für j' =» 1, . . ., w — 1, also zuvörderst 

g,« - 0, <//) - 0, . . ., j^W = 0; qW = 0, g W = 0, . . ., gi-"*' " 0, 
sodann allgemein, wenn Ä > Ä ist, g^W = qj^^Sx^^ = . . . = g^(*-*+i) = 0, 

und wenn ä:<ä ist, ^^(*) == g^(^+i) = . . . = gj»-*+*) = 0, endlich noch 
2^(1) » gj(«) B . . . » gj«)^ welcher Wert = q gesetzt werde. Nunmehr 
würden die Gleichungen (33) in 9a*~^ = ga*""^ (Ä=l,...,n) übergehen; 
man fände 9 = g und hätte allgemein q^^^ = ff^A^*^ also P^PT^ " i^t^T^i 
mithin P^ = 9P,; jeder Koeffizient in P^ wäre gleich dem entsprechenden 
Koeffizienten aus P^, multipliziert in 9. Nun hat von den Koeffizienten 
in Py wenigstens einer einen Betrag » r^ und die Beträge der Koeffi- 
zienten in P^ sind sämtlich ^r/, es würde somit fx^ |ö|r, folgen, was 
mit r^ > r, und | 9 1 < 1 im Widerspruch stünde. Die zweite Annahme, 
daß keine der Gleichungen (34) eine Bedingung für a gibt, ist danach 
unzulässig, und mithin ist notwendig a eine algebraische Zahl vf^ oder 
niederen Grades. 
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12. Wir ziehen jetzt die Ergebnisse des § 1 heran. Es sei e eine 
beliebige positive Ghröße; wir nehmen für die linearen Formen ^i, S,, ..., 
an welche die Betrachtungen in § 1 anknüpfen, die n + 1 Formen 

x^, , . .f x^ und -^ ^ —(Xi + ax^-\ f-öt*"^:rj. 

Der Körper K wird dann der durch 

(37) -l<a:i<l, ..., -l<a:^<l, |S|<« 

bestimmte Bereich. In diesem Bereich ist offenbar stets 

welche Größe C* heiße; wir wollen deshalb jedenfalls « < C* voraus- 
setzen. Wir haben nach (12) die fundamentale Ungleichung 

(12b) ' F^,..F^J<nl2% 

wo J das Volumen von K ist und die Bedeutung von jF^, . . ., jF^ aus 3. 
zu ersehen ist. 

Es werde <^ = 1 gesetzt, wenn a reell ist, (^ » 2, wenn a komplex 
ist, und im letzteren Falle setze man ^^ rj + it, so daß rj und g Formen 
mit reellen Koeffizienten sind. Die Bedingung | S | ^ £ kommt für 6^1 
auf — « < 6 ^ *; für <J = 2 auf ^* + S* < «* hinaus. Denkt man sich 
zu S, bzw. zu iy, g weitere n — (y reelle lineare Formen Vj, . . ., v„_^ hinzu- 
genommen, so daß n Formen mit einer Determinante 1 entstehen, so er- 
kennt man, daß mit nach Null abnehmendem e das Verhältnis r- für 

<y = 1 oder — s für <y =» 2 nach dem Werte des über den Bereich 



51-0, -l<a:i<l, ..., - l<ar^<l 

erstreckten Integrals frfvi ...dv^.^y, also nach einer bestimmten positiven 
Größe konvergiert. Danach wird man eine endliche von a abhängende, 
von € aber unabhängige Qröße M angeben können, so daß für alle Werte 
£ < C* stets 



1 



(38) [^y^<M 

ist. Die Ungleichung (12b) geht dann in 

(39) B{t\.,.F^'^ <M 

über. Wegen i^i < • • • < -F'^ erhält man daraus insbesondere 



n 



(40) sF^" <M 

und femer 

(41) ci^,— '2?;<jtf". 

20» 
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Nunmehr sollen einige Folgerungen aus diesen Ungleichungen (40) und (41) 
entwickelt werden. 

13. Wenn in einer Form x zur Kette der erste Koeffizient oc^ — 
ausfällt, erweist sich durch diese Gleichung a als eine algebraische Zahl 
n — 1*^ oder niederen Grades. Eine solche Beschaffenheit von a wollen 
wir zunächst ausschließen. Dann ist also für jedes Kettenglied gewiß 
I o^ I > 0. Wir zeigen, daß alsdann im Verlauf der Kette der Betrag | a^ \ 
schließlich unter jede Grenze sinken muß. 

Es sei P in (27) eine zur Zahl r gehörende Substitution, % in (28) 
die zugehörige Transformierte von J. Wir nehmen in 12. den Para- 
meter f-=^; (diese Größe ist < C* weü li?/*)], . . ., lpi^>|<r ist). 
Man hat hier ein von 0, . . ., verschiedenes ganzzahliges System :r^, . . ., x^, 
woför I a:^ I < ^ (Ä;= 1, . . ., n) und — =- -L?[*J- « r ist, aber kein System 



«i 



dieser Art, woftLr stets \Xj^\ < r und — < r wäre. Nach der Bedeutung 

c 

von jFj (s. 3.) ist daher dann F^ = r. Die Ungleichung (40) ergibt 
nunmehr 

H— O 



(42) |ail<-Mr ^ . 

Diese Abschätzung für | cc^ \ zeigt in der Tat, daß mit wachsendem r 
der Wert | Oj | schließlich unter jede Grenze sinken muß.*) In den be- 
zeichneten Fällen, in denen a^ niemals Null werden kann, hat infolge- 
dessen die Kette notwendig einen unendlichen Verlauf, sie kann niemals 
abbrechen. 

Insbesondere bricht auf diese Weise die Kette niemals ab, wenn a 
nicht eine algebraische Zahl n^'^ oder niedrigeren Grrades ist. Verbindet 



*) Sind a, ß zwei reelle Größen und ist 0-< ||?| ^ {a|, so hat man eine ganze 
Zahl y, 80 daß \cc-\-yß\'^—\ß\ ist. Sind cc^ ß^ y drei reelle oder komplexe Größen, 

80 daß 0<;y|<|/J|<|a| und -^ = d + »€ nicht reell, also 8 4= ^ ^^t, so kann man 

r 

zwei reelle Größen t?, tr finden, so daß a + t?/J + ^7 = « + (^ + ^^)ß + ttr« j3 = 
ist, und sind dann z und y zwei ganze Zahlen, so daß \z — t(7|<C— und 

|y + djf — t? — dt(7| <— ist, so wird |a + y/J + j5y| <-— -|/J|. Mit diesen Hilfs- 

= 2 = y 2 

mittein kann man direkt einsehen, daß in den Formen x ^^^ Kette sogar \a^\ 
schließlich unter jede Grenze sinkt, mit Ausnahme des Falles, daß n «» 8, a kom- 
plex und der reelle Teil Ton a rational ist, in welchem Falle nur { aj { und | a, | unter 
jede Grenze sinken, aber für \ a, \ eine positive untere Grenze besteht, und femer der 
Fälle, daß a eine algebraische Zahl a^^ Grades ist, in welchen Fällen die Kette mit 
einem letzten Gliede abbricht. 
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man hiermit das Ergebnis aus 11., wonach unter derselben Voraussetzung 
niemals zwei der Formen Xx ^^^^ ^^^^ durch einen Faktor unterscheiden, 
so ist zunächst der Punkt 1^ unseres Kriteriums yöllig sichergestellt. 

14 Um den Punkt 2^ zu erweisen, nehmen wir nunmehr an, daß a 
als eine algebraische Zahl n^^ Grades gegeben ist. In diesem Falle können 
wir außer mit der Ungleichung (39) noch mit dem Satze operieren, daß 
die Norm einer von Null verschiedenen ganzen algebraischen Zahl eine 
Yon Null verschiedene ganze rationale Zahl und daher dem Betrage 
nach ^ 1 ist. 

Es sei 

(43) ^^a» + ^ia'-i + . . . + (^^ - 

die Gleichung n*^ Grades mit rationalen ganzen Koeffizienten ohne ge- 
meinsamen Teiler und positivem g^, der a genügt. Es sei, wenn a kom- 
plex, <y = 2 ist, a^ die zu a konjugiert imaginäre Größe. Die Wurzeln 
jener Gleichung n*^ Grades außer a, bzw. außer a und a^, mögen 
a'y a", . . ., a^^""^ heißen. Femer sollen die zu einer Zahl g des Körpers 
von a konjugierten Zahlen in den Körpern von (a®), a', . . ., a^"-*') mit 

{l^)y l', . . •, S^""''^ bezeichnet werden. 

Das Multiplum g^a ist eine ganze algebraische Zahl n^^ Grades. In- 
folgedessen ist für ein ganzzahliges, von 0, . . ., verschiedenes System X|, 
. . ., x„ der Wert von g^'^i, stets eine von NuU verschiedene ganze Zahl 
im Körper von a und daher deren Norm in diesem Körper ^w(gr^j*~^5) 

'==^o'*^"~^5(5^)5' • • -7 S^'*"'^^ ^®™ Betrage nach ^1; der eingeklammerte 
Faktor ^ kommt f ür tf = 2 in Betracht und dann ist | g*^ | ■« | 5 | . Es sei 

C der größte Wert unter den n — <y Ausdrücken 1 + | a^| H [- 1 a^^|""^ 

für j = 1, . . ., w — (T. Sind x^, • • •; ^,» in ihren Beträgen ^ r, wo r eine 
positive Größe ist, so hat man 

(44) \l^^^^Cr {j^\,.,,,n^ö) 
und entsteht nunmehr die Ungleichung sr^j'*^""^) C*"^ 1 6 |^r*~*' ^ 1 oder 

(45) ISI^r^-^^ft*', 

wo h eine gewisse, nur von a, nicht von der Größe von r abhängende 
Konstante vorstellt. 

Es sei wieder P die zu einer ganzen Zahl r gehörende Substitution 
der Kette und % in (28) die Form SP. Dann geht, wenn für x^, . . ., x^ 
die erste Vertikalreihe von P genommen wird, aus (45) zuvörderst 



H — a 
^ '**•"" 



(46) I « J ^ Ir 

hervor. 

Es sei sodann s wieder eine beliebige positive Größe ^ C* und be- 
trachten wir die Ungleichung (41) dafür. Nach der Bedeutung von F^ 
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in 12. hat man ein von 0, . . ., yerschiedenes ganzzahliges System x^, . . ., x^, 
wofür I a:^ I ^ -Fl (Ä — 1,. . .,n) und - ^F^, also \i\^€F^ ist. Die ün- 
gleichung (45) ergibt daher («F,)''J?'i"-'' ^ 6" oder 

(47) cFi" ^ b. 

Fuhrt man die hierdurch angewiesene untere Grenze in (41) ein, so folgt 

(48) tFj £ B, 

WO B ^ vj^—i wieder eine nur von a, nicht von € abhängende Eonstante 

vorstellt. 

Nanmehr wollen wir speziell « = - "- nehmen, wo «^ der letzte Ko- 

e^ient in % ^^^' Dann ist F^-=r; denn man hat hier n unabhängige 
ganzzahlige Systeme rc^, . . ., x^, für welche ; iP^ | ^ t* (i = 1, . . ., n) und 






< 



«J _ 



«« 



== r ist^ aber nach der Bedeutung von | a^ \ jedenfalls nicht n 



r 

unabhängige ganzzahlige Systeme Xj,...,x^ für welche \x^\ <r(fc= l,...,n) 
1 

(49) la.KBr-"-^ 



und 



< r wäre. Die Formel (48) ergibt nunmehr 



n 



n — o n — a 



Wir stellen (46), (49) und (29) zusammen in: 

(^) br ~^ ^i\<"'^'%\<Br' 

Man ersieht daraus zunächst, daß im Verlauf der Kette selbst { cc^ \ 
schließlich unter jede Grenze sinkt. Die Kette bricht also jedenfalls 
niemals ab. 

Gewisse weitere Ungleichungen erschließen wir för die Normen der 
Zahlen a^Qc = l, . . .,n) und für ihre konjugierten Zahlen Oj^A Nach (44) 
werden wir, da die Zahlen der i**** Vertikalreihe von P, welche 6 = ^f* 
machen, ^ r sind, 

(51) |a*<''>|^Cr (; = l,...,n-(») 

haben. Nehmen wir dazu die in (49) erhaltene obere Grenze fttr |a^|, 
womit noch im Falle <y = 2 sich | a^^^j deckt, so folgt 

(52) I JV^w(^o""'«*)l ^5'o"^""'^-B"C'-^, 

wo die Grenze rechts nur von a, nicht von der Zahl r abhängig er- 
scheint. Nun ist Xm(gQ''-^a^) eine ganze rationale Zahl und daher nach 
dieser Ungleichung nur einer endlichen Anzahl von Werten bei allen 
möglichen Werten von r fähig. 
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Andererseits hat man, indem diese Zahl Nm{ß^^^a^ von Null ver- 
schieden ist: 

(53) I J^mO^o"-!«,)! = V<"-^M«*(0«; • • • «»^"-"M ^ 1- 

Führt man hierin für |ajk|(|a/|) die obere Grenze aus (50) und für die 
Beträge |a/|, . . .jlaj^""*'^! mit Ausnahme eines Faktors \oi^\ die obere 
Grenze aus (51) ein, so folgt für diesen noch übrigen Betrag: 

(54) |«*^-^M^^ (j-l,...,n-<j), 
wo c = — -. — rj —- r wieder nur von a, nicht von r abhänffiir ist. 

Sind nun h, Je irgend zwei der Indizes 1, 2, ...,n, so hat man 
wegen (50): 



cf* 



(55) 

und aus (51) und (54): 

(56) 









Zudem sind g^^^aj^ und g^^''^aj^ und alle ihre konjugierten Zahlen ganze 
algebraische Zahlen und liegt nach (52) die ganze rationale Zahl | Nmig^" ^a^) \ 
unter einer bestimmten von a allein abhängenden Grenze. Aus diesen 
Umständen geht hervor, daß^ in der algebraischen Gleichung n^^ Grades 
für t: 

(67, ^„(,..-..0.(,-^)((,-^))(<-j)...(<-$^-0 

alle n + 1 Koeffizienten der linken Seite ganze rationale Zahlen sind und 
in ihren Beträgen unterhalb bestimmter nur von a abhängender Grenzen 
liegen. Danach kommen für die Koeffizienten dieser Gleichung von vorn- 
herein für alle r nur eine endliche Anzahl von Wertsystemen und also 

für ein jedes Verhältnis — von vornherein für alle r nur eine endliche 

Anzahl von algebraischen Zahlen in Betracht. Mithin können in der Tat 
die sämtlichen unendlich vielen Linearformen x^^ Zs; * - • ^^^ Kette hier, 
wo a eine algebraische Zahl w**^ Grades ist, nur eine endliche Anzahl von 
verschiedenen Verhältnissen a^i a^: . , .: a^ der Koeffizienten darbieten, sie 
gehen also sämtlich aus einer endlichen Anzahl unter ihnen durch Multi- 
plikation mit Faktoren hervor. Damit ist der Punkt 2® unseres Kriteriums 
völlig erwiesen. 

15. Wir können noch eine Bemerkung über die Natur derjenigen 
Faktoren 9 hinzufügen, die hier in Beziehungen Xx'^ ^Zt auftreten und 
die als Quotienten von Zahlen im Körper von a jedenfalls auch in diesem 
Körper liegen. 
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Zu jeder Substitution P, der Kette kann man nach der in 2. aus- 
einandergesetzten Methode eine ganzzahlige Substitution Ä^ mit einer 
Determinante ± 1 bestimmen, so daß die Koeffizienten in P^^^t ^^^ ^ 
(8) und (9) für die Zahlen y^^^ angegebenen Bedingungen entsprechen. 
In dieser Substitution P^^^i ^^^^ ^^^ Koeffizienten rationale Zahlen mit 
der Determinante von P, als Nenner. Letztere ist nach dem in 9. Be- 
wiesenen stets dem Betrage nach ^ n!. Nach den Bedingungen (8) und (9) 
kommen dadurch f&r alle Koeffizienten von P^^A^ von vornherein nur 
eine endliche Anzahl verschiedener Werte in Frage. Verbindet man damit 
das soeben in 14 erzielte Resultat, so erkennt man, daß auch für den In- 
begriff der Gleichung %, = und der Substitution P^ ^A^ zusammen in 
der ganzen unendlichen Kette nur eine endliche Anzahl von verschiedenen 
Bestimmungen vorkommen. 

Hat man nun für zwei Indizes i und x sowohl x^^ = 9^,, wo 9 ein 
Faktor ist, als auch P,"-M^ = P-M„ so wird P^Pr^^A^Ar\ also 
eine ganzzahlige Substitution mit einer Determinante ± 1. Durch diese 
Substitution geht die Linearform 5 (in (26)) in 95 Ober, während A^A^\ 
d. i. die identische Substitution, | in g überführt. Für den Faktor 9 er- 
hält man dadurch eine Gleichung n^° Grades, welche sich in der oben 
bei (34) erklärten symbolischen Weise 1 9-4,-4 "^ — A^A;''^\ = oder 
I 9.4, — .4^1 = schreiben läßt. In dieser Gleichung sind alle Koeffizienten 
ganze rationale Zahlen und ist sowohl der erste wie der letzte Koeffizient 

gleich ± 1. Also ist dann sowohl 9 wie -^ eine ganze algebraische Zahl, 
mithin 9 eine Einheit in dem Zahlenkörper von a. Sonach gilt der Zusatz: 
unter den Formen %^y Zs? - - • ^^^ Kette kann man eine endliche Anzahl 
angeben so, daß aus ihnen alle Formen der Kette durch Multiplikation 
mit solchen Faktoren hervorgehen, welche Einheiten im Korper von a sind. 

Ist Z. - «1^1 + • • • + a^z^ X^-ßi^i+'- + ßn^n ^d sind r., r^ die 
Zahlen, zu denen P,, P^ gehören, so hat man femer nach (51) und (54) 

indem ß^^' Qa^ ist^ folgt daraus 

Cr, c r. 

Man hat sodann die von den Zahlen r,, r^ freie Beziehimg 

Für die Einheiten 9, auf die man hier geführt wird, liegen also die Ver- 
hältnisse der BetnLge der n — <y konjugierten Werte 9', . . ., 9^*"*') stete 
zwischen zwei von vornherein anzuweisenden Grenzen, ein Umstand, der 
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für die weitere Erforschung der Sabstitationenketten zu algebraischen 
Zahlen «**** Grades von hervorragender Bedeutung ist. 

16. Es sei jetzt a eine algebraische Zahl n — w*®° Grades^ wo fw > 
und < n ist, und es sei 

die Gleichung n — m^^ Grades mit rationalen ganzen Koeffizienten ohne 
gemeinsamen Teiler und positivem g^, der a genügt. Es sei unter den 
Betragen der Koeffizienten dieser Gleichung der größte Wert g*. Man 
entnimmt aus (59) 

^„_^a*-^+^„>„.xa* + ... + ^o«"-'"''*"' = (Ä = l,...,m), 

d. i. x^ + ax^ + • • • + a"~^a:, — für gewisse m besondere, von 0, . . ., 
verschiedene gauzzahlige Systeme Xi,. . .,x^. Diese m Systeme sind von- 
einander unabhängig; denn schreibt man sie in m Yertikalreihen auf, so 
hat man in den letzten m Horizontalreihen der entstehenden Matrix, 
welche die Werte ^n-m-^i} * * *> ^n enthalten, ein quadratisches Schema, 
wobei in der Hauptdiagonale alle Elemente » gQ und unterhalb derselben 
alle Elemente » sind, ein Schema also, das die von Null verschiedene 
Determinante g^^ ergibt. Alle jene Zahlen x^, , . .yX^ sind femer dem Be- 
trage nach ^g*. 

Es sei nun P eine zur Zahl r gehörende Substitution der Kette 
und X die Form, in welche g durch P übergeht. Aus dem eben Gesagten 
erkennt man, daß, sowie r ^ p* ist, in % jedenfalls «i = 0, . . ., «^ = 
sein muß. Dagegen muß stets «^^.i von Null verschieden bleiben. Denn 
hätte man m + 1 unabhängige ganzzahlige Systeme x^y , . ,yX^y wofür 
5 — ausfiele, so würde man aus den betreffenden m + 1 Gleichungen 
durch m Mal hintereinander vorgenommene Elimination der jedesmal sich 
darbietenden höchsten Potenz von a schließlich eine Gleichung für a mit 
rationalen Koeffizienten von einem Grade < w — fw gewinnen können. 

Es sei wieder <y = 1 oder =- 2, je nachdem a reell oder komplex ist, 
und im letzteren Falle sei a^ die zu a konjugiert imaginäre Zahl. Femer 
seien a', a", ..., a ("""*""*') die Wurzeln der Gleichung n — m^^ Ghrades 
für a außer a, bzw. außer a und a^ Endlich, wenn a eine Zahl im Körper 
von a bedeutet, so seien allgemein {a% a, . . ., a^»-'»-*'^ die konjugierten 
Zahlen in den Körpern von (a®), a', . . ., a^** ""*""*'). 

Wir können jetzt die in 14. gewonnenen Sätze über die Substitutionen- 
ketten mit n Variablen zu algebraischen Zahlen w**** Grades in der Weise 
heranziehen, daß wir die Zahl n dort durch den Wert n — m hier ersetzen. 
Das in (49) liegende Resultat zeigt alsdann, daß man im gegenwärtigen 
Falle zur beliebigen Zahl r stets n—m ganzzahlige Systeme yi=yi^*\...,y^_^ 
-=y5fl„(i = l,...,w — m) mit von Null verschiedener Determinante finden 
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kaoiiy to daß alle Zahlen y/*' darin dem Beirage nach ^ r sind, imd daß 
für jedes maeXne dieser i« — > m Sjsieme 



i — m — rt 



anafäUty wo B eine gewisse nnr ron o, nicht Ton r abhängende Konstante 
int Setzt man za jedem dieser Systeme yj, . . ., y... dann X| ^ yi, - . ., ^«.a 
= y,_^, j:^_^^j = 0, . . ., X, =« 0, so bekommt man « — «i ganzzahlige 
Systeme ^i^.v^ny ^^^ ^^° ^^° ^^° erwähnten speziellen m solchen 
Systemen unabhängig sind. Danach wird man, sowie r^p^ ist, außer 
a, ' » • • • a> a^ =0 weiter stets 

(60) 0< «,^1 ^ ••^ ^m^Br ^ 

haben. 

Es sei jetzt zuvörderst n — m> ö. Alsdann erkennt man ans (60), daß 

die Beträge |a«+i ;••.; «, . ina Verlauf der Kette unter jede Grenze 

sinken, ohne jemals Null zu werden; die Kette bricht also jedenfalls nicht 

ab. Man hat ferner stets 

_ / Ä: = m+l,...,n, \ 

<"> _ ^".■"^«' O-i .--.)■ 

wenn C der größte unter den Werten 1 + ; a^-'^ | H \- a^"^ *~^ 

(j -" 1 , . . . , n ~ m — (y) ist. Andererseits ist g^a eine ganze algebraische Zahl, 
desgleichen daher jede Zahl go^^^cc^ (k = m + l,...,n), und da diese Zahlen 
von Null verschieden sind, mfissen mithin ihre Normen im Körper von a 
dem Betrage nach ^ 1 sein; man hat also 

(62) ^0^— )(«-i),a,|-|aV--«*^"-''*-"M^l (i = m + l,...,w). 

P'ührt man hierin für n — m — der n — m — <y + 1 absoluten Betrage 
I "* !> I ^*' 'j • • •? I cfi^*""*"*'^ I die in (60) bzw. (61) angewiesenen oberen Grenzen 
ein, so erhält man für den noch übrigen dieser Betiuge eine untere 
Grenze; man findet 

n-m-a _ ( i = fH + 1, . . ., W, \ 

mit gewissen von r nicht abhängenden Konstanten h und c, und daraus 

folgt dann 

(i\±\ !?*7==|?*'IW? ^ /^ /Ä,Ä==m+l,...,n;Ä + Ä:\ 

Andererseits findet man aus (60) und (61) die von r nicht abhängende 
Größe ^^('•-m)(n-i)5a^n-m-a g^jg ^^^^^^ Grenze für die Beträge der Normen 

von 5^o" ~ ^ «* (^' =" *^* + 1 ? • • • > w). Aus (64) und aus diesem letzten Um- 
stände schließt man endlich durch die entsprechende Überlegung wie 
bei (57), daß für die Verhältnisse der Koeffizienten a^^.i, . . ., a„ in ;|f (die 
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Zahl r'^g* angenommen) nur eine endliche Anzahl von algebraischen Zahlen 
in Betracht kommen. Danach sind in der Tat sämtliche Formen Xi^Zi) - - - 
der Kette ans einer endlichen Anzahl unter ihnen durch Multiplikation 
mit Faktoren abzuleiten. Damit ist der Punkt 3^ des Kriteriums erwiesen. 
Indem man noch den umstand hengizieht, daß auch im gegenwärtigen 
Falle nach 9. die Determinante jeder Substitution der Kette dem Betrage 
nach < n! ist, kann man wieder hinzufügen, daß sich unter den Formen 
Zif %s; • * • ®^^ endliche Anzahl hervorheben läßt, aus denen alle diese 
Formen durch Multiplikation mit solchen Faktoren entstehen, welche Ein- 
heiten in dem Zahlenkörper von a sind. 

Es sei endlich n — m^ ö. Ist(y = 2, also a komplex, so bleiben 
in X ^^ ^^9* allein die Koeffizienten ä„_i, cc^ von Null verschieden. 
In den quadratischen Gleichungen 

(< - i/o"- '«.-i) {t - 9o''-'<-i) = 0, (t- g^'-^a,) (t - V" '««") = 
sind die Koeffizienten ganze rationale Zahlen und hat man durch (60) 
von r unabhängige obere Grenzen für die Beträge derselben. Danach 
kommen für a^_i,a^ nur eine endliche Anzahl von Werten in Betracht. 
Da nun nach einer Bemerkung bei (30) alle Formen Xx ^^^ Kette ver- 
schieden ausfallen, muß danach die Kette nach einer endlichen Anzahl 
von Gliedern abbrechen. — Ist <y = 1, also a reell uod rational, so bleibt 
für r^g* ^^^ «« ^^^ Null verschieden, dabei ist g^~^a^ eine ganze 
rationale Zahl und liegt zufolge (60) dem Betrage nach unterhalb einer 
gewissen von r unabhängigen Grenze. Die Kette bricht daher auch hier 
nach einer endlichen Anzahl von Gliedern ab. Damit ist auch der letzte 
Punkt des in 10. aufgestellten Satzes bewiesen. 

Zürich, den 9. Februar 1899. 



XV. 

Znr Theorie der Einheiten in den algebraischen 

Zahlkörpem. 

(Nachrichten der E. Gesellflchaft der WissenBchaften za GöttiiigeiL 

Mathematisch-physikalische Klasse. 1900. S. 90—98.) 

(Vorgelegt von D. Hilbeit in der Sitzung vom 3. März 1900.) 

In der Theorie der algebraischen Zahlen ist die Frage von Interesse, 
ob in einem beliebigen Galois sehen Körper stets eine Einheit existiert^ 
welche nnter ihren konjugierten Zahlen ein vollständiges System unab- 
hängiger Einheiten des Körpers darbietet. Durch die folgenden Betrach- 
tungen wird diese Frage in bejahendem Sinne entschieden. 

1. Ich benutze dabei hauptsächlich den nachstehenden Satz über das 
Nichtversch winden einer gewissen Deteiminante : 

Hilfssatz. Sind in einer m-reihigen Determinante 

^ = l«ul (/«,*= 1, 2, ...,m) 
von m^ reellen Größen aUe Glieder Gf^^ außerhalb der Hauptdiagonale (also 
für A + i^ < und sind femer die Summen 

«AI + «*2+ • • • + «*m= ^ik (A - 1, 2, . . ., m) 

der Glieder in den einzelnen HorizofUalreifien durchweg > 0, so ist die 
Determinante stets > 0. 

Beweis. Für m = 1 ist der Satz selbstverständlich. Um ihn flElr 
einen bestimmten Wert m > 1 zu erweisen, nehmen wir an, daß er für 
alle kleineren Werte des m bereits sichergestellt sei. Wir setzen a^^^^ 
*A + «ÄA (Ä = 1, 2, . . ., m) und entwickeln die Determinante Ä nach den m 
Größen äj, 5,, . . ., s^. Das von s^, Sg, . . ., s^ freie Glied dieser Entwicklung 
wird eine m-reihige Determinante A*, bei welcher in jeder Horizontalreihe 
die Summe aller Glieder Null ist und welche daher den Wert Null hat 
Weiter wird der Koeffizient eines Produkts s^jj^ •••**> wenn 1^1 und 
< m ist, eine Determinante von m — l, also weniger als m Reihen, in 
welcher alle Glieder außerhalb der Hauptdiagonale negativ sind und in jeder 
Horizontalreihe die Summe der Glieder größer als die Summe der Glieder 
der entsprechenden Horizontalreihe von Ä^, also gewiß > ist. Auf Grund 
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der von uns gemachten Voraussetzung erweist sich daher jeder dieser Ko- 
effizienten > 0. Außerdem erscheint in jener Entwicklung noch das Glied 
s^s^ . . . ^m* ^&ch dieser Zusammensetzung der Determinante Ä aus lauter 
positiven Termen ist sie offenbar > 0. 

2. Es sei jetzt 6 eine algebraische Zahl n^ Grrades und unter den 
n verschiedenen konjugierten algebraischen Zahlen 6^^ ^> • • •; ^n; ^on 
denen G ein Wert ist, seien r reelle und -^ (w — r) Paare von konjugiert 
imaginären Zahlen vorhanden. Von dem Falle w — 2, r = wollen wir 
absehen. Wir setzen r + -^(n-'r)^m'\- 1, und wir wollen annehmen, 

daß in der Reihe der m + 1 ersten Zahlen öj, 9,, . . ., G^^.^ die sämtlichen 
reellen jener Zahlen und femer je eine Zahl aus jedem der Paare kon- 
jugiert imaginärer Zahlen sich befinden; zudem möge die Zahl G selbst 
unter diesen m -f 1 Zahlen vorhanden sein. Ist e eine Einheit in dem 
algebraischen Körper von G, so wollen wir mit lj^{6) für Ä= 1, 2, ...,m + 1 
den reellen Teil des Logarithmus der zu e konjugierten Zahl im Körper 
von G;^ oder das Doppelte dieses reellen Teils verstehen, je nachdem die 
Zahl G^ reell oder imaginär ist. Da die Norm einer Einheit gleich ± 1 
ist, gilt dann stets: 

Wie Dirichlet gezeigt hat, kann man in dem Körper von G stets 
eine Einheit derart bestimmen, daß von ihren konjugierten Zahlen in den 
Körpern von öj, Gj, . . ., G^^^ alle bis auf eine Zahl in einem beliebig 
angenommenen dieser Körper absolute Beträge < 1 haben. Es sei in 
solcher Weise b^^^ für Ä=l, 2, ..., m eine Einheit, für welche ii(«^*0; •••> 
^*.i(«^*0^'*+i(«^*07 •••7^m+i(«^'0; also sämtliche Werte ^^(aW) für A + Ä 
negativ ausfallen. Dann ist mit Rücksiebt auf (1): 

km + • • • + w^) + • • • + imC^^'o > 0. 

Die Determinante 

trägt danach diesen Charakter, daß in ihr jeder Koeffizient außerhalb der 
Hauptdiagonale negativ ist und die Summe der Glieder in jeder Hori- 
zontalreihe positiv ist. Dem Hilfssatze in 1. zufolge ist daher diese Deter- 
minante > 0. Somit bilden die hier charakterisierten Einheiten €^^\ s^^, . . ., e^^^ 
ein vollständiges System von unabhängigen Einheiten im Körper von G. 

Bei der Methode, welche Dirichlet zur Herstellung eines vollständigen 
Systems von unabhängigen Einheiten in einem Zahlkörper gegeben hat, 
werden die Einheiten des Systems sukzessive bestimmt, wobei zur Er- 
mittlung einer weiteren Einheit, so lange das System noch nicht voll- 
ständig ist, gewisse Determinanten aus den Logarithmen der früher be- 
stimmten Einheiten und ihrer konjugierten Zahlen bekannt sein müssen. 
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Nach dem hier Auseinandergesetzten ist es dagegen stets möglich, Ein- 
heiten in der erforderlichen Anzahl gesondert, jede fQr sich, zu bestimmen 
mit dem Erfolge, daß sie zusammen ein yollstandiges System unabhängiger 
Einheiten ergeben. 

3. Es sei jetzt der Körper von 6 ein Galois scher Körper, so daß 
sich jede der Zahlen 6j, 6,, . . ., 6^ als eine rationale Funktion mit rationalen 
Koeffizienten von jeder anderen dieser Zahlen darstellen läßt. Es sei in 
solcher Weise 

e* -= Ä*(e), e = s,{9,) (/. - 1 , 2, . . ., n), 

WO B^f 5| Zeichen für rationale Funktion mit rationalen Koeffizienten 
sind, so gilt S^(iZ;^(9))-=9 und infolgedessen auch allgemein S^{R^{Q^) = Q^ 
fiir jeden Index Ä = 1, 2, . . ., w. Je nachdem 9 reell oder imaginär ist, 
sind auch die konjugierten Zahlen alle reell oder alle imaginär, und hat 

mau also m + 1 « w oder = — n. 

Wir bestimmen im Körper vod 9 eine Einheit s = /*(9), wo /*(9) eine 
rationale Funktion mit rationalen Koeffizienten von 9 bedeute, so daß von 
den w + 1 konjugierten Zahlen /"(9i), /*(9j), . . ., f(ßm-^i) *^® ^^^ Ausnahme 
der einen Zahl /'(9) absolute Beträge < 1 haben. Sodann sei e^ für 
A — 1, 2, . . ., w + 1 die konjugierte Zahl zu e in dem Körper von 9^^, also 
«;^ = /(9j «=/*(lZ4(9)); dabei ist «^ jedesmal selbst eine Zahl im Körper 
von 9 und sind deren konjugierte Zahlen in den Körpern von 9^, 9^, . . ., 9^^.i 
bezüglich 

(2) /■(B*(ei)), f{R,(.%)), . . ., /•(-«» (e„+,)). 

Nun hat man bei beliebigen Werten A, k aus der Reihe 1, 2, . . ., m + 1 
stets Bf^(ßi^) =« Bf^(R^{&)) = 9^, wo g einen der Indizes 1, 2, . . ., n bedeutet 
Dabei kann nicht für zwei verschiedene Indizes k bei demselben Index h 
hier derselbe Wert 9^ und können auch nicht konjugiert imaginäre Werte 
9^ resultieren, da aus dieser Relation umgekehrt 9^«= 5^(9^) folgt und 
unter den Zahlen 9^, 9^; . . ., 9^^^ keine zwei gleich oder konjugiert imaginär 
sind. Danach sind die absoluten Beträge der Größen in (2) abgesehen von 
der Reihenfolge identisch mit den Beträgen der Größen /*(9j),/*(92),...,/'(9^^.j), 
es ist also einer jener Beträge > 1 und die m anderen sind sämtlich < 1, 
und zwar ist für denjenigen Index k der Betrag \f{Bj^(Q]^)\ > 1, für den 
^h(%) gleich ^ bezüglich gleich der konjugiert imaginären Zahl, also 6^^ 
gleich Sf^{Q) bezüglich gleich der konjugiert imaginären Zahl ist. Für 
verschiedene Werte h der Reihe 1, 2, . . ., w + 1 wird der hier in Betracht 
kommende Index k aus der Reihe 1, 2, . . ., fn -f 1 jedesmal ein anderer 
sein. Nach den Auseinandersetzungen in 2. bilden nunmehr irgend m der 
Zahlen ^n ^s; • • y £^+1 ®^ vollständiges System von unabhängigen Ein- 
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heiten in dem Galois sehen Körper von 6. Auf diese Weise resultiert 
der Satz: 

In einem Gahisschen Körper kann man stets eine solche Einheit an- 
gehen, (laß eine jede Einlieit dieses Körpers ein Produkt atis einer Einheits- 
würget und am Potenzen dieser Einheit und ihrer konjugierten Einheiten 
mit rationalen Exponenten ist. 

Da ein jeder algebraischer Körper ein Unterkörper eines Galois sehen 
Körpers ist und seine Einheiten dann zugleich als Einheiten des Galois- 
schen Körpers auftreten, ist hierdurch zugleich ein bemerkenswerter Satz 
über die Einheiten in einem beliebigen algebraischen Körper gewonnen. 

Zürich, den 23. Februar 1900. 



XVI. 

über die Annäherung an eine reelle Größe durch 

rationale Zahlen. 

(Mathematische Annalen, Band 54, S. 91—124.) 

Obwohl die Theorie der Annähenmg an eine reelle Größe mit Hilfe 
7on Eettenbrüchen seit Enler und Lagrange noch mannigfache Be- 
handlung erfahren hat^ scheint einer der interessantesten Sätze auf diesem 
Gebiete bisher nicht bemerkt worden zu sein. Nämlich unter den ver- 
schiedenen möglichen Eettenbruchentwicklungen für eine reelle Größe a, 
wobei die Teilzähler ± 1 und die Teilnenner positive ganze Zahlen sind, 
gibt es eine bestimmte Art der Entwicklung (und zwar die am besten 

sc 

konvergierende), für weiche die sämtlichen Näherungsbrüche — sich von vorn- 
herein in einfaclister Weise charakterisieren lassen: Als Zäider und Nenner 
der einzelnen NäherungsbrücJie erscheinen dabei genau die sämtlichen Paare 
von ganzen Zahlest x, y, für die y> ist, x und y rdativ prim sind und 
dazu die Bedingung 

{x-ay)y\<\- 



erfüllt ist Von dem Falle, daß a gleich einer ganzen Zahl -j- ^ ist, hat 
man hierbei abzusehen.*) 



*) Bekanntlich läßt sich eine nach fallenden Potenzen von z fortschreitende 
konvergente Reihe 



in einen Eettenbruch 



i^oW + |p-(-y+|p-(-)- + 



umwandeln, so daß F^{z) eine ganze rationale Funktion von z und F^{z)^ -^1(^)1 • • • 
ganze rationale Funktionen von z mindestens vom Orade 1 sind. Dabei gilt der Sats: 

Ein Quotient ~\ zweier relativ primer ganzer rationaler Funktionen von z ist immer 

dann und nur dann Näherungsbruch dieses Kettenbruchs, wenn die Entwicklung von 

{P{z) — f{z) Q{z)) Q{z) 

nach fallenden Potenzen von z mit einer Potenz von jet, deren Exponent negativ ist, 
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Auf die betreffende noch durch weitere bemerkenswerte Eigenschaften 
ausgezeichnete Eettenbruchentwicklung habe ich bereits an anderer Stelle*) 
hingewiesen^ ohne jedoch damals wahrzunehmen^ daß die eben erwähnte 
Ungleichung für die Näherungsbrüche diese Entwicklung bereits voll- 
ständig charakterisiert. 

Im folgenden gebe ich eine auf geometrischen Betrachtungen ge- 
gründete und dadurch sehr anschauliche Tfieorie des Systems zweier linearer 
Farmen ax + /Jy, yx + dy mit beliebigen reellen Koeffizienten imd mit 
ga/nsszdhligen Unbestimmten. Eine Anwendimg der dabei zutage treten- 
den Resultate auf die spezielleren Ausdrücke x — ay, y liefert dann ins- 
besondere jene Sätze über die Annäherung an eine Größe a, 

§1- 

Satz I. Sind i,=^ ax -\- ßy, rj = yx + dy zwei lineare Formen mit 
hdiebigen reellen Koeffizienten a, ß, y, S und einer Determinante cc8 — ßy==l, 
so gibt es stets ganze Zahlen Xy y, die nicht beide NuU sind und für welche 

ausfällt. 

Wird auf die Form 5»? ©ine ganzzahlige Substitution x = pX-\- pY^ 
y ^qX + qY mit einer Determhiante ± 1 angewandt, so nennen wir ^rj 
der transformierten Form in den neuen Variablen X, Y äquivalent Zugleich 
mit dem Satze I beweisen wir den folgenden 

Zusatz. Ist ^rj weder mit der Form XYnoch mit der Form y (X*— r*) 

äquivalent, so gibt es stets ganze Zahlen x, y, wofür S + 0, i^ + und 

\iv\<Y ««*^^^- 

Beweis. Wir deuten x, y als irgendwelche Parallelkoordinaten in 
einer Ebene, wobei noch für jede der zwei Koordinaten die Entfernung 
Eins parallel ihrer Achse in willkürlicher Weise angenommen sein kann. Es 
sei der Nullpunkt (x = 0, y = 0). Bedeutet Ä einen von verschiedenen 
Punkt X ^p, y '^ q, so soll der zu ihm in bezug auf symmetrische 
Punkt X '=^ — Py y ^ — q jedesmal mit Äq bezeichnet werden. 

Die Gesamtheit derjenigen Punkte, für welche x wie y ganze Zahlen 
sind, heiße das ZaMengitter, und die einzelnen Punkte daraus sollen Gitter- 
punkte heißen. 



beginnt. Der Satz, den ich im Texte angebe, stellt das wohl von manchem Mathe- 
matiker yermißte Analogon in der Größenlehre zu diesem Satze der Fnnktionen- 
lehre vor. 

*) Annales de T^cole Normale snp^rienre, 8* s^rie, T. XIU; 1896. Diese Ges. Ab- 
handlungen, Bd. I, S. 278. 

Minkowski, 0«8ammelte Abkandlangen. I. 21 
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Sind Q, 6 positive Parameter, so bilden die vier Punkte R, Bq, S, Sq, 
für welche S =- p, ^ = 0; | = — p, »? = 0; 5 — 0, 17 -= tf; 6 — 0, rj = — tf 
ist, die Ecken für ein Parallelogramm mit als Mittelpunkt und mit 
den Linien | — 0, rj = als Diagonalen. Ein solches Parallelogramm 
werde mit ^(q,6) bezeichnet. Seine vier Seiten besitzen die Gleichungen 

+ — + — = 1 , wo für die zwei Vorzeichen alle vier Kombinationen 

+, +; ~, +; — , — ; +, — in Betracht kommen, und der Bereich von 
^{q,6) wird daher durch 



1 



+ 






<1 



dargestellt 

Wir können nun von so kleinen Werten für q und 6 ausgehen, daß 
das zugehörige Parallelogramm ^(p, <f) jedenfalls keinen Gitterpunkt außer 
dem Nullpunkte in sich faßt. Dann lassen wir q und 6 unter Fest- 
haltung der Größe ihres Verhältnisses q:6 wachsen. Dabei dehnt sich 
^(p, ö) nach allen Richtungen von aus in gleichem Maße aus. Wir 
müssen daher schließlich zu gewissen Werten g, 6 kommen, wobei ^(fi,6) 
auf seiner Begrenzung weitere Gitterpunkte aufnimmt, während immer 
noch der einzige Gitterpunkt im Inneren von ^(q, ö) ist Es sei bei 
diesen Werten (>, 6, bei denen wir nun verweilen, -4. (a? =» |}, y =» 3) ein 
Gitterpunkt auf der Begrenzung von $(p, <J). Da zugleich mit Ä auch 
der Gitterpunkt Aq(x ^^ — p, y ^^ — q) auf der Begrenzung von ^(ff, 6) 
auftritt, so können wir annehmen, fQr Jl sei ly > oder iy = 0, 5 > 0. Wir 
setzen für Jl: | =- «A, 1^ « /i, so daß itt ^ 0, A ^ 0, « — -j- 1 ist. 

Die ganzen Zahlen p, q haben gewiß keinen gemeinsamen Teiler 

> 1, weil die Strecke OA keinen Gitterpunkt zwischen imd Ä enthalt. 

Wir bestimmen zwei ganze Zahlen r, 5 irgendwie so, daß ps — qr ^^ £ 

ist, imd setzen __ __ 

x^pX + rY, y^qX+sY, 

Dabei werde ei =■ XX + XY, ly — fiX + ji F. Dann haben «5, rj in 
X, y die Determinante cc » 1 und folgt 

U) Y^kri^iisl 

Die Gitterpunkte o;, y werden genau die Punkte nut ganzzahligen 
Bestimmungsstücken X, Y. Diese Punkte ergeben auf der Linie F=»0, 
d. i. der Geraden durch und Ä die unendliche Punktreihe zu den 

Werten X 2, — 1, 0, 1, 2, • ., wobei X = den NuUpunkt, 

X — 1 den Punkt Ä liefert und aUe diese Punkte sich in einem kon- 
stanten Abstände = OA folgen. Sodann bilden sie auf einer jeden der 

zu r=0 parallelen Geraden F« 1, Y 1, r-2, r--2, ... 

jedesmal eine äquidistante Punktreihe mit dem gleichen konstanten Ab- 
stände = OA zwischen benachbarten Punkten. Von diesen sämtlichen 
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einander parallelen Geraden sind F= 1 und F= — 1 die zwei an F= 
nachstgelegenen. 

1. Wir nehmen zunächst an, daß A nicht eine Ecke Ton ^{g^ö), also 
A > 0, /i > ist.*) Es sei F der Punkt | — — «A, i? = /i. Das Paral- 
lelogramm mit den Ecken Ä^ jP, A^, F^ ist durch ^A^I^A, — /ü^i^^/i 
definiert und befindet sich^ von den Ecken ab- 
gesehen, ganz im Inneren des Parallelogramms 

Nehmen wir weiter an, daß A auch nicht 
Mute einer Seite Ton ^{g^ö) ist. Die zu 
A^OA parallele Gerade durch F triffi dann die 
Begrenzung von ^{qjö) außer in F in einem 
zweiten Punkte G, so daß die Strecke FG offen- 
bar größer als OA ist. Ebenso würde jede pa- 
rallele Gerade zu A^OA, die in dem Streifen 
zwischen A^OA und FG verlauft, eine Strecke 
> OA ganz im Inneren von ^(p, <y) liegen haben. ^^ ^ 

Da nun im Inneren von ^(p, <y) sich kein 

Gitterpunkt außer befindet, welcher Punkt auf F » liegt, müssen 
danach die Geraden Y = ± 1 außerhalb des durch die Parallelen FG und 
-FqÖq begrenzten Streifens verlaufen, d. h. für den Punkt F muß jeden- 
falls I r|< 1 sein. Nun hat man für JF: F— 2A/i, also folgt 

2A/i<l. 

Danach ist der Gitterpunkt A hier von der im Satze I und dem Zusätze 
geforderten Beschaffenheit. 

2. Ist A Mitte einer Seite von ^(p, <y), also A =- yp, /t = —6^ so 

ist A^OAy also die Gerade F=0 parallel einer Seite von ^(p, <y). Jede 
Parallele zu A^OA, welche ins Innere von ^(p, <f) eintritt, hat dann mit 
^(p, 6) eine Strecke '^ A^OA> OA gemein. Die Geraden y = ±l 
können daher nicht ins Innere von ^(p, <f) eintreten, ^(p, <y) liegt also 
ganz in dem Streifen — 1 ^ F ^ 1. Insbesondere gilt danach für den 
Punkt F\ F^ 1, d. h. man hat 

2A/i^l. 

Der Punkt A hat also wieder die im Satze I verlangte Beschaffenheit. 

Das Gleichheitszeichen in dieser Ungleichung, (dessen Eintreten zu- 
gleich q6 ^2 bedeuten würde), hat dann statt, wenn eine Seite von 

*) Wie die Buchstaben B und B^ in der Figur eingetragen sind, ist darin c »= i 
für den Punkt A angenommen. Die Gitterpunkte sind hier xmd in den weiteren 
Figuren durch kleine Kreise angedeutet. 

21* 
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^{q,ö) auf die Gerade F= 1 fällt. Da diese Seite an Lange '==20A 
isty so enthält sie alsdann entweder innerhalb jeder ihrer durch F ge- 
trennten Hälften je einen Gitterpunkt, in welchem Falle für diese Gitter- 
punkte nach dem bereits in 1. Ausgeführten sich 5 + 0, iy + 0, j5^j<-ö" 

herausstellt, oder aber es sind auf ihr sowohl beide Ecken wie die Mitte 
2^ Gitterpunkte. In diesem zweiten Falle wären in $(9, <j) alle vier Mitten 
der Seiten Gitterpunkte. Wir können dann Ä als die Mitte von JR8, 
d. h. £ = 1 voraussetzen. Ist für F hier Y= 1, X =5^ und setzt man 

X = X + ^r, so sind ^ (g =y p, ^ ="y^) ^^^ ^ (^ =-T<^' ^ ""T^) 
durch X = 1 , F = und X = 0, F = 1 bestimmt, und hat man daher 

| = i-9(X- Y), y=|<y(X + r), p<y = 2, |,=i-(X»-r»). 

3. Endlich nehmen wir an, daß der Gitterpunkt A eine Ecke Ton 
^(p, <y), also dafür | » oder 17 = sei; dann ist selbstversiändlich für 

diesen Punkt 1 5i? | = <-2-- ^^ jedem Falle entspricht somit der Gitter- 
punkt Ä den Bedingungen des Satzes I. 

Um auch noch den Zusatz unter den letzten Umstanden als richtig 
zu erkennen, stellen wir uns A etwa als die Ecke i?(| = p, iy = 0) von 
^(p, <y) vor. Dann ist nach (1.): Y^^qtj. Nunmehr halten wir q fest 
und denken uns den Parameter 6 als veränderlich. Dabei bleibt die 
Diagonale R^R^AqOA) von ^(p, <y) auf F=0 fest, während sich die 
Endpunkte S^y S der anderen Diagonale auf der Linie g » verschieben. 
Bei hinreichend kleinem liegt ^(q,6) ganz im Bereiche — 1 < F< 1, 
enthält dann also gewiß keinen Gitterpunkt außer A^j 0, A. Wird 

<y = — , so erreicht ^(q,6) die Gerade F = 1 mit der Ecke S (5 = 0,iy = 6). 

Fällt dabei diese Ecke zugleich in einen Gitterpunkt, so sei für ihn 
r = 1, X = ^. Setzt man alsdann X = X + ^F, so gilt für S: S = 0, 
7j^6] X = 0, F- 1, für R: | = (>, i? = 0; X = 1, F= 0, abo hat 
man in diesem Falle: 

g-pX, i? = <yF, p<y = l, |i2 = XF 

Fällt hingegen der Punkt g = 0, i^ = — nicht in einen Gitterpunkt, 

80 kann man ö über — hinaus wachsen lassen , ohne daß zunächst neue 

Gitterpunkte in ^((>, <j) eintreten. Dabei wird die Strecke, welche der 
Bereich von ^(q,ö) aus der Linie F=== 1 herausschneidet und deren 
variable Endpunkte J^ K heißen mögen, nach beiden Enden zu immer 
ausgedehnter und wird sich schließlich einer dieser zwei FäUe ereignen: 
Entweder fällt, so lange noch diese Strecke JK<i OA ist, einer 
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ihrer Endpunkte (wie in Fig. 2 der Punkt J) in einen Gitterpunkt Ä auf 
der Geraden F= 1. Dabei reicht dann wegen JK<i — A^OA das Par- 
allelogramm ^(p; <f) noch nicht an Y==2 heran ^ enthält also gewiß 
keinen Gitterpunkt außer 0, Ä, A^, Ä'y Ä^', und zugleich liegt der Punkt 
A auf F « 1 näher an 8 (wofür F < 2 ist), als an dem y-^ 
anderen Endpunkte (-4^ in Fig. 2) der durch ihn gehen- y^j 
den Seite von $((», (f\ also ist Ä' keinenfalls Mitte dieser 
Seite. In diesem Falle gUt für Ä' nach den früheren 

Bemerkungen g + 0, V + ^y 1 5^ I < y- 

Der andere mögliche Fall ist, daß erst, wenn die 
Strecke JK bis zur Länge OA gewachsen ist, ihre bei- ^^' ** 

den Endpunkte in Gitterpunkte zu liegen kommen. In dieser Endlage 
stoßt dann ^(p, (t) gerade mit der Ecke S auf F»2, so daß auch 
hier noch ^{q,6) keinen Gitterpunkt außer im Inneren enthält, aber 
in den Mitten aller vier Seiten Gitterpunkte aufweist. In diesem Falle 
erweist sich, wie schon oben unter 2. ausgeführt ist, ^rj als äquivalent 

mit y(.^^^ ^^)' Werden alle erörterten Einzelheiten zusammengefaßt, 

so tritt die Richtigkeit des zum Satze I gemachten Zusatzes hervor. — 
Den Beweis der Ungleichung 2Xfi^l für den Gitterpunkt A und 
damit des Satzes I können wir auch durch folgende, auf dem Begriffe des 
FlächenihhaUs beruhende Betrachtimg erhalten, die noch zu einem weiter 
reichenden Resultate führt. 

Da wir im Hinblick auf die festzustellende Relation |S^|^y ^^® 
Rolle der Formen |, rj vertauschen, auch g durch — | ersetzen können, 
wobei freilich als Wert der Determinante von |, rj auch — 1 zuzulassen 
ist, so dürfen wir ohne wesentliche Einschränkung annehmen, A falle 
auf die Seite RS von ^{q, (s) imd noch derart, daß RA ^ AS ist, d. h. 

wir setzen £ == 1 und — ^ — voraus. Indem A auf der Begrenzung von 
^(q,0) liegt, hat man 

(2) 7 + T=l' 

also — = -^ + cJ,— = -s- — c}, — = -i — co*< — . Nun werden wir be- 

Q 2'tf 2 ' Q0 ^ =4 

weisen, daß für ein Parallelogramm wie ^(p, <y), welches einen Gitter- 
punkt A auf der Berandung, im Inneren aber als einzigen Gitterpunkt 
enthält, stets 

(3) Q6^2 

gilt. Daraus folgt dann unmittelbar In ^ y Dieser Satz (3) ist aber 
einschneidender. 
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Der FläcJieninhaU von ^(q,6), d. h. das Doppelintegral jydxdy, 
über diesen Bereich erstreckt, ist, da iyi] die Determinante ±1 in rc, y 

liaben, » 4 • Y(><f =« 2(><^. Es seien nun H, K(Fig. 1) die Schnittpunkte 

von F= 1 mit den Geraden S^l^ound RS, Wegen (2) haben die Formen 

— + — und Y die Determinante 1 in den Variablen X, Y und dann 
p tf . . . . ' 

eine Determinante ± 1 in x, y. Also ist der Flacheninhalt des Parallelo- 
gramms KqHqKH gleich 4. 

Tritt nun die Strecke HK in das Innere von ^(q,6) ein, so liegt 
K auf RS zwischen A und S und hat HK mit ^(p; <f) eine Strecke JK 
gemein, die notwendig ^OA ist, weil kein Gitterpunkt außer im 
Inneren von ^{q,6) liegt. Wegen JK^OA liegt J axd R^S und so, 
daß RqJ'^JS ist. Infolgedessen ist der Flächeninhalt des Dreiecks JKS 
nicht größer als der des Dreiecks JHRq, Nun entsteht das Parallelo- 
gramm RSRqSq aus dem Parallelogramm KqHqKH, indem von letzterem 
die Dreiecke JqHqR und JHRq fortgenommen und die Dreiecke JqK^Sq 
und JKS von nicht größerem Flächeninhalte hinzugefQgt werden. Daraus 
folgt fär die Flächeninhalte der zwei Parallelogramme das Verhältnis 
2q6 ^ 4. 

Tritt jedoch die Strecke HK überhaupt nicht in das Innere von 
^(p, (t) ein, so ist das Parallelogramm RSRqSq ganz im Parallelogramme 
KqHqKH enthalten und daher ebenfalls 2q6^A. 

§2. 

1. Es mögen | und rj dieselbe Bedeutung wie in Satz I haben. Wir 
wollen jedoch jetzt von vornherein die besonderen FäUe ausschließen, 
daß die Form |i^ der Variablen a?, y mit der Form XY oder mit der 

Form Y (X* — F*) der Variablen X, Y äquivalent ist. Von diesen Aus- 

nahmefäUen abgesehen, gilt der 

Satz n. Sind x =p, y = ^ ^"^^ relativ prime ganee Zahlen^ wofür 
I II > und { gi; I < Y ausfäüty so kann man stets zwei ganze Zahlen 
^^P} y^i finden, so daß pq' — grp' = -f- 1 ist und für welche ebenfalls 
I S*»? I < Y ist, aber \ 1 1 Meiner ausfällt als für das erstere System. 

Beweis. Da wir anstatt ^, g ebensogut das System — p^ — q zu- 
grunde legen können, nehmen wir an, für x ^p, y ^ q sei | = «A, iy = /* 
und dabei |ü>0, A>0, « = ±1 oder itt « 0, A > 0, 6 = 1. Wir be- 
stimmen zwei ganze Zahlen r, s irgendwie so, daß 

ps — qr = e 
ist, und setzen _ __ 

x^pX + rY, y^qX + sY, 
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Alsdann sei 



80 folgt noch 



si^XX + XY, rj^iiX + JiY, 
AjZ — fi A = 1, F=» Xfi — (16^ « e(j>y — qx). 



ist; 



Wir bezeichnen den Gitterpunkt ar=-|}, y«— g (|="£A, iy=»^) mit 
Äf femer, wenn ft > ist, mit F den Punkt | = — «A, ri^ ^, Für 2^ 
wird F==2Aft, d.i. F< 1 auf Grund unserer Voraussetzung über den 
Gitterpunkt ^. Die Geraden F » ± 1 schließen also das Parallelogramm 
mit den Ecken Ä^FjÄ^jF^ ganz zwischen sich ein, ohne es zu treffen, 
so daß insbesondere F und F^ gewiß nicht Gitterpunkte sind. 

Die Gerade F=- 1 trifft nun die Linien 6 =• — «A, 6 =- 0, l^ bX in 

drei Punkten jff, J, K (Fig. 3), für die ri = ^^^^, ly « |-, i? - ?-±^ 

welche Großen sämtlich > ft sind. 
Da HJ^JK^ OÄ ist, so werden 
auf dieser Geraden y= 1 entweder 
die drei Punkte JET, «7, JE" Gitterpunkte 
sein, oder es liegt ein Gitterpunkt 
B innerhalb der Strecke HJ und ein 
Gitterpunkt C innerhalb der Strecke 
JK, In diesem letzteren Falle sei dann 
M der Schnittpunkt der Geraden FB 
(oder A^B im Falle ft = 0) mit der Ge- 
raden I « und N der Schnittpunkt 
der Geraden A C mit der Geraden g = 0. 
Wir bezeichnen nun mit A'{x ^p', 
y =» q) erstens j wenn J ein Gitter- 
punkt isty diesen Gitterpunkt, ewei- 
tenSj wenn in J kein Gitterpunkt 

fallt und wenn zugleich M naher an liegt als N^ also 0M< O^ist, 
den Gitterpunkt £ , drittenSy wenn in eT" kein Gitterpunkt fällt und dabei 
OM^ ON ist, den Gitterpunkt C. Da ^' auf r= 1 liegt, gilt jedes- 
mal pq' — qp'^ £ = ± 1. Für Ä können wir sodann | = f'A', 17 =- ft' 
setzen, so daß A' = im ersten, e' '^ — e, A' > im zweiten, f' =» 6, A' > 
im dritten Falle ist, ferner in jedem Falle A' < A, ft' > /t. Im ersten Falle 
denken wir uns noch s'^ — s. Wir wollen femer hier unter ^{q,6) 
mit den Ecken BSRqSq speziell dasjenige yöllig bestimmte Parallelogramm 
mit S » 0, 17 == als Diagonalen verstehen, dessen Berandung sowohl den 
Punkt Ay wie den Punkt A' aufiiimmt. Die Ecke 5(| = 0, 1^ = <y) kommt 
dabei im ersten Falle in J, im zweiten in Jf, im dritten in N zu liegen. 
Wir können nun zeigen, daß in jedem Falle dieses Parallelogramm $((>, <t) 




Fig. 8. 
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keinen Gritterpnnkt aoßer im Inneren enthalt und daß darin auch A' 
nicht Mitte einer Seite ist Aus diesen Umstanden folgt nach den Be- 
trachtungen in § 1; daß //i'<— ist, nnd, da zudem l > l' > gilt, 

wird danach in der Tat der Gitterpunkt p', q' von der im Satze 11 ge- 
forderten Beschaffenheit sein. Wir unterscheiden nun die genannten drei Falle: 

Ist erstens J ein Gitterpunkt, .^' = e7^ so erreicht das Parallelogramm 
^iQj6) die Gerade F= 1 nur im Punkte J, Dieses Parallelogramm 
enthalt daher keinen Gitterpunkt außer im Inneren und A, A^, J^ J^ auf 
der Begrenzung. Dabei werden J, Jq die Ecken S, S^. Da femer H außer- 
halb dieses Parallelogramms ^{Q,<f) fallt, so liegt wegen OH^AJ der 

Punkt A von S weiter entfernt als die Mitte 5 = y ; ^ ** Y ^®^ Seite, 

welche A und S enthalt. Mau hat also X>-|-, f^<-^* Andererseits 

gilt >l'=0<-|-, /i'=<y>y — Zu bemerken ist noch, daß hier jeden- 
falls ft > ist. Denn wäre ft » 0, also auch A eine Ecke in $(p, tf), so 
enthielte dieses Parallelogramm in den vier Ecken Gitterpunkte. Dann 
wäre nach §1,3. die Form I17 der Variablen x,y äquivalent mit der 
Form XY der Variablen X, Y. 

Wir verfolgen jetzt die Annahme, daß J kein Gitterpunkt ist. Es 
bedeute noch G den Schnittpunkt der Geraden FB mit der Geraden Y^ 0; 
dieser Punkt liegt im Falle ft > auf der Verlängerung von A^ über 
Aq hinaus, im Falle /t = fällt er mit A^ zusanmien. Aus den zwei 
ähnlichen Dreiecken GOM und BJM einerseits und aus den zwei ähn- 
lichen Dreiecken OANxmA, JCN andererseits erhält man die Proportionen 

n\ /3f BJ JN _ JC 

Der zweite der obigen Fälle, A «= B, hat statt, wenn J kein Gitter- 
punkt ist und dabei OM < ON ist. Der gezeichneten Figur 3 ist speziell 
dieser Fall zugrunde gelegt. Dabei gibt dann FBM {A^BM fär ft =» 0) 
eine Seite von ^((>, <y) ab. Für den Punkt M gilt hier stets r<2. 
Denn entweder hat man BJ < JC\ wegen BJ + JC ^ A^O ist dann 

BJ< ^A.O£^GO und folgt aus (1): JM< OJ. Ist aber BJ> JC, 

SO ist wegen BJ -f JC =» OA jetzt JC ^ -5- OA und folgt aus der zweiten 

Relation in (1): JN ^ OJ, und um so mehr gilt dann JM <C OJ. In 
jedem Falle ist dann weiter OM < 2 OJ, d. h. eben F < 2 für den Punkt M. 
Das Parallelogramm ^(p, ö) liegt somit hier ganz im Bereiche 
— 2 < F < 2. Von der Geraden F = 1 enthält es eine Strecke mit B 
als einem Endpunkte und mit einem Punkte zwischen J und C als anderem 
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Endpunkte, von der Geraden Y^O enthält es die Strecke Ä^OÄ, Von 
Gitterpunkten finden sich also darin allein im Inneren und Ä^ Aq, B, Bq 
auf der Begrenzung. Da ferner BC ^ OA ist, die Strecke BC bei B 
ins Innere von ^(p, a) eintritt, aber C außerhalb ^(p, <y) fällt, so liegt 

£ an S (= M) naher als die Mitte S = ^ v > "^^ -^ ^^^ ^ ^^d S ent- 
haltenden Seite von ^(p, <y), man hat also >l'<-|-, ft'> y; und anderer- 
seits liegt deshalb der Punkt A von der Ecke S (» M) weiter ab als die 
Mitte S = Y' '^ '^ Y ^^^ ^ ^"^^ ^ enthaltenden Seite von ^(p, <y), mithin 
ist A>-|-, /i< y- 

Über die Ermittlung des Gitterpunktes A' in diesen beiden ersten 
Fällen bemerken wir folgendes: Man hat für A' hier | « — «A', r^ = [l 
und 0^>l'< A, andererseits X ^g, F= 1, wo ^ eine ganze Zahl ist, 
imd dann j)' = r + gp, q=s + gq. Nun folgt — «A' = £(Ä + (/A), also 

soll < — A — 5rA < A oder 0< — -r — 5'<1 sein. Danach ist g die 
größte in — y enthaltene ganze Zahl : 



[-1] 



Die Relation Y« 1 für J.' ist gleichbedeutend mit Aft'+/iA'=» 1. 
Ist nun — Y genau eine ganze Zahl, so wird A'=0, A'^J, Anderen- 
falls wird A'> und ist der Punkt M auf der Geraden FB (A^B für 
|Lt = 0) bestimmt durch 5 = 0, fx"^ "^ ? TJ^ , also für M: ri(l — A') 

= Aft'— i[tA'=* 2Aft'— 1, der Punkt ^ auf der Geraden AC hingegen ist, 
da C hier den Werten ^ ^^ — sX' + sl, iy = /ti'+f* entspricht, bestimmt 

durch g = 0, ^^J"^. Z a - l^y ^«^ ^^^ -^- n^'- Aft'+ ftA'= 1. Die 

Relation OM <^0N kommt danach auf iSr < y ^- ^v ^^ ^ > ist, 

auf 2A'/i'< 1 hinaus. 

Endlich nehmen wir als dritten Fall den, daß J kein Gitterpunkt ist 
und dabei OM^ ON gut. Dann hat für A\i, = bX\ rj - fi) der Punkt 
(7 einzutreten, so daß «' — « ist. Für B ist dann g »= — «(A — A'), iy = /i' — ft; 
es folgt also zunächst ^'—fi^ii. Die Relation 0M'> 0^ kommt hier 
nach der eben gemachten Ausführung auf 2(A — A')(/i'— ft) > 1 hinaus. 

Es sei zunächst 0M> OK Aus JM>JN folgt nach (1), da 
G0> OA ist, BJ>JC. Diese Beziehung ist hier gleichbedeutend 

mit A — A' > A'. Wegen BJ+JC^ OA hat man sodann J^C < y 0^, 
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und wegen (1) daher JN < OJ, Danach gilt für den Punkt N jedenfalls 
F<2. Das ParaUelogramm ^{q^ö) reicht also nicht an F=2 heran. 
Von der Geraden F » 1 enthält es eine Strecke mit einem Punkte zwischen 
B imd J als einem Endpunkte und mit dem anderen Endpunkte in C> 
Yon der Geraden F»0 enthält es die Strecke A^OÄ, Danach enthält 
es keinen Gitterpunkt außer und Äy A^y Cy Cq. Da femer B außerhalb 
dieses Parallelogramms liegt und AC ^ OB ist^ so ist AC größer als die 
Hälfte der A und C enthaltenden Seite von ^(ff, 6) und befindet sich 

daher C näher an S {^ N) und A weiter von iS als die Mitte S — ^ ? 

1^ = Y dieser Seite; man hat also A'< -|- < A, ft'> y > f*. 

Jetzt sei OM =^ ON, so daß M mit N zusammenfällt. Nehmen wir 
zudem ft > an, so daß A nicht Ecke in ^{g, 6) wird, so \BiGO> A^O 
imd daher wieder BJ> JC, A — A'> A', und gelten aUe Überlegungen wie 
yorhiU; nur daß außer A, A^, C, Cq noch die Gitterpunkte B und Bq auf 
die Begrenzung von ^(q, (f) zu liegen kommen. Weil OB parallel AC ist^ 

wird dabei B Mitte einer Seite von ^(q,6\ also A — A'-»-!"; f*'^j* — v> 

6 Tu 

m 

dagegen ist, weil OB ^ AC und weder A noch C eine Ecke von ^{fi, <s) 
ist, weder C noch A Mitte einer Seite von ^(p, <f); man hat wieder 

Hat man schließlich OM^ON und dazu fi»-0, so ist AqOA 
Diagonale von (^q,6) und fällt G mit A^ zusammen. Dann folgt 

BJ^JC^Y^^y ^^^ A-A' = r und weiter JN^^OJ^CN^AC -- OB. 

Unter diesen Umständen reicht ^{q, a) mit der Ecke S gerade an F» 2 
heran, es enthält wieder im Inneren außer keinen Gitterpunkt, aber 
nicht bloß J?, sondern auch C ist darin Mitte einer Seite. Für B wie 

für C gilt dann ||i^|= y Es wäre dieses derjenige Fall, wo |iy sich 

als äquivalent mit der Form y(X* — Y^) erweist, ein Fall, der vorweg 

ausgeschlossen wurde. 

Aus den Betrachtungen in § 1 folgt nunmehr in jedem Falle, daß 
der Gitterpimkt A' den Forderungen des Satzes U entspricht. Zur Be- 
stimmung dieses Gitterpunktes x ^p', y '^ q' aus dem Gitterpunkte A 
hat sich sogleich die folgende Regel herausgestellt: 

Man bejseichne mit g die größte i^ — y ^^^^^^ ganze Zahl und 
setze h^ g oder h =^ g + 1, je nadidem 

(- Ä - Xg)(Ji. + i^g) < oder ^ y 
ist. Dann hat man p ^r + ph, q ^ s + qh. 
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3. Verändem wir die Parameter p, des in 1. betrachteten Parallelo- 
$(p, tf) in der Weise, daß a verkleinert wird, also S und S^ 
niLher an heranrücken, dafi aber die Seiten noch fortwährend durch 
Ä, A^ (nnd F, F^ gehen, so erhalten wir, so lange die Abnahme too 
eine gewisse Grenze nicht erreicht, ein neues Parallelogramm mit 1^0, 
i; — als Di^onalen, welches offenbar keine anderen Gitterponkte auBer 
A^, 0, Ä enthält Daraus geht der Satz hervor: 

Satz m. I^ ein Gitterpunkt x —p, y = q so beschaffen, daß die 
Zahlen p, q rdativ prim sind und dafür | S^I | < -ö~ ausfiäU, so kann man 
stets ParaOdogramme 

konstruieren, welche den Gitterpunkt auf der Begrenzung liegen haben und 
außer den drä Punkten x^y—p, q; 0, 0; ~p, — q Oberhaupt keinen Gitter- 
punkt enthalten. 

Wenn andererseits fHr einen Gitterpnnkt x^p, y — J ein Parallelo- 
gramm der hier bezeichneten Art existiert, so zeigt der Beweis zum 
Satze I, daß umgekehrt stets p,q relativ prim sind und daftlr ||i;|< y 
ausfällt 

Auf Grund dieses Satzes III beweisen wir Über das Yerlditais der 
in 1. mit A und Ä' bezeichneten zwei Gitterpunkte den folgenden 
wichtigen 

Zusatz: Es kann keinen von A,A^,Ä,A^ verschiedenen Gitterpuhkt 
X, y gdten, für den ^tenfails x, y rdativ prim sind und ä)enfdlls | |ij | < -s-» 
dfä)ei aber i-'^\^\'>i-' wäre. 

Beweis. Nehmen wir an, es existierte ein Gitterpunkt A^ der hier 
bezeichneten Art, und es sei für ihn || | = X* \ri\ = (t*. Wir bezeichnen 
(Fig. 4} mit E den Punkt i — X, ij — /*, mit E' den Punkt | — A', ij — /, 
mit R nnd S die Schnittpunkte der Geraden EE' 
mit 1] — nnd 1 — 0, weiter mit L den Punkt ir\ £ -^ 
I — A, ij — ' 0, mit L' den Punkt 6 — A', ij = 0, end- 
lich mit E* den Punkt | = A*, ij -= ft*. Nach dem 
Satze ni müfite es zufolge unserer Voraussetzungen 
möglich sein, ein Parallelogramm $(9*, 0*) mit 
I = 0, 1; = als Diagonalen zu konstruieren, 
dessen Begrenzung den Punkt A^ aufnimmt, welches "» <■ 

aber weder A noch A enthielte. Sind ü*, S* die Ecken £ — p», tj — 
und I =■ 0, 1) — ö* dieses Parallelogramms, so enthält die Strecke B*S* 
den Punkt £* es darf aber weder E, noch E' dem Dreiecke OB^S* an- 
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gehören. Da nun nach Voraussetzung E* in dem Parallelstreifen l'^i^l 
liegt und noch dafür rj^O ist, müßte danach E* sich notwendig im 
Viereck L'LEE' und dabei nicht auf der Seite EE' desselben befinden. 
Aber das Parallelogramm ESRqSq enthält im Inneren als einzigen 
Gitterpunkt, danach kann JE* nicht in L'LEE' bei Ausschluß der Strecke 
EE' liegen. Ein Gitterpunkt; wie wir ihn in Ä* angenommen haben, 
kann also nicht existieren. 

In entsprechender Weise leuchtet ein, daß es keinen von A, -4^, A\Ä^ 
verschiedenen Gitterpimkt geben kann, für den ebenfalls Xy y relativ prim 

sind und ebenfalls 1 ^i^ 1 < -^ , dabei aber ft ^ 1 1? 1 ^ ft' wäre. 

3. Durch die aus A und A' entnommene Substitution 

T) x^pX+p'Y, y^qX + q'Y, 

deren Determinante pq — qp' ^ ± 1 ist, geht die Form Siy in eine äqui- 
valente Form 

über. 

Man erhält sodann zunächst die Gleichung yi^ — 49^» 1. 

Sodann ist ^> = ^^y^j ^ = f'A'ft' imd gilt |9|<y^ i^l**^"«"' 

Weiter hat man, wenn «'= — £ ist, k\i + ft>l'= 1, >l > A'> 0, ;t'> /i > 
und % = s{X(i — ^l') = £(1 — 2[iX')] also ist in diesem Falle < £;|r ^ 1. 
Wenn dagegen £'==€ ist, hat man A/t' — ft>l'= 1, A>2il'>0, [i'>2[i>0 

und X = f (A/t' + ^X') = £(1 + 2fi>l'); da hier 2ftA'< ft'A'< — ist, folgt 

3 . . 1 . . 

also 1 ^ f X < Y • ^^^ Relation (X — ^^OO^' — f*) > y ; die in diesem 

zweiten Falle besteht, ergibt «(3; — 9 — ^)>-s-' — Die Vorzeichen e und 
s' entnimmt man hiemach bereits aus dem Werte von % allein, außer 
wenn gerade x '^^ ± 1 (plso 9 == oder ^ = 0) ist. 

Da aus pq ^ qp ^ ± 1 schon hervorgeht, daß p und q einerseits 
und andererseits p' und q relativ prim sind, so sind die besonderen Um- 
stände, welche hier für die zwei Gitterpunkte A{^ = «A, ly «= \i) und 
Ä(% = Bl!y Tj = fi') gelten, völlig zusammengefaßt in den Beziehungen: 
A>0; /t>0, £ = ±1 oder ft — 0, £ = 1; pq — qp = £, femer entweder: 

s'-= — €, 1>X'>0, Xii<Y, ^V<Y 
oder: 

Bemerkenswert ist noch, daß bei dieser zweiten Reihe von Bedingungen 
für f' = £ die Ungleichung A^ < ~ eine Folge der übrigen Ungleichungen 
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ist. Denn man hat hier Aft'— A'/t = 1. Aus 

(A-A')(/t'-^,)>y 

und A > A' folgt zuvorderst ft'>fi; sodann kann (Jiese Ungleicliung er- 
setzt werden durch 

Aft' + A'ft — Aft — A'ft' ^ — (Aft' — AV) > 

d. i. 

oder 

Daraus folgt ft'— 2/t>0. Ersetzt man weiter hier A/x' durch 1 + A'/t, 
so entsteht endlich 

~ + 2A'ft > Aft + ^V; also — > Afi + A'(/it' — 2[i) , 



und daraus entnimmt man in der Tat -r- > Aft. 



2 

2 



§3. 

Fassen wir die Resultate des § 1 und § 2 zusammen und nehmen 
die Sätze hinzu, welche daraus bei Vertauschung der Rollen von | und rj, 
bei Ersetzung von g, rj durch ri, — |, hervorgehen, so entsteht der folgende 

Satz IV. JEs seien ^ ^ ax + ßy, r^ ^ yx + dy zwei lineare Formen 

mit beliebigen reellen Koeffizienten und einer Determinante ad — ßy ^ 1] 

jedoch sei die Form ^rj in x, y nicht äquivalent mit der Form XY oder 

der Form y(X*— Y^) in X, Y. Alsdann lassen sich die sämUichen 
Systeme von ganzen Zahlen x, y, für welche x, y relativ prim sind und 

I S^ I < Y w«rf zudem i? > 0, bzw, rj = 0, S > ist, in eine Beihe na^i 

toadisendem Werte rj ordnen. Dabei sind sie zugleich nach abneJimendem 
Werte |5| geordnet. 

Für je zwei aufeinanderfolgende Systeme x ^ p, y ^ q und x =» p\ 
y ^ q in der Beihe gilt dann stets 

pq^qp=±l. 

Diese Beihe weist ein bestimmtes erstes System auf, wofür i? == 0, ^ > 0, 

also -X = -^— und > ist. wenn — rational ist; sie weist ein bestimmtes 

d — y ' — y 

letztes System auf wofür 6 =• 0> V>^f ^^ ZT« ^ ^^ ^ ^ ^^ wenn 
^^ rational ist. Sie ist ohne ein erstes System, wenn ^^ irrational ist. 
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ohne ein letztes System , wenn "^ irrationdl ist; sie ist nach Anfang und 

Ende hin unbegrenet, wenn sowohl 3— wie — - irrational sind. 

Ist die Reihe ohne ein leUftes System, so konvergiert in ihrem Verlaufe 
I i I nach NuU und wächst 17 über jede Grenze; ist sie ohne ein erstes System, 
so wächst bei umgekehrter Folge der Systeme in ihr \1^\ Ober jede Grenge 
und konvergiert rj nach Null. 

Diese zuletzt erwähnte Tatsache folgt aus dem Umstände, daß über- 
haupt nur für eine endliche Anzahl yon Systemen der Reihe 1 1 1 oder 1; 
zwischen gegebenen positiven Ghrenzen liegen kann. Denn soll etwa 

9i ^ 1 6 1 > 9o> sein, so folgt aus ||iy | < y und 1 6 1 >po noch | iy \<j^\ 

in einem Parallelogramme |S|^(>u Hl^ö — liegen aber stets nur eine 

endliche Anzahl Yon Oitterpunkten x, y. 

Die Beihe der hier in Betracht kommenden Gitterpunkte x, y, nach 
wachsendem Werte ihres 17 geordnet, soll die Kette eu den Formen S, 17 
heißen, ein einzelner Oitterpunkt x =^p, y ^ Q. daraus ein Kettenglied, femer 
die mittels zweier aufeinanderfolgender EettengUeder x^p,y^q und 
^ ^ p'y y^<i gebildete Substitution 

eine Suibstitution der Kette heißen. 

Wir bezeichnen die nacheinander auftretenden Kettenglieder mit 

l»oft (t 2,-1,0,1,2,...), 

wobei wir, wenn ein erstes Olied yorhanden ist, diesem Gliede und anderen- 
falls einem beliebig gewählten Gliede den Index erteilen wollen. Für 
^'^Po y^Qi setzen wir ^^s^^^, rj " fi^, so daß f*^>0, >l<>0, «1 — ±1 
sei. Femer schreiben wir allgemein, soweit die Indizes in Betracht kommen, 



8. 



•i-i 
Für ein etwa vorhandenes erstes Glied ist e^ =■ 1. Für einen etwa vor- 
handenen letzten Index i — w, wobei dann 1^=0 wäre, denken wir uns 
■©•^ — — 1 gewählt. Die Substitution 

oder kurz ( '"" ') bezeichnen wir mit T.. 
Man hat dann allgemein: 

femer 
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Die am Schlüsse Yon § 2, 1. entwickelte Regel, welche überhaupt 
dazu yerhilft; aus einem Eettengliede das nächstfolgende abzuleiten, ergibt 
einen einfachen Zusammenhang zwischen drei aufeinanderfolgenden Ketten- 
gliedern: |)^_i, g^_i; Pif Qi] Pi^if Qi^i. Wir können p^, q^ mit dem Qitter- 
punkte Pj q {s^ mit «, X^ mit X) und ft+j, qf^i mit p\ q aus § 2 iden- 
tifizieren. Für die Zahlen r, s dort, welche der Bedingung p^s — q^r — «^ 
zu genügen haben, kann man dann mit Rücksicht auf (1): s ^ — ^•^q^_^, 
r = — ^iPi^i einführen, und dabei wird 

Also ist dann X durch — A^.| zu ersetzen. Dadurch entsteht die folgende 
Regel: 

Man bezeichne mit g^ die größte in -^ enthaltene ganze ZaM und 

i 
setze \ — ^1 oder — ^i + 1, je nachdem 

(^<-i - 9M iSii^i - ^iN^i) <oder^^ 
ist, dann gilt 

ft+i - - ^iPi-^i + hPo Qi^i ^<a-i + Ä.ft 

und überdies wird ^'^^^ — —• 1 im ersten, = 1 im zweiten Falle. 
Man erluLlt hiemach 

f^. (Pi^u Pi\ py - ^i\ (Pi> A+i\ 



Es wird also 



vermöge 



Pi^l^i + Pi'^i'^^Pi^i^l+Pi^l'^i^U 



Setzt man allgemein — ^ » ^o ^^ S^^^ daher weiter 



(3) 
während 

(4) t, = 



^i 



^-^+1 



ist. Dabei ist zu bemerken, daß Zähler und Nenner der rechten Seite 
Yon (3) genau die Ausdrücke sind, die bei der naturgemäßen Umformung 
des Zählers oder des Nenners der linken Seite je in einen Quotienten 
zweier ganzer Funktionen yon ^^^^ als die Zähler dieser beiden Quotienten 
erscheinen. Aus (3) und (4) erhält man sogleich allgemeiner: 
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wenn 

(6) ^. = ^_-e- 



'< < + l 



^• + 1 '. — » 



*-l 



^-1-'* 



ist^ und dabei gilt über die Entstehung von Zähler und Nenner der 
rechten Seite in (5) aus Zähler und Nenner der linken Seite eine ganz 
entsprechende Bemerkung wie bei den Beziehungen (3) und (4). 

Ebenso wie |, rj haben ^, — | die Determinante 1. Die Kette zu 
1^, — I ist im wesentlichen die umgekehrte Kette zu ^, rj. Durchläuft 
Pi) Q.i diß Gitterpunkte der Kette zu |, iy in umgekehrter Reihenfolge, 
d. h. so daß die Indizes i abnehmen, so hat man dabei in den Systemen 
x^ — s^p^y y "= — BiQi, (für welche — 1^0 ausfällt), die Glieder der 
Kette zu iy, — |. Über den Fortgang in dieser letzteren Kette sei noch 
die aus (2) folgende Beziehung: 

angemerkt. 

§4. 

An die Sätze in § 2 schließt sich folgendes Theorem an: 
Satz V. Sind ^ = ax + ßy, rj = yx + dy zwei lineare Formen mit 
beliebigen reellen Koeffizienten und einer Determinante ad — /Jy = 1 und 
sind Sq, rjQ irgendwelche gegebene reeUe Größen, so gibt es stets ganze Zahlen 
X, y, für welche 

|(S-lo)(^-%)i^| 
ausfällt. 

Beweis. Betrachten wir vorweg die Fälle, daß es eine ganzzahlige 
Substitution mit einer Determinante + 1 gibt, durch welche die Form 

^Ti der Variablen x, y in die Form XY oder in die Form -^ (X^ — F^) 

der neuen Variablen X, Y übergehe. Dem Wertsysteme S = ^> ^ =* % 
entspreche dabei das System X = Xq, F= Yq, so erweist sich vermöge 
jener Substitution 

(S -U)(JI- %) = (X - ^o) ( Y- Y,), bzw. = 4- ((X - X^* - (F- To)»). 

Bestimmen wir nun X und Y als ganze Zahlen so, daß | X — Xq | ^ — , 

\Y — YQ\<^-r- \9>iy so wird im ersten Falle, wo |iy äquivalent XY ist, 
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I (I — 5o) (^ ^ %) I ^ T- ^^^^^ is^ 2u bemerken, daß das Oleichheits- 
zeichen hier unter gewissen Umständen wirklich in Betracht kommt, 
nämlich wenn sowohl Xq wie Yq gleich ganzen Zahlen vermehrt um ~ 

sind. — Im zweiten Falle, wo ^rj äquivalent y (^* ~ ^) ist; stellt sich 

sogar I (6 — 5o) (i? - ^o) i ^ y heraus. 

Nunmehr schließen wir die Fälle aus, daß ^rj äquivalent mit XY 
oder mit y (X« - F») ist. 

Betrachten wir irgendeine Substitution 

x=^pX+p'Y, y^qX + q'Y 

der zu |, rj gehörigen Kette. Wir bezeichnen den Gitterpunkt p, q mit Ä, 
den Gitterpunkt p', q mit Ä. Nach § 2 haben wir ein ganz bestimmtes 



Parallelogramm BSB^Sq oder S^ (g^ö): — + —- ^1, dessen Berandung 



£ 



Q 



n 



6 



sowohl Ay wie A' aufnimmt. Der größeren Anschaulichkeit wegen wollen 
wir in der Zeichnungsebene die Koordinaten x, y derart interpretieren, daß 
dieses Parallelogramm ^ ((>, 6) ein Qtuidrat im gewöhnlichen Sinne wird. 
Für p, q sei | = «X, i? = ft, {^^0, /i ^ 0, « = ± 1), fttr p\ q sei 

I = £'A', 12 = f*'; (^'^ 0> f*'^ O7 *'= ± !)• Wir haben nun die beiden, 
auch in § 2 unterschiedenen Fälle e' = — s und s' ^ s gesondert zu unter- 
suchen. 

1®. Es sei zunächst «'== — « und A > X' ^ 0, ft' > ft ^ 0. Ein gleich- 
zeitiges Eintreten von (i =^ und A'= ist dadurch ausgeschlossen, daß lij 

nicht äquivalent XY sein soll. Es sei üf die Seitenmitte S = -/' '^ "^T 

und M' die Seitenmitte 5 = — y> ^ ~ Y ^ ^ (?> ^)- Nach den Be- 
merkungen in § 2 kommen A und A derart auf der Berandung von 
^ (q, ö) zu liegen, daß bei einer Umlaufong derselben in einem gewissen 
Sinne sich A, M, (S), A', M\ ^, M^^ {8^\ A^', M^ folgen (s. Fig. 5; 
um die Figur nicht zu komplizieren, sind darin die Seiten von ^ ((», 6) 
nicht ausgezogen); A ist von Jf, A von M verschieden. 

Da wir die Rollen von § und ri vertauschen, anstatt |, 17 auch 17, — | 
zugrunde legen können, so dürfen wir noch die Annahme X'yi ^XfL 
machen; (weil nicht zugleich X'=0, ft = sein kann, wird dann gewiß 

A'> 0, also A von S verschieden sein). Da auf jeder Seite des Quadrates 

in 

hin abnimmt und dabei auf allen vier Seiten gleichen Wert erhält bei 
der nämlichen Entfernung von der Seitenmitte, den Begriff der Entfernung 

Minkowski, Oetammelte Abhandlungen. L 22 



^ {q, 6) der Wert 



stets von der Mitte der Seite nach ihren Enden 
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im gewShnliclien Siime genommeD, so Uuft jene Aunalime darauf hinaae, 
daß Ä'M'^AM sein soll. 

Wir konstroieren weiter das Quadrat 5ß f-|-, -|-J, desseD Ecken auf 
t} — 0, 1 = balb so große Entfemnngen von haben wie ü, R^, S, S^. 
Die Berandung von ¥ {|-, y) nimmt die Punkte X — ±-^, F— und 
X — 0, F = ± -^ auf. Legen wir sodann um jeden einzigen Gitterpnnkt 
als Mittelpunkt ein Quadrat, welches dem Quadrate $ l-|-, —j gleich 
und in den Seiten parallel gestellt ist, so ergeben diese Quadrate das Bild 
der in Fig. 5 mit ausgezogener Umrandung gezeichneten Quadrate. Die 
einzelnen Gitterpunkte sind in dieser Figur durch ihre Koordinaten X, ¥ 
angedentet Das erste Quadrat ^ (-|-, y) ^^ <^^° Nullpunkt stoßt mit 
Stücken seiner Seiten an die Quadrate mit den Mittelpimkten Ä, A', 
A^, A^, während es die übrigen Quadrate überhaupt nicht trifft Danach 
liegen jene Qaadrate offenbar so, daß keine zwei ineinander eingreifen, 
und zwischen sich lassen sie noch lauter gleiche und parallel li^ende 
Lficken in Form von Rechtecken, welche die einzelnen Punkte X + -5-, 
y + Y mit ganzzabUgen X, Y zu Mittelpunkten haben. 




Es sei beispielsweise GHJK die rechteckige Lücke mit dem Mittel- 
punkte X = y, Y=Y '"^®'" ^' ^^ ^^^ *^'*' ^^'^° ^^' ^^> ^^' ^^ 
sich an die Quadrate mit den Mittelpunkten X,Y—0,0; 1, 0; 1, 1 j 0, 1 
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anlegen. Da AH, MGMy ÄK sämÜicli parallel der Linie i/i^O sind, 
so ist OH^ MA ^ MS und GK^ MÄ < M'S, also GH^ GK und 

überdies \ BS^ GH, y -^^ > ^^'^ (™a^ beachte, daß A nicht in S 
fallt). In jeder der rechteckigen Lücken ist daher eine Seite kleiner, die 
andere höchstens so groß als die Seite des Quadrates $ (-|-y y)' 

Unter dem Inhalt einer Figur wollen wir den Wert des Litegrales 
JJdXdY über ihre Flache verstehen. Der Lihalt des Quadrates 

?ß fy, y) ^^^ dann, weil ad — /3y = 1, pq — gj?' =» j- 1 ist, gleich 
-^ (f6 und der Lihalt des Rechteckes GHJK ist <— D<y. Nun kommt 
in der ganzen Ebene auf jeden Gitterpunkt X = Z*, F -= Y* einerseits 
ein Parallelogramm — y ^ X — X* ^y; — y^ I^— y*^y vom In- 
halte 1, wobei diese Parallelogramme die ganze Ebene lückenlos erfüllen, 
ohne gegenseitig ineinander einzudringen, andererseits kommt hier auf 
jeden Oitterpunkt X*, F* ein Quadrat mit dem Mittelpunkte X*, Y* 

Yom Inhalte y (x^ und ein Rechteck mit dem Mittelpunkte X* + y, 

y * + y von einem gewissen Inhalte < y (»<y, und alle diese Quadrate 

und Rechtecke erfüllen ebenfalls die ganze Ebene lückenlos, ohne gegen- 
seitig ineinander einzudringen. Danach folgt offenbar 

(1) \q6<1<2^^^6. 

Es verhalte sich die Entfernung des Punktes von der Geraden GH 
zu der des Punktes L von dieser Geraden, also -^MS'.-^M'A wie 

1 : X — 1, dabei ist 1 < x < 2. Konstruieren wir dann das Quadrat 5ß (y > y) 

mit als Mittelpunkt, dessen Seiten denen von $ fy, yj parallel sind, 

so geht dessen Berandung durch L und wird deshalb dieses Quadrat eine 
Hälfte der Lücke GHJK vollständig überdecken. Legen wir nun um 

jeden Gitterpunkt als Mittelpunkt ein diesem Quadrate $ (y ; y) gleiches 

und parallel gestelltes Quadrat, so werden daher diese Quadrate zweiter 
Art, die in Fig. 5 mit gestrichelter Berandung gezeichnet sind, jedenfalls 
die ganze Ebene, ohne Lücken zu lassen, überdecken. Also wird der 
Punkt, für den die Bestimmungsstücke |, 17 gleich den gegebenen Werten 
Sq, i/o sind, in wenigstens eines dieser Quadrate fallen müssen; für den 
Gitterpunkt x, y, welcher der Mittelpunkt des betreffenden Quadrates ist, 
gilt dann 

(2) l^li^ + 



6 



^\ 



22' 



340 Zur Geometrie der Zahlen. 

In das Innere des Quadrates 5ß ( y> \) dringen von allen übrigen 

dieser Quadrate zweiter Art nur die vier Quadrate mit den Mittelpunkten 
Ä, Aq, ä\ Äq\ Dabei liegen diese vier Quadrate selbst yöUig ausein- 
ander; auch reichen sie nicht bis an den Nullpunkt heran. Danach 
zeigt sich; daß die Gesamtheit dieser Quadrate zweiter Art die Ebene so 
überdecken; daß sie kein Gebiet mehr als zweifach überlagern, während 
noch gewisse (^förmige Partien mit den einzelnen Gitterpunkten als 
Mittelpunkten vorhanden sind; die jedesmal nur je einem dieser Quadrate 

angehören. Infolgedessen ist der Inhalt des Quadrates $ ( ^i y) ^^^ 
wendig < 2; d. h. man hat 

(3) I **«'* < 2- 

Aus (2) folgt, weil das geometrische Mittel zweier Beträge nicht 
größer als ihr arithmetisches Mittel ist; 

und daraus mit Rücksicht auf (3) 

|(g-|o)(i?-%)l<|. 

2®. Zweitens sei «' = £ und A > A' > 0, ft' > ft ^ 0. Die Punkte Ä 
und Ä' werden hier von einer und derselben Seite von Sß {q^ ö) auf- 
genommen; wobei weder A noch A' in die Mitte der Seite fallen und A^ 
aber nicht A' eine Ecke sein kann. Die Länge der betreffenden Seite 
ist ^ 2AA\ 

Gehen wir nunmehr zu dem Quadrat $p (-|-; y) ^^^^ ^"^d konstruieren 

um jeden Gitterpimkt als Mittelpunkt ein diesem gleiches und parallel 
gestelltes Quadrat; so liefern diese Quadrate das Bild der in Fig. 6 mit 
ausgezogener Umrandung gezeichneten Quadrate. Die Gitterpunkte sind 
dort durch ihre Koordinaten X, Y bezeichnet. Diese verschiedenen Qua- 
drate nun greifen nicht ineinander ein und lassen zwischen sich im all- 
gemeinen wieder lauter gleiche und parallel gelagerte rechteckige Lücken 

mit den einzelnen Punkten X + -^, Y + -^ für ganzzahlige X, Y als 

Mittelpunkten. Diese Lücken kommen nur zum Fortfall; wenn auch der 
Gitterpunkt X = — 1; F= 1 auf die Begrenzung von 5ß ((»; 6) fällt, (wenn 

{X — X) 0*' — ft) =» Y ist). Es sei; wenn nicht dieser Spezialfall statthat, 

OHJK die rechteckige Lücke mit dem Mittelpunkte L: X — — ; F«=-r-; 

wobei GH, HJ, JK, KG ihre an die Quadrate um X, r= 0, 0; 1, 0; 1, 1 ; 0, 1 
anstoBenden Seiten seien. Dann ist die Seite GK gleich der Seite des 
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Quadrates ^(-|-; v), die Seite GH kleiner als diese Seite. Der Grenz- 
fall, daß OH^ GK wäre, würde nur eintreten, wenn A und Ä' beide 
in Ecken von $ (q, ö) fielen, was dadurch ausgeschlossen ist, daB | rj 
nicht äquivalent der Form XY sein soll. Nunmehr erweist sich durch 
eine entsprechende Überlegung wie in 1^, daß der Inhalt des Quadrates 

$p(-|-, — j zusammen mit dem des Rechteckes GHJK gleich 1 sein 
muß, woraus 

hervorgeht. Die Gleichung -^q6='\ hat statt, wenn die Lücken zum 

Fortfall kommen, also H mit G, J mit K zusammenfallt. 

Es yerhalte sich die Entfernung des Punktes A von der Geraden HJ 
zu der des Punktes L von dieser Geraden wie 1 : x — 1, so ist 1 ^ x < 2. 

Konstruieren wir nun das Quadrat ^ (y , y), so wird es die Hälfte der 



^Q<f<:i<2\Q6 




Fig. 6. 

Lücke mit dem Mittelpunkte X = — r-, F= y vollständig überdecken. 

Legen wir dann gleiche und parallel gestellte Quadrate um jeden Gitter- 
punkt als Mittelpunkt, so erfüllen daher diese Quadrate jedenfalls die 
ganze Ebene. Also wird derjenige Punkt, für den die Bestimmungs- 
stücke I, 1^ die gegebenen Werte 5 == 5o> ^ = ^o haben, in wenigstens 
eines dieser Quadrate fallen müssen; alsdann gilt für den Gitterpunkt x,yy 
welcher der Mittelpunkt des betreffenden Quadrates ist, 

(2) 





+ 


n — Vo 

6 


~ 2 • 
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Andererseits überdecken diese neuen Quadrate keinen Teil der Ebene 
mehr als zweimal^ während nocb gewisse Rechtecke mit den einzelnen 
Oitterpunkten als Mittelpunkten da sind, welche jedesmal nur je einem 
dieser Quadrate angehören. Infolgedessen muß der Inhalt des Quadrates 

?ß(y, Yj kleiner als 2, also 

(3) -f«V<2 

sein. Aus (2) und (3) ergibt sich wie oben 

l(S-lo)(i?-%)l<T- 

Damit ist der Satz V vollsiandig bewiesen. — 

Wir bemerken noch folgendes: Aus 1 < (><y und x*p<y<4 entnimmt 
man x* < 4. Aus (2) erhält man daher 1 1 — ^ | < (»; nach § 2 ist aber 

stets p < 2A. Hat nun die Kette zu |, 17 kein letztes Olied^ ist also ^^ 

irrational^ so konvergiert im Verlaufe ihrer Glieder die Oröße k nach NulL 
In solchem Falle kann man daher einen Oitterpunkt x, y bestimmen, wo- 
für | (5 — 5o) (^ ~" ^0) I "^^ T ausfällt und zudem | g — |^ | unter einer be- 
liebig Yorgeschriebenen pQsitiven Größe liegt. 

§5. 

Es sei jetzt a eine beliebige reelle Größe, und wir setzen | = a; — ay, 
rj == y. Die Form {x — ay)y ist nur dann äquivalent mit der Form X F, 

wenn a eine ganze Zahl ist, und nur dann äquivalent mit -r-(-^*"" ^^j 
wenn a gleich einer ganzen Zahl vermehrt um — ist. Von diesen zwei 
Fällen wollen wir absehen. Die Kette zu |, ij hat hier ein bestimmtes 
erstes Glied p^, q^\ für dasselbe soll y =* ■% und > sein, also hat man 
Pq = 1, ^q = 0. Für das zweite Kettenglied p^, g^ soll p^q^ — q^^ «= «q = 1, 
alsoji«! und Kpi— agj^i [<— sein; also ist dann p^ gleich der an 
der Größe a nächstgdegeneti ganzen Zahl Äq, für die | Äq — a | < ^ ist. 
Setzt man sodann in den Formeln (5) und (6) des § 3: t » 1, ^^ === 0, so 
resultiert -^ = hr. — t. Die in § 3 erhaltenen Resultate führen nunmehr 

zu folgendem Satze: 

Satz VI. Es sei a eine beliebige reelle Größe, jedoch weder eine ganze 

Zahl, noch gleich einer ganzen Zahl + —- Man bilde in folgender Weise 

eine Reihe von ganzzahligen Systemen p,, g,. (i = 0, 1, 2, . . .). 
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Zunächst sei p^ =1, g^ =» 0, sodann Ji =- 1 und p^ = Aq die an der 
Größe a nächstgelegene ganze Zahl so, daß | Aq — a | < ^ ^^- Allgemein, 
wenn man bis zu einem Systeme p^, q^ gelangt ist, wofür iioch p^ ^ aq^^O 

ausfäUty stelle man den Quotienten -^^ ^=^ her. Es sei &. sein Vor- 

zeichen und g^ die größte in dem absoluten Betrage dieses Quotienten ent- 
haltene ganze Zahl, weiter \ = g^ oder = ^^ + 1, je nachdem 



2 

ist. Man setze sodann 

Der auf diese Weise ermittelten Reihe von Systemen p^, q^ kommen 
folgende Eigenschaften zu: 

1^. Wenn a rational ist, bricht die Beihe mit einem gewissen System 
Pw9 Sw ^} wofür 1>„ — «g'«, =- ist. Wenn a irrational ist, so läßt sich die 
Reihe dieser Systeme unbegrenzt fortsetzen. 

2^ Für je zwei aufeinanderfolgende Systeme gilt stets 

PiQi+i - iiPi^i = -^1^2 • • • -9-, = ± 1. 
Die Zählen p^j g^ sind stets relativ prim. 
3^ Man hat 



^ *»~K~[^ k::' (^-1.2,...)- 



Dabei sind p^ und q^^ selbst denjenigen Ausdrücken gleich, die bei der natur- 
gemäßen Darstellung der rechten Seite als Quotient zweier ganzer Funktionen 
der \ und ^•^ den Zähler bzw. Nenner abgeben. 
4^ Man hat 

< ^1 < g, < ft . . ., 

'ö>\Pi- agil > Ift - a& I > Ia -aq^l,.... 



ümsomehr nehmen die Beträge 



Pk 
— — a 



mit wachsendem Index ab. Wenn a 



P 
irrational ist, konvergieren di€ Brüche -^ mit wachsendem Index ncuih der 



^k 



Größe a. 

5®. Für jedes der Systeme pj^, g^ (t = l, 2, ...) gilt 

Umgekehrt: Ist x, y irgendein System von relativ primen 
ganzen Zahlen, wofür y > und 

\(x-ay)y\<^ 
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gilty so findet sich das Zahlenpaar x, y stets unter den Syste- 

»»^w p^^, qj,(k = 1, 2 . . .). 

Aus dem Satze Y entnimmt man noch: Sind h, c irgend zwei weitere 
reelle Größen, so kann man stets ganze Zahlen x, y finden, so daß 

\{x-ay-b)(y-c)\<^ 

ist, und zwar, wenn a irrational ist, noch derart, daß zugleich \x — ay — b\ 
unter einer beliebig kleinen positiven Größe liegt,*) 

Die hier definierte Eettenbmchentwicklung mit den Näherungsbrüchen 

^,^, . . . zur Annäherung an die Ghröße a soll der Diagonalketten- 

bruch für a heißen^ mit Rücksicht darauf; daß diese Näherungsbrüche 
zu den Parallelogrammen mit den Linien rc — ay = und y = als 
Diagonalen in einer ganz entsprechenden Beziehung stehen ^ wie die 
Näherungsbrüche bei der gewöhnlichen Kettenbruchentwicklung 



«=^« + n: + i^ + 

wo Iq eine ganze Zahl, liy l^, - - - lauter positive Zahlen sind, zu den 
Parallelogrammen mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt und mit Seiten 
parallel zu x — ay =^0, y = 0. Für diese gewöhfdiclie (auch sogenannte 
regelmäßige oder normale) Kettenbruchentwicklung würde ich alsdann den 
charakteristischeren Namen Parallelkettenbruch in Vorschlag bringen. 

Nach einem bekannten Satze Yon Lagrange kommt jedes Zahlen- 

1 



paar x, y, wobei x, y relativ prim sind, y > und a < 5— j ist, als 

Zähler und Nenner eines Näherungsbruches der gewöhnlichen Kettenbruch- 
entwicklung fOr a vor. Danach erscheinen alle Näherungsbrüche des 
Diagonalkettenbruches für a auch unter den Näherungsbrüchen des Parallel- 
kettenbruches für a und wird also, falls nicht beide Entwicklungen zu- 
sammenfallen, der Parallelkettenbruch stets langsamer konvergieren. 

, , , 1, 

der Parallelkettenbruch für a mit a == PK(Iq, ^i; 2,, . . .) bezeichnet 

*) Tschebyscheff hat (in einem roBsisch geschriebenen Aufsätze in den 
M^moires der Petersburger Akademie, T. X, Appendix 4, 1866; Oeuvres, T. I, p. 679) 
gezeigt, daß, wenn a, b reelle Größen sind, stets ganze Zahlen x, y existieren, wofSi 
I (o; — ay — b)y\<C2 ist. Hermite hat (Grelles Journal, Bd. 88, 1880; Oeuvres, 
T. 111) bewiesen, daß der Ausdruck links durch ganze Zahlen x, y kleiner ab 

1/ — gemacht werden kann. Der Satz im Texte ergibt ein schärferes Resultat, weil 
2^ 
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werden. Die schon vorhin angedeutete geometrische Auffassung der 
Parallelkettenbrüche, welche der hier gegebenen Ableitung der Diagonal- 
kettenbrüche entspricht, führt leicht zu folgendem Satze: 

Um aus der Reihe der Systeme p^, g^(i = 0,1,2,...) für den Diagonal' 
Jcettenbruch van a die Reihe der Zälder und Nenner der sämtlichen Nähe- 
rungsbrüche des ParaUelkeltehbrtAches von a zu erhaUen, hat man nur die 
erstere Reil^ in der Weise zu erweitem, daß, so oft eitie Zahl d-^^l (für 
ein i^l) ausfalU, zunscJien die beiden Systeme p^^i, q^^^ und p^, q^ noch 
das neue System p^— p^_^, ft — 2<-i eingefügt wn-d. 

Man leitet aus diesem Satze die nachstehende Regel ab, welche er- 

, , , I sogleich 

den PaiaUelkettenbruch a = PK (1^,1^,1^,.,.) zu entnehmen: 

Aus der Reihe der ZaJden h^, t^,\,... entsteht die Reihe der ZaJden 
hf hfUy ' "f «wdet» an Stelle einer jeden ZaJU \ substituiert wird: 

Äp wenn '9'^ = — 1, ^^^^ = — 1, 

Ä^— 1, wenn ^^ = 1, ^<+i = — 1, 

hf — 1, 1, wenn -ö*^ = — 1 , ^^^^ = 1, 

A, — 2, 1, wenn ^,. = 1, ^i^i^ 1 

ist; dabei hat man sich noch O-q = — 1 zu denken und dann von dieser 
Vorschrift auch für » = Gebrauch zu machen. 

Die Diagonalkettenbrüche sind hiemach nicht bloß wegen der einfacheren 
Charakterisierung ihrer Näherungsbrüche leichter zu handhaben, sie ent- 
halten auch alle Einzelheiten über die darzustellenden Größen, welche die 
Parallelkettenbrüche erkennen lassen. 

Beispiel: Der Parallelkettenbruch für yTTS ist 

Pir(3, 1, 1; 1,1,6,1,1; 1,1,6,1,1;...) 

mit den Näherungsbrüchen 

£jl^J^1118 119 187 2ö6 393 649 4287 4936 9228 
1 ' 1 ^ 2 ' 8 ' 6 ' 88 ^ 38 ^ ~7T' 109^ 180' 1189» 1869' 2608' ' ' ' 

^ der Diagonalkettenbruch für yTS ist 



^^U, 2; 2, 8, 2; 2, 8, 2;.../ 



mit den Näherungsbrüchen 

i. ^.1? — ?^. ?1? 1??? 9228 

1 ' 2 *' 6 ' 88 ' 71 ' 180' 1869' 2668' ' * ' 

d. i. dem 2, 3; 5, 7, 8; . . . 5Jfc, 5* + 2, ÖÄ + 3; ... ten Näherungsbruch 
der ersteren Entwicklung. 
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Dagegen würde diejenige Eettenbruchentwicklang 

wobei ^1 =• ± 1, -ö-j = ± 1, . . . und die \, A„ . . . positive ganze Zahlen 
sind derart, daß die Reste — j-^ — , ^*'^^' — . . . stets zwischen — -5- und 

y liegen, für Yl3] 

1,1,-1,1,1,-1,1,..; 



Ä*+i « 



/ 1,1, -1,1, 1,-1, 1,...\ 
^U, 3;2, 7, 3; 2, 7,3;.../ 



sein mit den Näherungsbrüchen 

i. 1118 187 898 649 49^ 14169 ^ . 
1 ^ 3 ' 6 ' 38 M09 ' 180 ^ 18^ ' 3927 ' ' ' ' * 

d. i. dem 2, 4; 5, 7, 9; . . . öt, 5Ä: + 2, 5t + 4; ... ten Näherungsbruche 
des ParaUelkettenbruches für )/l3. Also erfüllt bei dieser Art der Ent- 

Wicklung einerseits nicht jeder Näherungsbruch — die Bedingung 

andererseits kommt nicht jeder Bruch — mit dieser Eigenschaft unter 

den Näherangsbrüchen vor. 

Der Diagonalketteubruch für die Basis der natürlichen Logarithmen 
lautet: 

^~^ V3, 3, 2,5, 2,..., 2w + l, 2,.../ 

Die Zähler und Nenner der Näherungsbrüche dieses Eettenbruches geben 
also die sämtlichen Auflösungen der Bedingung 

- Y < (^ - ey)y < y 
in relativ primen positiven ganzen Zahlen x, y. 



§6. 
1. Ein unendlicher Diagonalkettenbruch 

(1) dk{ ^^'^^'•'•) 

für eine irrationale Große a soll periodisch heißen, wenn es eine posi- 
tive Zahl V gibt, so daß von einem gewissen Index j an stets 

(2) »k-»k^., K-h^, (k=j,j + l,j + 2,...) 
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ist. Das System der Werte 






heiße dann eine Periode des Kettenbraches. 

Wir beweisen zunächst die folgende Tatsache: 

Ist der IHaganalkettenbruch für eine irrationale Größe a periodisch, so 
ist a Wurzel einer quadratischen Gleichung mit rationalen Koeffigienten. 

Wir verwenden für die Kette zu den Formen | = o; — ay, iy — y die 
in § 3 eingeführten Bezeichnungen. Durch die Substitution 






geht 6 in 6^_^X^_lX^ + e^X^Yi über, man hat also die Formel der Kom- 
position: 

Aus § 3, Gleich. (2) leitet man allgemeiner die Regel 

{^i-i^i-u^M [i^ f^J [i^ j^^J • • • 1^1^ J^^J = Kh-i h^x. hh)y 

i<k 
ab, und daraus entnimmt man insbesondere eine Beziehung: 

^^ ^i,kf ^i,k gewisse ganze Zahlen sind, die bloß von den Werten d^, Ä,., 
^i^i, Ä^+i; . • •, '^A-i; h^^i abhängen. Da mit unbegrenzt wachsendem h 
die Größe X^ nach Null konvergiert, ersieht man danach, daß das Verhältnis 

*^^*^^ durch die unendliche Reihe der Großen -ö-^, h^^ für die sämtlichen 

Indizes k^i vollständig bestimmt ist. 

Wenn nun mit irgendeinem Werte v für alle Indizes k^j die Be- 
ziehungen (2) statthaben, muß daher notwendig 

sein. Setzen wir ^+*'-^ ^-^"-^ ^ ^^ wobei < | r | < 1 sein wird, so folgt 

Nun hat man 
daraus entsteht 
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Bezeichnet man mit ( ' ] das EoefGzientenschema der Substitution 

Tj^^Tf\ so bedeutet diese letzte Formel 

p — aq «= r, r — as — — ra. 
Daraus erhält man 

(r — as) + (p — aq) a — 0, 

und hierin kann nicht q = sein, denn sonst müßte p = r sein, während 

T keine ganze Zahl ist, da |r| zwischen und 1 fälli 

2. Wir beweisen jetzt die Umkehrung der eben festgestellten Tatsache: 
Satz VII. 7^ eine vrrationdle Größe a Wurzel einer quadraHschen 

Gleichung mit rationalen Koeffizienten, so ist der DiagonaUcettenbruch für a 

stets periodisdi. 

Beweis. Es sei 

n^a* + n^^a + n^ =» 

diejenige Gleichung für a, in der nQ, n^, n^ relativ prime ganze Zahlen 

sind und n^ > ist. Man hat a = ~ ^ J^^ ^ ^^^ ' ®^ ^^^ ^® ganze 
Zahl D ^n^ — 4in^n^ positiv und wegen der vorausgesetzten Irrationalität 
von a jedenfalls nicht das Quadrat einer ganzen Zahl ist Die zweite 

Wurzel jener Gleichung ~ \ — werde mit ä bezeichnet. 
Wir setzen 

Dabei haben |, rj ebenso wie §, g die Determinante 1, und gilt eine Be- 
ziehung: 

'^ / ' *' a^a yj) 

Sodann entsteht 

=F VB^ri = f^ n^x^ + f^xy + tt,yl 

Wir betrachten nunmehr die Kette zu den Formen |, iy. Diese Kette 
wird jedenfalls ijach beiden Seiten unbegrenzt sein. Wir verwenden for 
diese Kette die in § 3 eingeführten Bezeichnungen. Außerdem mögen 
1^, 1^1 die Ausdrücke bedeuten, in welche |, vi durch die Substitution 

{T^} x = p,_,X,+p,Y,, y=^q,^,X, + q,Y, 

übergehen, und es bedeute T^ das quadratische Schema ( *~^ *"^' * M 

fa,ß\ ^ **'-" **' ^ 

der Koeffizienten von ^^, rj^, wobei dann ( ^ 1 T,. = T^ gilt. 

Durch die ganzzahlige Substitution T^, deren Determinante ± 1 ist, 
geht die Form f^ ± V^S^ in eine Form 

fi-± VD^iVi - N,X,' + N,X,Y, + N, Y,' 
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über. Dabei sind N^^ N^, N^ ganze rationale Zahlen und folgt N^^—4NqN^^D] 
da D nicht eine Quadratzahl ist, hat man gewiß Nq + 0, N^ + 0. Zu- 
dem bestehen dabei nach § 2, 3 diese Beziehungen: 

entweder 

\No\<^VD, \N,\<^VD, \N,\<}/D 



N, 
N, 


<o, 


■ZV. 
oder 


>o, 




>o, 


N, 

N, 


>o, 



\N,-N,-N,\>l-yD. 

In jedem FaUe kommen hiemach für die ganzzahligen Koeffizienten 
Nq, N^y N^ einer Form f^ von vornherein nur eine endliche Anzahl von 
möglichen Wertsystemen in Betracht. Man wird also jedenfalls irgend 
zwei Indizes i = j und » = j + v, wo v > ist, finden können, für welche 
die beiden Formen fj und fj^^ in den Koeffizienten Nq, N^^ N^ überein- 
stimmen. 

Ersetzt man X^^^, ^j+9 ^^ ^®^ Formen S^^^,, rjj^^ durch die Zeichen 
Xj, Yj der Variablen in ly, rjj^ so werden dadurch Beziehungen 

/A, B\ 
hergestellt, wobei die Koeffizienten A, B, f, A durch Ty^^ = (- aHj^^ 

bestimmt sind, und vermöge dieser Beziehungen muß dann §^+,^^+, = 6^1?^ 
entstehen. Vergleicht man die Koeffizienten von 1^*, rjj^, ^jTJj auf beiden 
Seiten dieser Gleichung, so folgt Ar = 0, BA = 0, AA+ Br=» 1. Danach 
muß entweder 

(3) B = 0, r = 0, A = ^ = r; g^^, = rg^ i?^^, = ^rjj 

oder 

(3*) A-0, A = 0, B = f = r; |,+, = ri,„ 1,,^. = fl, 

mit einem von Null verschiedenen Faktor r sein. Die zweite Art von 
Beziehungen aber ist unmöglich, weil in der Form rjj der zweite Koeffi- 
zient einen größeren absoluten Betrag hat als der erste Koeffizient, in 
der Form g^^^ aber das Entgegengesetzte statthaben muß. Also gelten 
notwendig die Beziehungen (3) und die Vergleichung der Koeffizienten in 
rjj und rjj^^ zeigt noch, daß r positiv und < 1 ist. 

Die Gleichungen (3) ergeben 

t..-g:I)t. (^öwr'=G:i)(r,)- 
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Ist ( ' 1 das Koeffizientenschema der Substitution Tj^^Tf^ wobei 

P^ ^f h ' ganze Zahlen sind und ps ~ qr — ± 1 ist, so verwandeln 
sich hiernach 1, rj^ wenn man darin x, y durch po; + ^Vy q^ + ^y er- 
Hctzt; in die Ausdrücke t£^ —17. Diese zwei Ausdrücke ergeben dasselbe 
Produkt wie | und iq. Durch die umgekehrte Substitution werden |, 17 
in I» ti7 übergehen. Hat man nun einen Gitterpunkt x^ y, für den 
X, y relativ prim sind und S — «A, ^ = f* (/t* > 0, A > 0, « =» ± 1), 
Aft < »- ist, so existiert dann also ein anderer Gitterpunkt, für den eben- 

faÜH Xy y relativ prim sind und S=«T£il, 12 = — /it ist, und femer ein 

Gitterpunkt, für den x, y relativ prim sind und | = — fA, rj^^tfi ist; 

und diese zwei weiteren Gitterpunkte müssen dann ebenso wie der erste 
als Glieder der Kette zu |, rj auftreten. 

Nach (3) haben wir «>+r'^>+0 " ^^i^p f*>-f» == ""/^i* Nun müssen 
weiter die Punkte | - «^+,+iA^^,^i, i? = m^+,+i und 6 — Tf^^il^^^, 
1^ .. M>+ii welche beide als Glieder der Kette auftreten, identisch sein. 

Denn hiltte man f*^+»+i > — »«>+!, so würde der Punkt 6 — ^«y+iA^+i, 

^j mm ^ fi^^^ ein Kettenglied sein, für das My+, < 1? <My+»+i wäre, 
w&hrtmd 1^ — fi^^, und V ^ (^j+9+1 j* 2^®i aufeinanderfolgenden 
Kettcugliodem entsprechen. Hatte man dagegen f*^4.t+i<— ^^+1, »o 

würde 6 — — «/+r+iA^+r+i> ^="^f*>+f+i ^^ Kettenglied sein, wofür 

fi. < q < fi. . j wilre, was el)enfalls nicht möglich ist Also muB 

fi^^^^i ^ -fi^^i sein und müssen sodann jene zwei Punkte nuammen- 

fallou. 

Auf dieselbe Art erschließt man sukzessive weiter 

ftlr ür — J + 2« J + ^'^ Sodann kann man in der Reihe der IimIibk 

rückwärts gehen und diese Beziehungen ^4\ welche auch f&r i^i — 1 

Ivwwit« durch ^^3) feststehen« nacheinander für i* =» J — 2, J — S, «p* 

halten. Also gelten diese Beziehungen (^\ überhaupt für jedoi mogädieEL 

Index i\ Man hat nunmehr für jeden Index 1: T,.^^ ** l n * M,- 
T*twiw jtilt nach § 3. <^ä^ die Regel T,-^, = T^ ( / ~ '). W, 
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die erstere Formel für zwei aufeinanderfolgende Indizes i '^ k, i=»k + 1 
an und hemacli die letztere f&r i=^k und i'^k + v^ so folgt zuerst 
Tr+Jt+.+ i^ V^L+i und sodann: 

(5) »,^, ^ »,, Ä,+, - Ä, (k 2, -1, 0, 1, 2, .. .). 

Nach diesen Beziehungen (5) kann die Kette zu |, i; als vollkommen 
periodisch bezeichnet werden. 

Wir ziehen endlich auch die Form g =» y heran. Für ein jedes Glied 

^ " Aj y '^ 9i d®^ Kette zu den Formen |, ij gilt iy > und | |ij | < y 

Gleichzeitig ist dabei y^l^i^j stets eine rationale ganze ZahL Indem 

diese Zahl <yV^ ^^^f ^^^^^ ^^^ nicht die größte in ^V^ enthaltene 

ganze Zahl überschreiten. Wir setzen letztere ganze Zahl f- YdI = 5 YD — rf, 

dabei wird 0<rf<l. Aus /D|6i?| ^ y^"" ^ ^^^8* mit Rücksicht 
auf 5 = y — 17 + 6|: 

Nun nimmt, wenn man die Reihe der Kettenglieder zu ^, rj durchläuft, 
darin sowohl |S| wie 



n 



bestandig ab. Geht man soweit in dieser Reihe, 

daß |6S*|<— = und — <;_ igt, so hat man dann also |lf|<Y, 

f > und müssen daher die betreflfenden Systeme x^p^y y — g^, die 
man nun antrifPt, sämtlich auch Glieder der Kette zu den Formen 
I, g sein. 

Ist umgekehrt Xj y ein Glied der Kette zu den Formen |, g, so ist 

dafür t > und |gg| < -^5 daraus folgt 

Geht man nun in der Reihe der Kettenglieder zu g, g so weit, daß 
lySftl^l ^1 — d und -|- < j^ ist, so folgt hier iy > und andererseits 

V^l^^l <^ [y^-^J ^" ^' ^^ *^®^ y^lS^I hierbei stets eine ganze ratio- 
nale Zahl wird, muß dann überhaupt V^ISi?! ^ [yj/S] < yVS, mit- 
hin |£i7|<Ysein. Danach findet sich alsdann das betreffende System 

Xy y stets auch unter den Gliedern der Kette zu |, 17. 

Auf diese Weise stimmen überhaupt die zu |, iy und die zu S, g ge- 
hörige Kette von gewissen zwei Gliedern an in dem ganzen weiteren Ver- 
laufe ihrer Kettenglieder YÖUig miteinander überein. Da nun die einzelnen 
Werte %'^y \ in einer Kette jedesmal aus drei aufeinanderfolgenden 
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Eettengliedem abzuleiten sind, so werden sich danach auch die Relationen 
(5) von einem gewissen Index an auf die Kette zn i^ z — ay, i^y 
übertragen, d. h. eben der Diagonalkettenbruch für die Größe a ist 
periodisch. 

In entsprechender Beziehung wie der Diagonalkettenbruch für a zu 
der Kette steht, die zu den Formen |, rj gehört, steht der Diagonal- 
kettenbruch für die konjugierte algebraische« Zahl ä zu der Kette, die zu 

den Formen (a — ä) iy, ^-_ S oder, was auf dasselbe hinauskommt, 

zu 17, — I gehört. Der einfache Zusammenhang der Kette zu |, 17 und 
der Kette zu 17, — £ ist am Schlüsse von § 3 erörtert; aus der dort an- 

(39 34-1} ' ' *7 j' + r — li 

(4f /•t»— 1> * ' *} ^^/4-l \ 

, 1 ) 

eine Periode des Diagonalkettenbruches für ä sein wird. 
Zürich, den 31. Dezember 1899. 



xvn. 

Qaelqnes nouveaux theor^mes snr l'approximaüon des 
qnantites a l'aide de nombres raüonnels. 

(Bulletin des Sciences math^matiques, 2* s^rie, t. XXY, pp. 72 — 76.) 

Dans plusieors de ses Memoires classiques sur la th^orie des nom- 
bres M. Hermite s'est occupe de la recherche des minima de formes 
algebriques pour des yaleors enti^res des variables. Gette recherche Ta 
conduit ä certaines approximations, dont il a mis parfaitement en eyi- 
dence le caradere dlgebrique, Mais pour la plupart des in^galit^s que Ton 
obtient dans ce domaine, il y a encore nne grande dif&colte ä determiner 
les limites Us plm etroües des inegalites et les formes extremes auxquelles 
en chaque cas ces limites sont rattachees. Dans quelques cas parti- 
culierement simples je donnerai ici de telles limites pr^cises; pour les 
demonstrationsy un peu longues, je dois renvoyer le lecteur au deuxi^me 
cahier de ma Geometrie des nombres^ qui paraitra prochainement chez 

B. G. Teubner *) 

I. 

1. Theoreme. — Soient (p, Xy ^j ^ quatre formes lineaires ä trois 
variables x, y, Zy ä coeffidents reds quelconques et de sorte que Von ait 

Supposons que le däerminant de trois de ces formes soit toujours different 
de z&ro et designons sa väleur dbsolue par 42). 

Älors ü existe toujours trois nombres entiers rr, y, s, qui ne sont pas 
tous egaux ä zero et de sorte que toutes les quatre formes % %, iff, o soient 
en valeur äbsolue moindres que 



V-, 



4kD 



-(-I) 



s 



La limite d = [/-Tq- D donnee ici est precise. En generale on peut 

aussi trouver des nombres entiers x^ y, z diflESrents du Systeme 0, 0, 
et tels que les yaleurs absolues de ^^ ;i;, ^^ o soient toutes < d, Mais 

*) Vgl. Diophantische Approximationen, Kap. III nnd insbesondere Kap. VI. 
(Anm. d. Herausg.) 

Minkowski, GeMmmelte Abhandlungen. L 23 
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il 7 a an cas d'exception, oü il sera impossible de satisfaire ä cette autre 
condition, c'est lorsqu'il existe une Substitution Unfaire ä coefficients 
entiers et ä determinant ± 1, transformant les formes q>, %y if, o, ab- 
straction faite de Tordre, en 

d{x-^Y), rf(r-|z), d{-^x + z), _i-d(x+r+z). 

2. Le theor^me que nous yenons d'enoncer est susceptible d'une inter- 
pretation g^om^trique^ qui peut-§tre trouvera une application dans la 
cristaUographie: 

ImaginoDS un Systeme docta^dres, tous congruents entre eux et 
parallelement Orientes^ en ^ombre infini et plac^s dans Tespace de maniere 
que deux de ces corps n'aient jamais une partie commune et que leurs 
centres de gravite forment un reseau parall^epipedique de points, comme 
Bravais Ta considere dans sa thäorie de la structure des cristaux. (Tous 
les octaedres peuvent alors etre deduits de Tun quelconque d'entre eux 
par le meme Systeme de translations). II y aura une Situation oü les 
lacunes laissees par les octaedres seront les plus etroites, ou^ ce qui est la 
m^me chose, Tespace occup^ par les corps sera le plus grand possible; 
c'est la Situation oü chacun des octaedres a au moins un point commun 
avec quatorze autres de ces corps, et alors le rapport de Vespace accupe 
par les octaedres ä Vespace laisse libre par ces corps sera de \^ ä \. 

3. Soient £; ^; S trois formes en Xj y, z k coefficients reels et ä de- 
terminant ± J5, oü D > 0. On pourra prendre dans le theor^me du n® 1 : 

^> — 6 + ^ + S, x^l — 'n + ly ^ = S + ^ — 5, cj — l — n-'t 

H existe alors des nofnbres entiers x, y, e differents du Systeme Oy Oy et 
de Sorte que Von ait 

. \l\ + \ri\ + \l\^]/W^- 

Dans le cas limite, pour lequel le signe =» est r^serve, on peut toujours 
faire en sorte que Ton n'ait pas ä la fois |S|=='|^|*='|S|* 
On en tire alors 

\ini.\<T^D. 

Or OD doit remarquer que, dans cette demiere in^galit^, le facteur 
Yg pourrait encore etre remplac^ par un nombre plus petit. 

4. D'autre part, on peut aussi prendre dans le n^ 1: 

p' fr p' p = ^ + ^' -^ + ^' ^-^' -^-^- 

On voit alors qu't7 existe des nomhres entisrs x, y, z differents du Systeme 
0, 0, de sorte que Von ait 
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Dans le cas limite oü Ton doit prendre ici un des deux signes =^ on 
peut toujours faire en sorte que Ton n'ait iii±S = {;ni±iy=-g. 
En faisant usago alors des inegalit^s 

8 



m^ 



f +lf| 



8 



W^li 



2 



+ \t\\ 

"3 /' 



on trouve 



g*ei<AA \vn\<^D. 



19 ' I ' " ^ 19 

Dans ces demi^res in^gaUt^s^ la limite n'est plus pr^cise. 

5. Soient a, b deux quatUites r&Ues quelconques. Posons^ dans les 
inegalites du n^ 4: 

t etant un param^tre positif. On voit qu'on peut trouver des nombres 
entiers x,y^£, parmi lesquelsjer est positif^ et de sorte que x — ae, y — be 
soient en yaleur absolue plus petites qu'une quantite s donnee ä volonte, 
et que dans cette approximation on ait en meme tenips 



X I ^i/8 1 



z 



-h < 



T/11. 



La constante 1/r^ = 0,648 .. ., qui entre ici, est plus petite 



que y. 



n. 



6. Thearhne, — Soient ^ = ux + ßy, rj ^ yx + dy deux formes line- 
aires ä coefficients complexes quelconqties et soit 2) =• |ad — /Jy| > 0. On 

peut toujours trouver, dans le corps algebrique de i — "j/— 1, des nombres 
entiers complexes x, y differents du Systeme 0, de sorte que Von ait 



I 



^V'-W"- 



<i\i 



y'iä-^- 



La limite d = 



= 1/ - ~- D donnee ici est precise. En gäi^ral, on 

aura aussi des nombres entiers complexes x, y ^0,0 de sorte que 
III <ä> 1^1 <^- Mais dans un seul cas il sera impossible de satisfaire 
a ces autres inegalites; c*est lorsqu'il existe une Substitution 

x=pX + rY, y = qX + sY, 

oü Pf g, r, s sont des nombres entiers dans le corps de i et le d^termi- 

23* 
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nant ps — qr =* ± 1 ou ± i, de sorte que, par cette Substitution, |, rj 
soient transformees en 

,.(x + [i-i(i-l5)]r), ,.([4 + (i_^)]x + r), 

A et ft ^tant des quantites dont la valeur absolue est egale ä 1. 

7. TJieoreme. — Soient 5 = «^ + ßVy ^; === y^ + 5y di^x formes 
lineaires ä coefficients complexes qudconques et sait jD = |ad--/Jy|>0. 

On peut toujours trouver, dans le corps dlgebrique de j ^ J^^ j des 

nonibres entiers complexes x, y differents du Systeme 0, de sorte que 
Von ait 

m^VD, \v\£Vd. 

Cette limite d^^YD est ici precise. En generale il y aura aussi 
des nombres entiers x, y + 0, de sorte que 1 1 1 et \i]\ soient < rf, ex- 
cepte dans le cas oü^ dans le corps de j^ il existe une Substitution lineaire 
ä coefficients entiers et a determinant egal ä une unite du corps, ä Taide 
de laquelle ^, % abstraction faite de l'ordre, se changent en XdXy 
lid(tX+ Y)j A et fi etant des quantites dont la yaleur absolue est egale 
ä 1, et r une quantite complexe quelconque. 

On remarquera ce fait interessant que, de ces deux theor^mes cor- 
respondants, Tun, qui est relatif au corps algebrique de la troisieme racine 
de Vunitc, est beaucoup plus simple que Tautre, relatif au corps algebrique 
de la quicdrieme racine de Vunite. 

8. Soit a une quantite cofnplexe quelconque. En posant 

t etant un parametre reel quelconque > 1, on voit que, dans le corps de 

~ — g^"~ (mais pas dans le corps de ]/— 1), ü y aura toujours des 
nombres entiers complexes Xj y tels que 

0<|t/|^^ \X'-ay\<—, 

d'oü Ton tire encore 

\(x " ay)y\ < 1. 
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Über periodische Approximationen algebraischer 

Zahlen. 

(ActA Mathematica, Band 26, (Niels Henrik Abel in memoriam), S. 883—861.) 

Abel sagt an einer Stelle (OeuyreS; T. U, p. 217) mit Bezug auf das 
Problem der algebraischen Auflösung der Gleichungen: ;,Au lieu de de- 
mander une relation dont on ne sait pas si eile existe ou non^ 11 faut de- 
mander si une teile relation est en effet possible''. Eben diese Weisung 
befolgend^ können wir auch einer anderen, noch unerledigten Aufgabe auf 
dem mannigfaltigen Gebiete der Auflösung der Gleichungen näherzutreten 
versuchen. Wir wollen hier die Frage behandeln: 

Welche algebraische ZaJilen besitzen analoge periodische Approximationen, 
wie sie die reellen algebraischen Zahlen zweiten Grades vermöge der Periodi- 
zität ihrer EntmcJdungen in gewöhnliclie Kettenbrüche aufweisen. 

§ 1. Periodische Substitationenketten. 

1. Es sei a eine beliebige Größe und es werde Z = 1 oder = 2 ge- 
setzt, je nachdem a reeU oder komplex ist. Wenn a eine algebraische Zahl 
n*®° Grades, d. h. eine Wurzel einer im Bereiche der rationalen Zahlen 
irreduziblen Gleichung n*^ Grades ist, so kann der Ausdruck 

g = Xi + «a?, + h a*— ^a?„ 

für ganze rationale Zahlen x^, x^, • . .» ^»^ ^^^ nicht sämtlich Null sind, 
niemals verschwinden, aber, wofern w > Z ist, wohl dem Werte Null be- 
liebig nahe kommen. Wir machen hier stets die Annahme n>l. Über 
die Annäherungen dieser Form | an Null gelten dann, wie ich in dem 
Aufsatze y^Ein Kriterium für die algebraischen Zahlen*^ (Göttinger Nach- 
richten V. 11. Febr. 1899; diese Ges. Abhandlungen, Bd. I, S. 293—315) 
gezeigt habe, die folgenden Sätze: 

Wir können zur Zahl a in bezug auf jede bdidyige reelle Größe r ^ 1 
stets eine Substitution 

S) x,= sji'^y, + si')y, -}-..• + sjrhj, (Ä = 1, 2, . . ., n) 

mit folgenden Eigenschaften konstruieren: 
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a) Alle Koeffissienien si^^ sind ganze rationelle Zahlen, und gehen die 

Quotienten -— dem Betrage nach nicht über eine gewisse, von r unabhängige 

Größe hinaus. 

b) Die Determinante von S ist +0 und liegt dem Betrage nach unter 
einer gewissen^ von r nicht abhängigen Grenze. 

c) Geht g durcli S in 

über^ 80 liegen die Beträge von 

n — / n— l n — l 

HÜmtlidh unter einer gewissen, von r nicht abhängigen Grenze. 

d) Für die Verhaltnisse Pi : pg : . • . : p« kommen von vornherein nur 
eine endliche Anzahl verschiedener Systeme in Betracht, die von r nicht 
abhä/ngen. 

Diesen Bedingungen wird z. B.^ wie in jener Arbeit ausgeführt ist, 
stets genügt; wenn wir S unter allen denjenigen Substitutionen^ für welche 
die Koeffizienten s]^^ lauter Zahlen aus der Reihe 0, ± 1, ± 2, • • •, ± [r] sind 
und die Determinante ^ ist, derart auswählen, daß dabei zunächst \qi\, 
nächstdem { p^ j , . . . endlich { p^ ! möglichst klein werden. Dabei fällt dann 
die Determinante von S dem Betrage nach sicher stets ^ n! aus. 

Durch die Substitution S erlangen wir zugleich gewisse rationale 
Approximationen für alle Zahlen des Körpers von a, wenn a reell ist, 
bzw.; wenn a komplex ist, für alle reellen Zahlen des Körpers, der aus 
dem Körper von a und dem dazu konjugiert imaginären Körper zusammen- 
gesetzt ist. 

Umgekehrt gilt der Satz: Die Größe a ist, (n>Z angenommen), not- 
wendig eine algebraische Zahl w*®° Grades, wenn für sie in bezug auf jede 
reelle Größe r ^ 1 stets eine den Bedingungen a), b), c), d) entsprechende 
Substitution S hergestellt werden kann, 

2. Wir denken uns weiterhin a stets als eine algebraische Zahl n*^ 
Grades und n> l. Nehmen wir nun eine unbegrenzte Reihe wachsender 
Zahlen ^i^ 1, ^"2, ^3, . . . an und konstruieren wir in der eben erörterten 
Weise zu diesen Zahlen Substitutionen S^, Sg, S3, . . . . Eine derartige Sub- 
stitutionenkette für die Zahl a soU periodisch heißen, wenn die daraus ver- 
möge der Kompositionsformeln 

Sj '=• Si öl, S3 = Sj Q^y . . ., Sj^^== SjQj,. . . 

hergeleitete Beihe von Substitutionen Q^, Q^, Ös, . . ., abgesehen von einer 
endlichen Anzald von Gliedern am Anfange, in periodisdier Wiederholung 
ein und derselben endlidien Folge von Substitutionen besteht, wenn also ein 
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Index Jq und eine positive Zahl p^ angebbar sind^ so daß für jeden be- 
liebigen Index j^io ^^^ Qj'^ ^J+Po ^®*' 

Wir fragen nach dem Cliardkter derjenigen algebraischen Zahlen a, für 
welche periodische Substitutionenketten eocistieren. 

3. Ist die Kette Si^ S^, S^, , . . {üi a periodisch^ so erhalten wir mit 
den soeben eingefiihrten Bezeichnungen 

also 

wenn j ^ j© ^s^- Setzen wir Sj ^j.Sy^^ — Pq, so folgt daraus allgemein 

für jeden Index j ^ jo und jeden Exponenten /'=1,2, 3,.... 

Es bedeute tpj die Linearform, in welche S durch Sj übergeht. Unter 
den unendlich vielen Substitutionen Sj ^y^ für f^O, 1,2,... werden 
wir, da nach b) für ihre Determinanten und weiter nach d) für die Verhält- 
nisse der Koeffizienten q^iq^: . . .: q^ in den zugehörigen Formen (pj ^y^ 
nur eine endliche Anzahl von Wertsjstemen in Betracht kommen, jedenfalls 
irgend zwei Substitutionen Sj ^^^ == S und S^ ^^^ = T (d > c) in solcher 
Weise auffinden können, daß erstens TS"^^ P ^ P^"^ ^'wa ganzzdidige 
Substitution mit der Determinante 1 wird und zudem zweitens in den beiden 
Formen (pj ^^^ = (p und q>j ^^^ = ^ die n Koeffizienten jedesmal genau die- 
selben Verhaltnisse besitzen^ daß also tj; == d'<p gilt, wo d' ein konstanter 
Faktor ist. (Die erstere Forderung wird z. B. gewiß erfüllt sein, wenn 
wir 8 und T derart auswählen, daß ihre Determinanten gleichen Wert 
haben und zudem in ihnen nach dieser Determinante als Modul je zwei 
entsprechende Koeffizienten immer gleichrestig sind.) Der Faktor d" wird 
als Quotient der Koeffizienten in ip und 9 wie diese Zahlen im Körper 
von a liegen. Setzen wir (d — c)pq='P, so gehen aas T= PS, ^ ^d'(p 
vermöge ^y= Qj^p(J^Jo) die Beziehungen 

^j-\-P^^^P ^j^p^^^j 
für jeden Index j ^ Jq hervor. Wir erhalten sodann allgemeiner 

für /*= 1, 2, 3, . . . . Da in den Formen (pj mit wachsendem Index j die 
Beträge der Koeffizienten jedenfalls nach Null abnehmen, muß {^| < 1 sein. 

4. Wenn a komplex ist, bedeute a^ die zu a konjugiert imaginäre 
Größe. Die n — l Wurzeln der irreduziblen Gleichung für a außer a, 
bzw. außer a und oc® mögen a', a", . . ., a^*"'^ heißen. Femer bezeichnen 
wir die zu einer Zahl ^ oder einer Form | des Körpers von a konjugierten 
Zahlen oder Formen in den Körpern von (a®), a', ..., «(""') analog durch 
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HinzufQgung oberer Indizes (0)^ 1, , . ,,n — l. Dtirch die Substitution 
P = S. ^ Sj^ geht i in d-^ und gehen daher wegen der Irreduzibilitat der 

Gleichrmg n"^ Grades fftr a weiter (g«), g', ..., g^*-^ in {^^1^%»'^', ..., 
^(»»-0|(»«-0 über. Bedeutet nun t einen unbestimmten Parameter^ E die 
identische Substitution, so gehen |, . . ., I^""*) durch die Substitution 
tu - P in (^--'&')|, ..., (^ — '^«-^)g<"-') über und ist infolgedessen 
I^jB — P|, d.h. die Determinante von tE—P, gleich dem Produkte 
(^— -ö-) ... (^ — ^("-0). Diese in ^ identisch erfüllte Beziehung zeigt, daß 
d" der Gleichung ItE—Pl = genügt Indem P eine ganzzahlige Sub- 
stitution und ihre Determinante 1 ist, erweist sich dadurch d' als eine 
ganze Zaid und als eine Einheit im Körper von a. 

5. Es sei nun Oq eine solche ganze rationale Zahl, daß a^a eine 
ganee algebraische Zahl wird, so hat das Produkt aj"^! als Koeffizienten 
lauter ganze algebraische Zahlen und sind daher auch in jeder einzelnen 
Farm aj-^^?^ die bezüglichen n Koeffizienten «{""^^^(Ä; = 1, 2, . . ., n) stets 
lauter von NuU verschiedene ganze algebraische Zahlen, also deren Normen 
im Körper von oc stets dem Betrage nach ^ 1. Wegen der Eigenschaft a) 
der Substitutionen Sj liegt dabei jeder Betrag 

(A = 1, . . ., n — Z; fc = 1, 2, . . ., n) 



n 



nicht über einer gewissen von j unabhängigen Grenze. Verwenden wir 
nun die hierdurch gegebenen Ungleichungen für alle Indizes Ä = 1, . . .,n— Z 
mit Ausnahme eines beliebigen Index g dieser Reihe und berücksichtigen 
wir außerdem die Eigenschaft c) für Sj und, falls 1 = 2 ist, noch die 
Beziehung |(>jk| = | p*^], so gewinnen wir aus der Ungleichung 

{Nmal-^Q^] ^ 1 
eine gewisse, von r^ unabhängige, positive untere Grenze für den einen darin 

I p^M I p^^^ 

übrig bleibenden Faktor * . Danadi befinden sich nun aUe Beträge •^— * — 

in bezug auf die Form q>j zwischen zwei bestimmten endlichen positiven, von 
r^ unabhängigen Crrenzen, und werden infolgedessen weiter auch die Quotienten 
aus irgend zwei der je n — l konjugierten Werte 

9k\ Qk'y • • -7 9*""'^ (fc= 1, 2, . . ., n) 

bei sämtlichen Formen (pj stets absolut genommen zwischen zwei, unab- 
hängig von den Werten rj feststehenden positiven endlichen Grenzen 
liegen. Beachten wir nun die Relationen (pj ^y^ =« ^9>j für /"= 1, 2, 3, . . ., 
so zeigt sich schließlich, daß auch die Beträge der Quotienten aus irgend 
zwei der je n — Z Größen 



\ 
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zwischen gewissen zwei festen positiven endlichen Grenzen liegen müssen, 
und zwar gelten diese Grenzen für aUe Werte /* = 1, 2, 3, ... auf einmal. 
Danach kann die Einheit d" nicht anders bescha£Pen sein, als daß für sie 
die Gleichungen 



statthaben. Bezeichnen wir den gemeinsamen Wert dieser letzten Beträge 
mit rj und setzen {d'|»£, womit im Falle Z»2 noch \d^\ zusammen- 
fällt, so geht die Gleichung Nmd^ = 1 in fi'iy"~'= 1 über, und wegen 
£ < 1 folgt 1? > 1. Wir gelangen auf diese Weise zu dem Satze: 

Damit eine algebraische Zahl n^ Grades a eine periodische Substitu- 
tionenkette besitze, muß es im Körper von a eine Einlwit -^ von einem Be- 
trage < 1 geben, für weldie die konjugierten Zahlen in den konjugierten 
Körpern (abgesehen von der Zahl d^ in dem Körper der konjugiert ima- 
ginären Zahl a^, faUs cc komplex ist) sämtlich untereinander gleichen Be- 
trag haben, 

6. Die hier gefundene Bedingung ist zu^leidi hinreichend für das Vor- 
handensein einer periodischen Substituiionenkette zur Zahl a. Denn nehmen 
wir an, es existiere im Körper von a eine Einheit d'Q von dem fraglichen 
Charakter. Es bedeute dann P^ diejenige lineare Substitution, durch welche 
die n Formen |, (g^), . . ., |(»-0 in die Formen ^^i, (VS^)> • • •; ^^""H^""-^ 
übergehen; diese Substitution hat lauter rationale Koeffizienten und eine 
Determinante = ± 1. Durch P^^, wenn /' eine der Zahlen 1, 2, 3, . . . be- 
deutet, gehen dann g, . . ., g^—') in VS> • • -, {^"^^Y^^'"'^ über. Da diese 
Potenzen d'Q-^ lauter ganze algebraische Zahlen sind, werden, wie leicht zu 
sehen ist, in allen jenen Substitutionen P^/ die Koeffizienten solche ganze 
rationale Zahlen sein, daß ihre Nenner nicht über eine gewisse, durch die 
Größe a bestimmte, aber von den Exponenten f unabhängige Zahl hin- 
ausgehen, während zugleich ihre Determinanten durchweg = ± 1 sind. 
Wir werden infolgedessen unter jenen unendlich vielen Substitutionen P^^ 
gewiß irgend zwei solche, Pq^ und Pq'^ {d> c), finden können, daß 

Pq^^P^)"^ ^ P eine Substitution mit ganzzahLigen Koeffizienten wird. 

i_ 

Setzen wir dann ö^-<^=»^^ |0-i "~' = i?, so haben wir in der Reihe 

S^ = JE, Oj == P, Oj = P , . . . 

eine periodische Substitutionenkette für die Zahl a mit den in 1. und 2. 
angegebenen Eigenschaften, wenn wir noch für die zugeordneten Größen r^ 
die Festsetzung r^«=» ^""^0 = 1; 2, 3, . . .) treflfen. 
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§ 2. Einheiten ?on besonderem Charakter. 

7. Wir wollen jetzt die Forderung der Existenz der besonderen 
Einheit ^ im Körper von a weiter verfolgen. Die ganze Funktion 

hat rationale ganze Koeffizienten; unter ihren Wurzeln haben l den Betrag 
£ < 1 und n — Z den Betrag iy > 1. Jeder im Bereiche der rationalen 
Zahlen irreduzible Faktor dieser Funktion F{() verschwindet für wenigstens 
eine der Zahlen -9", . . ., d^^"^ und muß daher, wegen der IrreduzibiliiSt 
der Gleichung mit den Wurzeln «,...,«("""'>, jedesmal für alle diese Zahlen 
-&,..., 'ö-^'*"'^ verschwinden; infolgedessen ist F{t) notwendig eine Potenz 
einer einzigen irreduziblen Funktion. Wegen der Betrage der Wurzeln 
sind nun offenbar nur diese beiden FäUe möglich: Entweder ist F(() selbst 
irreduzibel und bestimmt alsdann 9^ bereits den Körper von a, oder es ist 
a komplex, Z = 2, aber %• = d^ reell und F({) das Quadrat einer irredu- 
ziblen Funktion; in letzterem Falle bestimmt %• einen reellen Unterkörper 

vom -^ Grade des komplexen Körpers von a. Wir bemerken noch, daß 

jede Potenz d**, -&',... denselben Bedingungen genügt, wie sie hier für %• 
vorausgesetzt werden. 

8. Nach einem Satze von Dirichlet gibt es in dem Korper der 
Zahl a, wenn nur n > Z ist, gewiß eine solche Einheit, deren Betrag < 1 
ist. Daraus ersehen wir bereits, daß im Körper von a eine Einheit %• der 
hier verlangten Art sich gewiß in folgenden Fällen vorfindet: 

a) wenn a reell und n = 2 ist, b) wenn a reeU ist, n = 3 und der 
Körper von a zwei komplexe konjugierte Körper besitzt, 

c) wenn a komplex und w = 3 ist, d) wenn a komplex ist, n^ 4 und 
der Körper von a lauter komplexe konjugierte Körper besitzt. 

Denn in diesen Fällen besteht die Reihe -ö*', . . ., ^(""'^ entweder in 
einer einzigen reellen Zahl oder zwei konjugiert imaginären, im speziellen 
aucb zwei gleichen reellen Zahlen. Weiter haben wir im Körper von a 
eine Einheit d' der verlangten Art jedenfalls auch in folgenden Fällen: 

e) wenn a komplex ist, n ^^ 4 und der Körper von a einen reellen 
Unterkörper zweiten Grades hat, f) wenn a komplex ist, n = 6 und der 
Körper von a einen reellen Unterkörper dritten Grades besitzt, dessen zwei 
konjugierte Körper komplex sind. 

Denn in diesen Fällen können wir für d" eine reelle Einheit von 
einem Betrage < 1 in dem betreffenden Unterkörper von a wählen, als- 
dann ist d"^^ d" und die Reihe 0-', . . ., d'^'*-') besteht aus zwei gleichen 
reellen bzw. zwei gleichen Paaren konjugiert imaginärer Zahlen. Wir 
können jetzt den Satz beweisen: 
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Die hier aufgezählten sechs FäUe sind die eineiigen, in denen der Körper 
von a eine Einlieit d" der fraglicheti Art aufweist, also die einzigen FäUey 
in denen die ZaM a periodisclie Substitutionenketten besitzt. 

9. Wir diskutieren zuerst den Fall einer reellen ZaM a; hier ist i = 1, 
'S* = ± £, £1^""*= 1. Wir haben folgende Möglichkeiten ins Auge zu 
fassen: 

a) Unter den Zahlen a', . . ., «(""^^ finden sich wenigstens zwei reelle, 
etwa «(*) und oc^*^. Dann sind auch ^*^ und ^^^ reell, und da diese Zahlen 
nicht einander gleich sein können, aber denselben Betrag haben, müßte 

^(A) ^*) und daher (-^W)« - (^*))* sein. Aber die Zahl -ö-« = «« ist von 

ihren n — 1 konjugierten Zahlen verschieden, sie genügt daher ebenfalls 
einer irreduziblen Gleichung n**° Grades, und müßten daher ihre n — 1 
konjugierten Zahlen auch untereinander durchweg verschieden sein. Danach 
ist dieser Fall unmöglich. 

b) Unter den Zahlen a', . . ., a^"~^^ kommt nur eine reelle Zahl, a<^), 
vor. Für n = 2 liegt dann der oben unter 8. a) aufgeführte FaU vor. Ist n>2, 
so haben wir unter jenen Zahlen weiter wenigstens ein Paar konjugiert 
imaginärer Zahlen, etwa a^*) und c^^K Die Zahl -9-* = «* genügt einer ir- 
reduziblen Gleichung n**^ Grades; unter den Wurzeln dieser Gleichung ist 
weiter eine = (-ö*^))* = rj^ und sind die n — 2 übrigen dem Betrage nach = rj^. 
Nun können wir eine Gleichung mit rationalen Koeffizienten vom Grade 

-g — angeben, welche die Produkte aus je zwei verschiedenen der n 

Größen d", d"', . . ., -^""^^ zu Wurzeln hat. Diese Gleichung besitzt n—1 
Wurzeln vom Betrage srj, die übrigen Wurzeln vom Betrage rj^, darunter 
insbesondere die Wurzel ^^^^^^ = rj^, sie müßte also auch alle anderen 
Wurzeln jener irreduziblen Gleichung n**° Grades für rj* besitzen; sie hätte 
aber, da £ <il <rj ist, gewiß nicht die Wurzel «*. Danach ist dieser Fall 
für n > 2 unmöglich. 

c) Die Zahlen «', . . ., o^*"^) sind sämtlich komplex, sie zerfallen dann 
in — ö — Paare konjugiert imaginärer Größen. Für n = 3 liegt der oben 
unter 8. b) aufgeführte Fall vor. Jetzt sei n > 3. Wir bilden die Gleichung 

I~ Grades mit rationalen Koeffizienten, welche als Wurzeln die 

Produkte aus je zwei der n Größen -0--"+^ ^'""^S .. ., (^^""^0"""^^ ha*- 
Diese Gleichung besitzt n — 1 Wurzeln vom Betrage (fiy)"'"+^ = i^^^-^X"-*) 

und im übrigen lauter Wurzeln vom Betrage iy -*(«•- 1) = e^^ darunter —r— 

Wurzeln = ß» « ^^] sie müßte daher auch aUe die Größen ^'«, . . ., (^e-^))« 
vom Betrage rj* zu Wurzeln besitzen, es müßte also iy* = ij^" ""*)(*• "^^ d.h. 
n = 3 sein. Für n > 3 ist danach dieser Fall unmöglich. 
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10. Wir behandeln jetzt weiter den FaU einer komplexen ZaJd a; 
hier ist Z = 2, «V"*=l- 

Machen wir eunädist die Annahme, daß d = ^, (üso reell ist. Die 

. . ti ^^ 

Größe d" ist dann Wurzel einer irreduziblen Qleichung — Grades. Der 

Körper von a besitzt also einen reellen Unterkörper vom Grade ^y ^"^^ ^ 

diesem soll ^ eine Einheit von einem Betrage < 1 sein, für welche die 
konjugierten Zahlen in den konjugierten Körpern sämtlich untereinander 
gleiche Beträge haben. Wir können daher die in 9. gemachten Ausführungen 

verwenden, und es muß entweder -- = 2 sein oder aber -r- = 3 und dabei der 

Körper von d- zwei komplexe konjugierte Körper aufweisen. Wir kommen 
damit auf die oben unter 8. e) und 8. f ) aufgezählten Umstände für den 
Körper von a. 

Wir nelimen jetzt andererseits an^ daß d" ^ %^ sei. Alsdann genügt ^ 
einer irreduziblen Gleichung n^^ Grades und bestimmt bereits völlig den 
Körper von a. Wir unterscheiden wieder drei Fälle: * 

a) Unter den Zahlen «',..., a^""*^ sind wenigstens zwei reelle vorhanden, 
«(*) und aW Dann sind auch -9^*) und 0"^*) reell, und da sie gleichen 
Betrag haben, aber verschieden sind, kann nur #<*) = — -Ö-W sein. Alsdann 
ist (-ö-^*))* = (-9^*))*. Die rationale Gleichung n^^ Grades mit den Wurzeln 
d"^, ...,(^(''"'^)^ hat daher lauter Doppelwurzeln und muß infolgedessen 
d^ == {%'^y sein. Die Potenz ^^ bestimmt somit einen reellen Unterkörper 

iM ton 

Y Grades für den Körper von a, und da überdies {%^^^y reell ist, kann 

nach dem vorhin Bemerkten hier nur der unter 8. e) aufgeführte Fall mit 
n = 4 vorliegen. 

b) Unter den Zahlen «',...,«(""*) ist nur eine reelle Zahl, c^\ vor- 
handen. Für w = 3 liegt der unter 8. c) genannte Fall vor. Ist n > 3, 

SO haben wir unter jenen Zahlen noch — ~~ Paare konjugiert imaginärer 

Größen. Es ist ^^^ = ± ly; da — d^^ hier nicht derselben Gleichung mit 
rationalen Koeffizienten wie d^^ genügt, muß notwendig auch d® + — -ö*, 
also (d^y^^^ und daher d'^ + ±€^, (^®)*+± «^ sein. Danach ist die ratio- 
nale Gleichung w*®^ (Jrades mit den Wurzeln 0*^, . . ., («ö-C'*-*))* irreduzibel und 
unter den Wurzeln dieser Gleichung sind zwei nicht reelle Wurzeln vom 
Betrage s^ und ist femer eine Wurzel = t^* vorhanden. Bilden wir nun 

die rationale Gleichung ^7" Grades, welche die Produkte aus je zwei 

der n Größen -ö", . . ., -ö-^""*) zu Wurzeln hat, so besitzt diese Gleichung 
eine Wurzel = £^, sodann 2(n — 2) Wurzeln vom Betrage arj, die übrigen 

Wurzeln vom Betrage rj^ und darunter — r — Wurzeln = i^^. Wegen der 
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letzteren Wurzeln müßte sie aber alle Wurzeln jener irreduziblen Gleichung 
für ri^ besitzen. Danach ist dieser Fall für n > 3 unmöglich. 

c) Die Zahlen «',..., a^""*^ sind sämÜich koffiplex, zerfallen also in 

~7 Paare konjugiert imaginärer Größen; n ist hier gerade. Für n == 4 

liegt der oben unter 8. d) aufgeführte Fall vor. Jetzt sei w ^ 6. Bilden 

wir die Gleichung —^ — - Grades, welche die Produkte aus je zwei der 

n Größen d-, . . ., -ö-^""') zu Wurzeln hat, so besitzt diese Gleichung mit ratio- 
nalen Koeffizienten eine Wurzel = £^, sodann 2(n — 2) Wurzeln vom Betrage 

£1^, die übrigen Wurzeln vom Betrage ly*, darunter — - — gleich rjK Bilden 



wir andererseits die Gleichung -^ — - Grades, deren Wurzeln die 



2 , 2 

Potenzen der Wurzeln dieser letzten Gleichung sind, so hat diese neue 

(n - 2)« 

Gleichung mit rationalen Koeffizienten eine Wurzel = a-("-^) = ly ^ , so- 

-(*-2) (n--2)(n-4) 

dann 2(n — 2) Wurzeln vom Betrage (srj) =rj , die übrigen 

Wurzeln vom Betrage iy~("~^ = £*, darunter — — gleich £*. Diese zweite 

Gleichung besitzt nun keine Wurzel vom Betrage £17, und wenn wir uns 
zuerst n > 6 denken, auch keine Wurzel vom Betrage rj^ Im Falle 
n > 6 könnte daher der gemeinsame Faktor der beiden eben gebildeten 
Gleichungen nur die eine Wurzel «* besitzen, es müßte dann also «* = d-d*® 
rational sein; nun wäre aber s^ ebenso wie d^ eine Einheit, eine algebraische 
Zahl von der Norm ± 1, es müßte daher notwendig «* =» 1 sein, was 
gegen die Voraussetzung £ < 1 wäre. Also ist die Annahme n > 6 hier 
unzulässig. 

Im Falle w = 6 endlich hat die zuerst erwähnte Gleichung eine Wurzel 
= £^, 8 Wurzeln vom Betrage «iy, 6 vom Betrage ify die an zweiter Stelle 
gebildete Gleichung eine Wurzel = ly^ 8 Wurzeln vom Betrage rf, 6 vom 
Betrage a^ darunter 2 gleich sK Die im Bereiche der rationalen Zahlen 
irreduzible Gleichung mit a^ als Wurzel kann danach, da sie in diesen 
beiden Gleichungen als Faktor eingeht, außer 5' nur Wurzeln vom Betrage 
r/* enthalten, und sie wird wegen s^rj^ = 1 und da «* = -Ö-O*® jedenfalls eine 
Einheit vorstellt, im ganzen zwei solcher Wurzeln enthalten; diese zwei 
Wurzeln können dann einander weder gleich noch entgegengesetzt, also 
auch nicht reell = ± "»y* sein, sie müssen komplex und zueinander konjugiert 
imaginär sein. Nehmen wir an, daß hier ^' mit ^" und -ö"'" mit ^^'^^ kon- 
jugiert imaginär sind, so können wir annehmen, indem wir noch die Be- 
zeichnungen von d"'" und -Ö"^*^ vertauschen dürfen, die Wurzeln jener 
Gleichung für £» seien ^^% »'»'", ^''^^\ 
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Die Größe £' bestimmt danach einen kubischen Körper^ dessen zwei 
konjugierte Körper komplex sind. Denken wir uns jetzt die im Bereiche 
der rationalen Zahlen irrednzible ganze Funktion F{£)y welche ftlr t^ %" 
verschwindet, im Körper von 5* in irreduzible Faktoren zerlegt, und es 
sei G{t) derjenige Faktor darunter, welcher die Wurzel ^ = ^ erhält. Da 
B^ reell ist, bekommt G{f) ebenfalls lauter reelle Koeffizienten und wird 

daher mit der Wurzel d auch die konjugiert imaginäre Größe ^=^ 
als Wurzel besitzen, so daß auch £!^f-^-| = ist. Alsdann muß die Glei- 
chung G ( y j = überhaupt für jede Wurzel der im Körper von «* irre- 



e' «- «• «• 



duziblen Gleichung (t(^) = bestehen. Die Größen ^, ^, ^rj ^^ aber 

besitzen sämtlich den Betrag — 4* ^ und =f b und sind daher nicht Wurzeln 

von F{t) « 0, also auch nicht Wurzeln von G{t) = 0, daher kann G({) 
auch keine der Größen -ö*', ^", ^"\ %^^^ als Wurzel haben; somit können 
wir einfach G{t) = (^ — d*) (^ — %^) schreiben. Danach ist %" Wurzel 
einer quadratischen Gleichung im Körper von b^ und besitzt der Körper 
sechsten Grades von -Ö*, d. i. der Körper von a, in dem Körper von a* 
einen reellen Unterkörper dritten Grades, dessen zwei konjugierte Körper 
komplex sind. Wir kommen also auf den oben unter 8. f) aufgezähl- 
ten FalL 

Wir können die Bildungsweise des Körpers von a unter den hier an- 
genommenen umständen noch genauer festlegen. Die zu G(() konjugierten 
Funktionen in den Körpern von a-'a-'" und ^-''-O^*) werden lt — ^'){t — ^"') 

und {t - a-'OC^ - ^*0 söin- Da I d' ! = I ^'" \ ist, wird Jt^Jt; rein imaginär, 
also L . "T ^„A eine negative reelle Größe sein. Diese Größe liegt wie 

a-' + a"' und d'a'" in dem Körper von a'^"'; da sie nun reell ist, wird 
sie identisch mit ihrer konjugierten Größe in dem konjugiert imaginären 
Körper von d-''^^*^ und muß daher rational sein und daher gleichzeitig 

auch gleich der konjugierten Größe (■örT^) ini Körper von •Ö'O^. Danach 
ist 1^ entweder = =777 oder = -^r- Da wir die Bezeichnung der Paare •6'', -O*" 
und ^'", 0"^*) vertauschen dürfen, können wir annehmen, es sei äö*^ a^j 



letzterer Wert ist weiter = ^. Setzen wir aö =* ^; so ist 8 = -^^^ und 

sind die konjugierten Zahlen dazu öTa'" "^ *? a^^au) '^^ ^^^ ^^ ^®^ hierzu 
reziproken Werte = -j . Dabei hat 8 den Betrag 1 und ist wie 0* eine 
Einheit; danach ist entweder d = — 1, oder es ist 8 eine solche Einheits- 
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Wurzel; die einen Körper zweiten Grades bestimmt. Im ersteren Falle ist 
^^ a-, «• = ± i£, a-* = {»y. im zweiten Falle kämen für d zuiwchst 

die dritten, vierten, sechsten Einheitswurzeln in Betracht. Nun folgt 

1 

•ö" = d £, -O^® = -j-s und weiter unter Verwendung von srj* = a^'-ö"" = 1 

die Beziehung 
Nm{f^ + ^) = (^ + ^)(a' + a'")(^" + '^^'0 == ^^ (l + y)(l + *). 

Danach muß noch — ~— rational sein, und solches triflFt nur zu, wenn d 

eine dritte Einheitswurzel vorstellt, d' = 1 ist. Dann folgt endlich 0* = ± -^ , 

^^=^±d€, ^^== {d^y und ^ + -^ = T 5, so daß der Körper von £* auch 
die Größe a selbst enthält, und der Körper von a aus dem Körper dritten 

Grades von s und dem Körper zweiten Grades von d = ^ — ^^- zu- 

IS 

sammengesetzt ist. 

§ 3. Die komplexen kubischen Irrationalzahlen. 

11. In den FäUen, wo für die algebraische Zahl a periodische Sub- 
stitutionenketten möglich sind, entsteht nun die Aufgäbe, eine sdche Kette für 
a bereits hereusidlen, wenn allein a seinem Werte nadi gegeben ist, die 
konjugierten algebraischen Zahlen von a indes noch unbekannt sind. Bei den 
reellen algebraischen Zahlen zweiten Grades wird gerade durch die perio- 
dische Entwicklung in einen gewöhnUchen Kettenbruch das hier Verlangte 
geleistet. Wir wollen nun zeigen, daß auch noch in einem anderen Falle, 
nämlich, wenn es sich um eine komplexe Größe a handelt, welche Wurzel einer 
irredujsiblen Gleichung dritten Grades sein söU, der hier gestellten Forderung 
entsprochen werden kann, und wir kommen dadurch zu einem völlig analogen 
Kriterium für die komplexen algebraischen Zahlen dritten Grades, tvie es 
durch Lagrange für die reellen algebraisdien Zahlen zweiten Grades in 
der Periodizität der Kettenbruchentwicklung nachgewiesen worden ist. 

Es sei jetzt a eine komplexe Größe, welche einer im Bereiche der 
rationalen Zahlen irreduziblen Gleichung dritten Grades genügt, so ist mit 
a ohne weiteres auch die konjugiert imaginäre Größe cfi gegeben; dagegen 
haben wir uns der Kenntnis der dritten reellen Wurzel a' jener Gleichung 
vorläufig zu entschlagen. Wir setzen 

i^ Xi + ax^ + o?x^. 

Zu jeder ganzen rationalen Zahl r ^ 1 bestimmen wir eine Substitution Si 

** = «* Vx + «f y, + «rV» (*=i,2,3), 
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wobei jeder der Koeffizienten 5^*^ aus den Zahlen 0, ±1, +2,...,±r 

entnommen und die Determinante 4* ^ ^^^ ^^^f derart^ daß dabei in 
der Form 

9 = QiVi + QiVi + QzV^y 
in welche S durch 8 übergeht, zunächst | q^ \ möglichst klein, nächstdem 
I p2 I möglichst klein, endlich q^ \ möglichst klein ausfällt. Bei den einzelnen 

Systemen Si\ 5?^ 8^^ haben wir immer die Wahl unter Paaren entgegen- 
gesetzter Systeme x^yX^, x^ und — ^1; — ^, — a?«; nnd wir wollen die zu- 
sätzliche Annahme machen, daß in jeder Yertikalreihe Si\ Si\ 4*^ von S 
die letzte Ton Null yerschiedene Zahl stets > ist. Alsdann ist die be- 
treffende Substitution S durch die ZaJd r voWcommen eindeutig bestimmt. 
Wir können nämlich niemals für zwei Systeme rc^, x^, j:„ die + 0, 0, 0, 
voneinander verschieden und auch nicht einander entgegengesetzt sind, 

^ = Qy S = <y luid dabei | p | = | <y | finden. Denn alsdann wäre ^ = 1 
und würde die Betrachtung der Norm von — in bezug auf den Körper 
von a dazu führen, daß die zu — konjugierte Zahl im Körper von a' rational 

wäre. Dann aber wäre auch — selbst rational, also notwendig = ± 1, 

imd müßten die vorausgesetzten zwei Systeme x^^x^yX^ eben entweder 
gleich oder entgegengesetzt sein. Die in dieser Weise durch r völlig be- 
stimmte Substitution S entspricht, wie bereits in 1. erwähnt wurde, den 
dort aufgezählten Umständen; wir wollen von dieser Substitution S sagen, 
sie gehöre zur Zahl r. 

Wir setzen jetzt r^ = 1 und ermitteln die zu r^ gehörende Substitu- 
tion Sj, die Substitution kann auch noch zu r = 2, 3, . . . gehören, es 
sei r, — 1 die größte ganze Zahl, zu der sie gehört; sodann sei S^ die zu 
r, gehörende Substitution, r^ — 1 die größte ganze Zahl, zu der S^ gehört; 
5s die zu fj gehörende Substitution usf. Alsdann gilt der folgende Satz: 

Die in dieser Art her gestellte Substitutionenkette Sj, Sg, Sj, . . . für die 
komplexe kubische Irrationaljsalil a ist stets periodisch. 

12. In der Tat, im Körper von a können wir stets eine Einheit d-^ 
angeben, deren Betrag < 1 ist, und noch so, daß d'^ > ist; alsdann 
können wir, wie aus den Betrachtungen in 6. hervorgeht, eine solche 
Potenz dieser Einheit O-q-^ ='&■(/'> 0) ermitteln, daß die lineare Substi- 
tution P, durch welche die Formen g, g®, |' in a-g, ^^^\ ^1' übergehen, 
lauter ganzzahlige Koeffizienten hat; dabei ist •&^®^' > und die Deter- 
minante von P gleich 1. 

Wir schreiben nun die Auflösung von 

i^x^+ax^+ a^x^, g® = ar^ 4- aPx^ + {a^Xj^y 6' = ar^ + ax^ + a ^o:. 
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in der Form ^^ _ ^^^ ^ ß^n^^+ß^' (*= 1, 2, 3); 

dabei sind ßj^ , ßf^^, ßj^ jedesmal konjugierte Zahlen in den Körpern 
von a, a^, «'. 

Es sei letzt S: * 

^» = «»<''y. + s*'*>y, + «;'>y, (a - 1, 2, 3) 

* 

eine Substitution der oben gebildeten Kette und r die niedrigste Zabl^ zu 
der diese Substitution S gehört, also r der größte Wert unter den Be- 
trägen der 9 Koeffizienten Sj^^^j und es gehe | durch S in 

über, so folgt 

und daraus ^^^,^ ^ ^^^^ ^ ^,^, ^ ^.^. ^^^ ^ _ ^^ 2, 3). 

Nach der in 1. erwähnten Eigenschaft c) können wir eine, von a allein 

abhängende, von r aber völlig unabhängige positive Konstante M angeben^ 

j_ 1 ^ 

so daß l^ii^^, Ps'*'*; \Qz J^ ^^^ jedem Werte von r stets <M sind, und 

nach 5. gelangen wir dann durch Betrachtung der Normen von q^, q^, q^ 

unter Berücksichtigung des Um Standes, daß die Norm einer von Null 

verschiedenen ganzen Zahl stets ^ 1 ist, zu einer weiteren, von r un- 

M 
abhängigen positiven Konstante, die wir -^ schreiben wollen, so daß 

1 9i ! *■" S I Q% k" S I Ps' ! *'" * stets ^ -j^ sind. 

Auf diese Ungleichungen gestützt, können wir jetzt gewisse Eigen- 
schaften für die Substitution T = PS nachweisen, sowie nur r eine be- 
stimmte Größe übersteigt. Durch T== PS gehen die Formen g, |^, |' in 
^q)y d>®, -^'g?' über; ist 

X, = ^.^^>yi + h^'hj, + t.^'hj, (h - 1, 2, 3) 

der Ausdruck dieser Substitution T, so folgt daher 

<*<*' = *^»Pt + »'ßA^Q,' + »'ßn'Qk (*, Ä - 1, 2, 3). 

Alsdann haben wir 

Setzen wir d^ ^s, wobei O-'^a"* wird, und bezeichnen wir noch den 

größten Wert unter den Beträgen ^^| für A = 1, 2, 3 mit y, so geht 

! Pa I 

hieraus auf Grund der erwähnten Ungleichungen, wofern 2yNr * < 1 ist, 
einerseits 

-^ ^ ^' '-H'r^r^ > ^' (i _ 2(a» + l)yNr-h 

** l + ^yNr 2 \ / 

Minkowski, Ges&mmelte Abhandlungen. I 24 
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andererseits 

J^ < ^' i+lfV^rii < *' f 1 + 2is> + l)yNr-h 

** l-2y2Vr « ^ ^ 

hervor. Wir nehmen nunmehr die Zahl r überhaupt so groß an, daß die 
stiu-kere Bedingung « ^ 

(I) 2^\B'+l)yNr~^<^ 

erfüllt ist. Alsdann finden wir^ indem alle Zahlen ^/^^ dem Betrage nach 
^ r und wenigstens eine darunter = ± r ist, die Betrage der Zahlen ^^^^^ 

sämtlich <'6'V + ^ ^^^ wenigstens einen unter diesen Beträgen >^'r — r-; 
es wird danach der größte unter diesen Betragen der 9 Koeffizienten tj^^^^ 
gleich der an %''r nächstgdegenen ganzen Zahl sein, die wir mit f bezeichnen 

wollen. Femer finden wir alle Zahlen 5.^*^ + und die Quotienten -^ > 0, 

und wird daher gewiß in T in jedem Systeme t^^\ t^^\ t^^^ die letzte von 
Null verschiedene Zahl, nämlich tj^^^ > sein, wie wir das entsprechende 
für 8 voraussetzen. 

13. Aus den nämlichen Relationen, die wir soeben behandelten, er- 
sehen wir andererseits die folgende Tatsache: Es sei T eine Substitution 
der in 11. für die Zahl a gebildeten Kette, f die kleinste Zahl, zu der T 
gehört, und ?>%•', Bilden wir die Substitution S^P'^T, so bestehen 
zwischen je zwei entsprechenden Koeffizienten ^^(*^ von T und s^^*) von S, 

_ 3 

sowie nur f der Ungleichung 2yNr * < 1 genügt y stets die Beziehungen 
Setzen wir nun für f die stärkere Ungleichung 

(H) A(^+l)yJ^p-T<| 

voraus, so wird daher der größte unter den Beträgen der Koeffizienten 5j^^*) 
mit der an •©•'"^f nächstgelegenen ganzen Zahl übereinstimmen. 

14. Jetzt denken wir uns wieder, wie in 12., S als irgendeine Sub- 
stitution jener Kette, und es soll dabei sowohl die niedrigste Zahl r, zu 
der S gehört, der Bedingung (I) entsprechen, wie auch die an d''r nächst- 
gelegene ganze Zahl r die Bedingung (II) erfüllen. Alsdann können wir 
behaupten, daß T = PS jedesmal ebenfalls eine Substitution in jener Kette 
ist und zu f als niedrigster Zahl gehört. Denn in T sind wegen (I) gewiß 
alle Koeffizienten ^^(*) dem Betrage nach < f , und zudem ist in jeder 
Vertikalreihe von T die letzte von Null verschiedene Zahl > 0. Wäre 
nun die zur Zahl r gehörende Substitution der Kette, T*, von T ver- 
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schieden und würde durch sie | in -^(pf^i + pfy« + pj^s) übergehen, so 
müßte dabei entweder | (>* | < | (>i I oder | (>* | = | (>i | , I P* I < I P2 1 oder 

\Q*\ -iQi'y \Q*\ - \Qi\y \Qt\ < IPsi ^^^^' ^^ ^«^ Substitution S*=P-^T* 
würden dann wegen (11) alle Koeffizienten dem Betrage nach 

also als ganze Zahlen auch ^ r sein, und würde S durch 8 in pfyi+pjyj+pjys 
übergehen, wobei die soeben erwähnten Bedingungen statthätten. Danach 
könnte S nicht die zur Zahl r gehörende Substitution der Kette sein. 

Ist andererseits T eine solche Substitution jener Kette, die zu einer 
Zahl r > 'S"' als niedrigster Zahl gehört, und erfüllt sowohl r die Be- 
dingung (n) wie die an -©"'"^f nächstgelegene ganze Zahl r die Be- 
dingung (I), so erkennen wir ganz analog, daß auch 5 =» P"^T jedesmal 
eine Substitution der Kette ist und zu r als niedrigster Zahl gehört. 

15. Wir wählen jetzt in der Reihe r^, rg, ^3, . . . die Größe Vj^ derart 
aus, daß die Ungleichung (I) mit r ^ Vj und die Ungleichung (II) mit 

f = •©•'r. — - - erfüllt ist. Alsdann kommt mit der Substitution S. in der 

Kette an irgendeiner späteren Stelle die Substitution P8j^ Yor, sie sei 
etwa = ^^+p5 dabei wird Tj^^^ die an -^'r^^ nächstgelegene ganze Zahl. 
Jetzt gilt (I) auch für jede Qröße r^r^, wobei j>Jq ist, und (11) auch 
für jede Größe r^r^^^j wobei i>Jo is*- Mit jeder Substitution S^ (J>Jo) 
wird daher auch die Substitution PS^ der Kette angehören und zwar als 
ein um so späteres Glied, je größer j ist, und andererseits wird mit jeder 
Substitution Sj^p(j>Jq) auch P'^Sj^^ der Kette angehören, imd zwar als 
ein um so späteres Glied, je größer j ist. Daraus folgt dann, daß die 
Substitutionen PSj^^ PSy^^j, P8j ^^i • • • sämtlich in der Kette auftreten, 
und zwar jede Substitution später als die hier vorher genannte, daß aber 
andererseits in der Kette keine Substitution zwischen diesen einzelnen Sub- 
stitutionen vorkommen, daß mithin allgemein 

P8j - 8j^^ 

für i ««io? io + 1| io + 2, ... ist. Aus diesen Beziehungen entnehmen wir 

für j ^Jq, d. h. die Kette S^, 5j, S3, . . . ist in der Tat periodisch, w. z. z. w. 
Es kann bewiesen werden, daß für eine jede 8ubstitution 8 der Kette 
die Determinante nur die Werte ± 1 oder ± 2 lidben kann, und auf Grund 
dieser Tatsache läßt sich ein einfacher Algorithmus zur sukzessiven Bildung 
der 8ubstitutionen der Kette aufstellen, wie ich an einer anderen Stelle 
auseinandersetzen werde. 

Zürich, 1902. 
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